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I N T R O D U C T I O N
En cette année, la ville de Bâle fête le 14 avril 2007 avec honneur le troisième centenaire

de la naissance du mathématicien universel Leonhard Euler (1707-1783), scientifique qui
démontra la solution du problème du flambement des pièces élancées sous l’effet de forces
compressives. La solution de l’équation différentielle fait partie intégrante de tout cours sur la
résistance des matériaux, voir le chapitre 9 dans le texte.

Voici une description brève du document sur l’application de la résistance des matériaux à
la conception de machines.

Chapitres 1 à 3
Les trois premiers chapitres traitent le calcul des pièces sollicitées par des efforts de

traction, de compression et de cisaillement simples à partir des principes et hypothèses de
base en calcul élastique. L’état de contrainte plan peut alors se discuter dans les applications
élémentaires.

Chapitre 4
La résistance des matériaux élémentaire traite principalement la recherche des contraintes

et des déformations dans les pièces longues appelées barres ou poutres. Les dimensions des
surfaces transversales interviennent dans l’étude et sont exposées en détail dans ce chapitre.

Chapitre 5
La plupart des pièces longues sont sollicitées et déformées principalement par la flexion.

Ce chapitre traite avec beaucoup de soin la répartition des efforts dans les poutres sollicitées
par des forces concentrées ou réparties. La théorie de la répartition de la contrainte de flexion
élastique à partir de l’hypothèse de Bernoulli, autre scientifique bâlois célèbre, permet
d’exposer les relations classiques de la flexion. La présence simultanée de la flexion et du
cisaillement, l’importance de la flexion dite déviée et le comportement élasto-plastique des
matériaux sont traités.

Chapitre 6
La torsion des barres à sections circulaires, à sections annulaires fermées quelconques et à

sections non circulaires quelconques est discutée dans ce chapitre.
Chapitre 7
La recherche des déformations en flexion des poutres représente une grande partie du

travail ingrat de l’ingénieur en conception de machines ou en construction métalliques. Ces
déformations peuvent se calculer :
- en appliquant la relation différentielle tirée de l’expression du rayon de courbure d’une ligne

plane.
- par la méthode de la poutre conjuguée utilisant l’analogie existante entre les relations

différentielles des efforts et des déformations.
- par l’introduction de l’équation dite des trois moments permettant de résoudre élégamment

les problèmes statiquement déterminés et les problèmes hyperstatiques.
- par la méthode de la matrice de transmission utilisant simultanément les propriétés des

efforts et des déformations. Cette méthode représente une première approche dans la
méthode des éléments finis.

 Chapitre 8
A partir des connaissances acquises dans les sept premiers chapitres, il est possible de

discuter la répartition des efforts intérieurs dans les structures, de combiner les diverses
contraintes, d’examiner les divers cas particuliers, de rechercher les valeurs du cisaillement au
moyen de diverses hypothèses simplificatrices.
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Chapitre 9
La stabilité des pièces élancées à section constante sous forces compressives utilise la

solution proposée par Leonhard Euler et les compléments en comportement élasto-plastiques.
Plusieurs problèmes de stabilité sont exposés, en particulier la méthode de Vianello sur la
stabilité des pièces élancées à sections variables par tronçons.

Chapitre 10
Le principe de la conservation des énergies est aussi applicable en résistances des

matériaux. La conservation de l’énergie potentielle élastique accumulée dans la structure et la
somme des travaux des efforts extérieurs se font équilibre. Le théorème de réciprocité énoncé
par Maxwell et complété par Betti, le théorème de Castigliano, les méthodes de Mohr et de la
multiplication des diagrammes facilitent la recherche des déformations et des efforts inconnus
dans les problèmes isostatiques et hyperstatiques.

Chapitre 11
Les relations fondamentales de l’élasticité : tenseur des contraintes et tenseur des

déformations, la construction graphique du tricercle de Mohr, état de contraintes et de
déformations plan et spatial sont présentés dans ce chapitre. La combinaison des contraintes
de nature différente interviennent dans la définition des divers critères de résistance.

Chapitre 12
Une structure mécanique peut être soumise à des charges exceptionnellement statiques, le

plus souvent variables en fonction du temps. L’effet de chocs, de la température ou de la
présence de fissuration peut modifier le comportement des pièces. La plupart des pièces
mécaniques sont à section variable ou sont équipées d’appuis et d’éléments de machines. La
théorie élémentaire de la résistance des matériaux ne permet pas de trouver la répartition des
contraintes dans les sections dites entaillées. L’introduction des notions de coefficient de
forme, de coefficients d’effet d’entaille, de gradient de contrainte, de chiffre de soutien cerne
mieux la solution probable. Le comportement des matériaux métalliques dépend de nombreux
facteurs en charges statique et dynamique : facteurs d’échelle, facteur d’anisotropie, facteur
d’effet de température, facteur de rugosité, facteur de contrainte moyenne, etc.

Chapitre 13
La méthode générale de calcul en résistance des matériaux pour pièces mécaniques

distingue trois types de structure : le modèle poutre (1D), le modèle plaque (2D), le modèle
spatial (3D). Cette méthode utilise en :
1. Contrôle en charge statique : la vérification de la structure s’effectue soit à partir des

contraintes nominales, calculées au moyen de la résistance des matériaux élémentaire, soit
à partir des contraintes locales.

2. Contrôle en charge dynamique : la vérification de la structure s’effectue soit à partir des
contraintes nominale, soit à partir des contraintes locales.

En charge dynamique, la vérification définit le type de collectif des amplitudes de contraintes
dynamiques, le diagramme de Wöhler et essaie de prévoir la durée de vie des pièces.

Annexes
Le document est complété par les tables des profilés utilisés dans la construction

métallique, une liste des notations utilisées, une bibliographie et un index des propriétés
principales.
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CHAPITRE  1

TRACTION  SIMPLE

1.1  EFFORTS  ET  CONTRAINTES

La résistance des matériaux poursuit essentiellement deux buts :
1. Connaissant les caractéristiques mécaniques des matériaux et les efforts extérieurs en pré-

sence dans une pièce, elle sert à trouver ou à justifier les dimensions transversales des
pièces de telle sorte que les contraintes et les déformations restent admissibles.

2. Toutes les dimensions de la pièce étant connues et les efforts extérieurs déterminés, elle
permet la recherche des contraintes et des déformations subies par la pièce en étude.

La résistance des matériaux élémentaire permet de calculer, à partir d’un certain nombre
d’hypothèses souvent fortement simplificatrices, les dimensions des pièces de machines afin
qu'elles supportent sans dommage les efforts auxquels elles sont sollicitées.

1.1.1  HYPOTHÈSES  INITIALES

La résistances des matériaux utilise les hypothèses simplificatrices suivantes :
1. La matière est homogène c’est-à-dire de même constitution physique et de même structure

dans tout le volume de la pièce.
2. La matière est isotrope c’est-à-dire ses propriétés mécaniques sont les mêmes en tout point

du corps et en tout sens. Il s’agit là d’une des premières approximations mise en défaut par
les matières fortement anisotropes comme la fonte grise ou par les profilés laminés.

3. La matière est parfaitement élastique c’est-à-dire qu’après élimination des efforts exté-
rieurs, la pièce reprend immédiatement ses dimensions primitives.

4. Les sections transversales dans la pièce, initialement planes et perpendiculaires aux
« fibres » longitudinales avant déformation, demeurent planes après déformation. Cette
hypothèse a été énoncée par Bernoulli et Navier.

5. Dans le domaine dit élastique, la matière obéit à la loi de proportionnalité : les contraintes
sont proportionnelles aux déformations. Les contraintes et les déformations sont liées par la
loi de Hooke. Cette loi linéaire permet d’appliquer le principe de superposition des forces
et des déformations à la résistance des matériaux.

1.1.2  RÉDUCTION  D’UN  SYSTÈME  DE  FORCES  EXTÉRIEURES

La résistance des matériaux élémentaire étudie la répartition des efforts intérieurs dans les
corps de forme très simple, essentiellement les barres et poutres rectilignes, coudées ou
curvilignes. Ces pièces présentent généralement une ligne moyenne, lieu des centres gravité
des différentes sections. Cette ligne moyenne définit la dimension longitudinale. Les
épaisseurs sont alors les dimensions transversales. Les points disposés identiquement sur des
sections planes, normales à la dimension principale, jouissent de propriétés semblables. On
suppose que ces points appartiennent à des « fibres » parallèles à l’axe longitudinal de la
pièce. La ligne moyenne est dénommée « ligne moyenne » ou « fibre moyenne », figure 1.1.
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Figure 1.1   Ligne moyenne dans une pièce à section variable

Soit une barre prismatique en équilibre statique soumise à l’action d’un ensemble d’efforts
extérieurs. Coupons en pensée cette pièce par une section perpendiculaire à la fibre moyenne.
Isolons par exemple le tronçon droit soumis :
1. A l’action des efforts extérieurs, forces ou couples de forces, appliqués initialement à cette

partir isolée.
2. A l’action des efforts intérieurs, dus à la cohésion de la matière constituant la pièce. Ces

efforts représentent l'action du tronçon gauche supprimé sur la section d’aire A.
La réduction des efforts extérieurs, exercés sur le tronçon de gauche, au centre de gravité C de
la section normale, donne dans le cas général, figure 1.2 :

1. Une résultante générale : R = Σ Fi gauche,
décomposable en :
- un effort normal FN suivant la normale à la section ;
- un effort tranchant FT placé dans le plan de la section droite.

2. Un couple principal de moment : M(C) = Σ ai ∧ Fi gauche,
décomposable en :
- un moment de torsion Mt suivant la normale à la section,
- un moment fléchissant Mf situé dans le plan de la section droite.

Figure 1.2   Réduction des efforts extérieurs au centre de gravité C de la section d’aire A

Cette réduction des efforts extérieurs au centre de gravité C de la section fait apparaître les
définitions suivantes :
1. Effort normal : somme algébrique des projections sur la normale à la section plane de

toutes les forces extérieures situées d’un même côté de cette section.
2. Effort tranchant : somme vectorielle des projections sur le plan de la section droite de

toutes les forces extérieures situées d’un même côté de cette section.
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3. Moment fléchissant : somme vectorielle des projections sur le plan de la section droite des
moments de forces et des couples de forces extérieurs situés d’un même côté de cette
section, la réduction s’effectuant au centre de gravité C.

4. Moment de torsion : somme algébrique des moments par rapport à la normale à la section
droite passant par le centre de gravité C, de toutes les forces et couples extérieurs situés
d’un même côté de cette section.

L’effort tranchant et le moment fléchissant sont à leur tour décomposés en composantes
rectangulaires suivant les axes principaux de gravité de la section plane. L’étude générale de
la réduction des efforts extérieurs permet de mettre en évidence six composantes
rectangulaires. Souvent, les problèmes à résoudre sont plus simples et les cas suivants pour les
pièces rectiligne peuvent intervenir :
1. Les forces extérieures sont toutes situées dans un plan de symétrie de la pièce : seuls les

efforts normaux et tranchants, les moments fléchissants peuvent exister.
2. Les forces extérieures sont situées dans un plan de symétrie de la pièce et sont toutes

perpendiculaires à l’axe rectiligne de la poutre : seuls les efforts tranchants et les moments
fléchissants peuvent exister.

1.1.3  CONTRAINTES  NORMALES  ET  TANGENTIELLES

La résistance des matériaux utilise fréquemment des coupes imaginaires planes dans les
pièces en étude. Les forces appliquées dans la coupe proviennent de l’action du tronçon
supprimé sur la partie restante. Ces forces, exprimant la continuité et la cohésion de la
matière, sont réparties sur toute l’étendue de la section. L’effet résultant correspond aux
efforts extérieurs et satisfait aux conditions d’équilibre statique du tronçon isolé.

Figure 1.3   Forces élémentaires sur une surface élémentaire dA

Découpons une surface élémentaire dA repérée par rapport à un systèmes de coordonnées
trirectangle C x y z. La force élémentaire dF, décomposable en deux composantes rectan-
gulaires, est appliquée sur cette surface élémentaire dA. Les composantes sont :
1. une composante normale à la coupe dFn ;
2. une composante tangentielle dFt située dans le plan de la coupe.
Ces deux composantes rectangulaires sont reliées à la force élémentaire totale par la somme
vectorielle :

dF = dFn + dFt.
La contrainte normale, désignées par la lettre grecque sigma, est définie par le quotient de la
composante normale par l’aire de la surface élémentaire :
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σ =
d
d

nF
A

.

La contrainte tangentielle, désignée par la lettre grecque tau, est définie par le quotient de la
composante tangentielle par l’aire de la surface élémentaire :

τ = d
d

tF
A

.

1.2  CONTRAINTE  DE  TRACTION

Soit une pièce prismatique à fibre moyenne rectiligne et section constante. La pièce reste
en équilibre statique sous l’action de deux forces extérieures égales et directement opposées :

F1 = - F2  ou  F1 + F2 = 0.
Ces deux forces sont appliquées aux centres de gravité des sections terminales de la barre.

1.2.1  ÉQUILIBRE  ET  FORCES  INTÉRIEURES

Coupons la pièce en un endroit quelconque, perpendiculairement à la fibre moyenne, et
isolons soit le tronçon gauche, soit le tronçon droit. En supposant la partie droite supprimée
en pensée, il faut appliquer dans la coupe imaginaire un effort normal FN de façon à maintenir
l’équilibre du tronçon gauche. L’équilibre de translation de cette partie s’écrit :

Σ X = 0 : FN – F1 = 0 ou FN = F1.
La force FN est appliquée au centre de gravité C de la section droite, figure 1.4. L’équilibre du
tronçon de droite s’exprime par :

Σ X = 0 : F2 – FN = 0 ou FN = F2.

Figure 1.4   Pièce rectiligne sollicitée en traction simple

La pièce est en traction simple ou en extension simple. Les efforts dans la section droite,
placés au centre de la surface, sont les suivants :

- Effort normal : FN ≠ 0.
- Effort tranchant : FT = 0.
- Moment fléchissant : Mf = 0.
- Moment de torsion : Mt = 0.

1.2.2  CONTRAINTE  NORMALE

L’effort normal FN étant placé au centre de gravité C de la section droite, nous pouvons
admettre que cette force est la résultante de forces élémentaires dFN, parallèles à FN, et
proportionnelles à l’étendue de la surface. L’effort normal est donc réparti uniformément sur
toute l’aire de la surface.
La contrainte de traction se trouve par :
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σ = =
d
d

N NF
A

F
A

. (1.1)

Divisons l’aire de la surface plane en surfaces élémentaires d’aire dA = dy . dz. Chaque surface
élémentaire est soumise à l’action d’une force normale élémentaire dFN. Comme la répartition
de la force normale totale est supposée uniforme sur toute l’étendue de la section, le quotient
de la force par l’aire correspondante est constant pour toute aire élémentaire. Ce quotient vaut
ainsi  FN/A, figure 1.5.

Figure 1.5   Répartition des forces normales élémentaires et valeur de la contrainte

Remarques :
1. Chaque fois que la force normale FN est la résultante unique au centre de gravité de toutes

les forces extérieures appliquées sur le tronçon éliminé en pensée de la poutre rectiligne,
nous pouvons admettre une répartition uniforme de la contrainte normale sur toute
l’étendue de la section.

2. La forme géométrique de la section, plane ou creuse, ne joue aucun rôle sur la répartition
de la contrainte normale dans la section.

3. Si la pièce est à section progressivement variable, nous pouvons encore admettre que la
relation fondamentale reste valable.

4. Si la section transversale varie brusquement, la contrainte normale réelle peut devenir
plusieurs fois celle calculée par la relation fondamentale en traction simple. Il y a
concentration d’efforts et une répartition non uniforme de la contrainte dans la section
droite. Cette remarque est aussi valable aux extrémités de la pièce là où les forces de
traction extérieures sont appliquées.

1.2.3  DÉFORMATIONS

Sous l’effet des forces extérieures F1 et F2, la barre, de longueur initiale l0 et de section
droite d’aire A, subit des déformations : un allongement dans le sens axial, une contraction
dans le sens transversal.

1.2.3.1  DÉFORMATION  AXIALE

En traction simple, la déformation axiale est la principale déformation de la pièce.
L’allongement de la barre ∆l est la différence entre la longueur actuelle de la barre l, sous
l’action de l’effort normal FN, et la longueur initiale l0 :

∆l = l – l0.
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Pour caractériser le comportement de la matière et pour comparer les résultats d’essai, on
préfère toutefois indiquer l’allongement relatif ou l’allongement spécifique ε par le rapport
suivant :

ε = −
=

l l
l

l
l

0

0 0

∆ . (1.2)

L’allongement spécifique ε est la fraction de longueur déformée de la barre. Il s’exprime en
pour-cent ou en pour-mille.

1.2.3.2  LOI  DE  HOOKE  ET  MODULE  D’ÉLASTICITÉ

En chargeant progressivement une barre de dimensions déterminées par deux forces
axiales directement opposées, nous pouvons constater que la déformation axiale dépend de la
nature de la matière utilisée, de la longueur initiale l0, de l’aire de la section transversale A et
de l’effort normal FN. Ces grandeurs sont reliées entre elles par la loi de Hooke. L’allon-
gement se trouve par l’expression :

∆l F l
A E

F l
A

l
E

= ⋅
⋅

= ⋅
⋅

=
⋅α σN N0 0 01 . (1.3)

Avec : α  coefficient d’élasticité en traction. Ce coefficient est très peu utilisé en pratique.
E module d’élasticité en traction, nommé parfois module de Young.

Les valeurs du coefficient d’élasticité ou du module d’élasticité sont des grandeurs relevées
expérimentalement, lors de l’essai de traction. Par exemple, les aciers ordinaires au carbone
utilisés dans la construction de machines présentent des modules d’élasticité compris entre 20
et 22.104 N/mm2, soit en moyenne 21.104 N/mm2.
En combinant les relations de la déformation et de définition de la contrainte normale de
traction, nous pouvons écrire successivement :

ε σ= =
∆l
l E0

1 ,

ou encore : σ = ε . E. (1.4)
La contrainte de traction est proportionnelle à l’allongement spécifique et au module
d’élasticité. Cette relation fait ressortir le fait que dès qu’il y a contrainte, il y a allongement
proportionnel et vice versa. La loi de proportionnalité, énoncée par Hooke, est le point de base
de toute la théorie élastique de la résistance des matériaux. Dans les calculs pratiques de
pièces métalliques, nous pouvons généralement confondre les longueurs de référence l0 et
actuelle l, car les déformations axiales restent toujours très faibles vis à vis des dimensions
primitives des pièces.

1.2.3.3  DÉFORMATIONS  TRANSVERSALES

La déformation transversale peut se définir simplement sur une barre à section circulaire
de diamètre initial d0. Sous l’action de l’effort normal FN, le diamètre de la pièce diminue à la
valeur d. Définissons :
1. La contraction transversale par la variation de diamètre : ∆d = d - d0.
2. La contraction transversale spécifique ou relative par :

ε t =
−

=
d d

d
d

d
0

0 0

∆ .
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La contraction transversale ε t s’exprime généralement en pour-cent ou en pour-mille. Elle est
négative. Le coefficient de contraction est égal au rapport de la contraction transversale à la
déformation longitudinale, changée de signe :

ν ε
ε

= = −
1
m

t .

L’inverse du coefficient de contraction est le coefficient de Poisson m. Il y a souvent
confusion dans l’appellation de ces deux coefficients. Par exemple, les aciers au carbone de
construction présentent un coefficient de Poisson m = 10/3 ou un coefficient de contraction ν
= 0,3.
La déformation transversale de la pièce est habituellement négligée quant à sa grandeur dans
les applications courantes. Par contre, elle ne peut pas être oubliée lorsqu’il s’agit de trouver
la répartition des contraintes à partir d’une mesure extensométrique. Si la pièce n’est pas
circulaire, les relations proposées restent encore valables. Pour une pièce à section
rectangulaire de dimensions transversales b et h, nous pouvons définir la contraction
transversale spécifique par :

ε t =
−

=
−b b

b
h h

h
0

0

0

0

.

Le coefficient de contraction se définit comme précédemment pour la section circulaire.

1.2.3.4  ÉNERGIE  ÉLASTIQUE  ACCUMULÉE  DANS  LA  BARRE

Le travail élémentaire d’une force F est égal au produit scalaire de cette force par le
déplacement élémentaire ds du point d’application de cette force. En traction simple, force et
déplacement sont alignés. Le travail élémentaire est alors donné par le produit algébrique des
deux grandeurs. Le travail total est égal à la somme des travaux élémentaires. Dans le
domaine d’application de la loi de Hooke, c’est-à-dire dans le domaine dit élastique, la force
axiale est proportionnelle à la déformation, le facteur de proportionnalité étant la raideur de la
barre définie par l’expression :

k F
l

F
l

A E
l

= = =
d
d

N N

∆ ∆
.

Le travail élémentaire se calcule alors par dW = F.d∆l = k ∆l d∆l. Le travail total pour
déformer la barre de ∆l produit par la force axiale variant de zéro à la valeur maximale FN se
trouve par :

W k l l k l F lF

0 0

2

2 2, .N
N NdN

= = ⋅ =z ∆ ∆
∆ ∆

Si le travail produit par la force extérieure est entièrement accumulée dans la pièce
parfaitement élastique, sans pertes, ce travail est à l’état latent sous forme d’énergie élastique.
Représentons par Wu cette énergie interne. Nous pouvons donc écrire :

W W F l
FN u

N= =
∆

2
.

Calculons l’énergie interne par unité de volume wu en divisant cette dernière expression par le
volume de la barre  V = A . l  et en remplaçant FN par σ . A et ∆l par σ l/E :

w W
V

A l
A l E Eu

u= = =
σ σ σ
2 2

2

.

Cette dernière expression est la relation générale de l’énergie élastique interne d’une pièce
soumise à une contrainte normale de traction.
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1.2.3.5  VARIATION  RELATIVE  DE  VOLUME

Sous l’effet de la force de traction, la barre s’allonge dans le sens axial et se contracte
dans le sens transversal. Proposons-nous de trouver la variation relative de volume de la barre
après déformation. Soit une barre de longueur initiale l0, section rectangulaire de largeur b0 et
de hauteur h0. Le volume initial de cette pièce simple se trouve par : V0 = b0 h0 l0. Après
application de la force normale FN, les déformations sont :

∆l = l – l0 = ε l0,
∆b = b – b0 = ε t b0.
∆h = h – h0 = ε t h0.

En introduisant ε t = - ν ε, le volume de la barre après déformation se trouve par les produits :
V = b h l = b0 (1 - ν ε) . h0 (1 - ν ε) . l0 (1 + ε) = b0 h0 l0 (1 + ε) (1 – ν ε2).

La variation de volume vaut ∆V = V – V0 = V0 [(1 + ε) (1 - ν ε )2 – 1]. Développons cette
expression  et déterminons la variation relative de volume :

∆V
V0

2 2 2 2 31 2 2 1= − + + − + −ν ε ν ε ε ν ε ν ε .

En négligeant les termes au carré et au cube, la variation relative de volume vaut :
∆V
V0

1 2= − ⋅ν εb g .

L’expérience montre que le double produit du coefficient de contraction est inférieur à 1. La
valeur entre parenthèses reste toujours positive. Une barre en traction simple subit donc
toujours une augmentation de volume sous l’effet de l’effort normal positif.

1.3  ESSAI  DE  TRACTION

La résistances des matériaux est une science essentiellement pratique. Elle utilise
constamment les caractéristiques mécaniques des matières afin de pouvoir décider si la
sécurité d’une construction est suffisante ou non. Parmi tous les essais, l’essai de traction
simple sur éprouvette normalisée permet d’obtenir les valeurs fondamentales de résistance.

1.3.1  MACHINE  DE  TRACTION

Les résultats obtenus dépendent non seulement de l’éprouvette, mais également de
l’équipement et du mode opératoire. La machine d’essai oléohydraulique verticale est
constituée le plus souvent par les composants suivants.
1. Un bâti comprenant un socle sur lequel est fixé un cadre composé de deux ou quatre

colonnes et d’une traverse supérieure supportant un vérin hydraulique à frottement des plus
réduits.

2. Un cadre mobile, guidé sans frottement à l’intérieur du cadre fixe, déplacé par l’action du
piston du vérin hydraulique. Cette disposition particulière des deux cadres permet d’opérer
dans diverses conditions et d’effectuer des essais de traction, de compression, de
cisaillement, de flexion et de dureté superficielle.

3. Un groupe générateur de pression comportant une pompe volumétrique produisant une
pression comprise habituellement entre 200 et 500 bars, un régulateur de débit, un limiteur
de pression maximale et un robinet de décharge.
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4. Un dispositif de mesure de la force produite par le vérin. Cet équipement est généralement
composé d’une conduite de mesure, séparée de la conduite d’alimentation afin de tenir
compte de la perte de charge due à l’écoulement du fluide, d’un mécanisme manométrique.

5. Un dispositif de mesure de la déformation axiale de l’éprouvette de traction constitué par
un mécanisme appelé extensomètre. La déformation est généralement transmise au pupitre
de mesure, soit amplifiée mécaniquement, soit le plus souvent sous forme d’un signal
électrique.

Figure 1.6  Représentation schématique d’une machine d’essai oléohydraulique
Composants : machine à deux cadres, générateur de pression et poste de mesure (Amsler).

Dans la machine d’essai oléohydraulique, le régulateur de débit assure une alimentation à
débit constant quelle que soit la pression à l’intérieur du cylindre. La grandeur d’entrée de
cette machine d’essai est donc le déplacement du cadre mobile par rapport au cadre fixe et
non la valeur de la force produite.
Le relevé graphique de la force axiale dans l’éprouvette en fonction de la déformation
mesurée sur une distance déterminée porte le nom de diagramme de traction. Pour pouvoir
comparer les diverses matières et des éprouvettes de formes différentes, ce diagramme est
modifié en portant en abscisses l’allongement spécifique ε et en ordonnées la contrainte
normale σ.

1.3.2  CARACTÉRISTIQUES  MÉCANIQUES  RELEVÉES

L’essai de traction a pour but de déterminer les grandeurs mécaniques définies ci-après. A
cet effet, l’éprouvette est soumise à l’action d’une traction croissante, uniaxiale et si possible
homogène, sur toute la longueur de mesure. Généralement, l’essai est poursuivi jusqu’à la
rupture de l’éprouvette, la température d’essai étant la température ambiante.
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1.3.2.1  ÉPROUVETTE  DE  TRACTION

La longueur entre repères est la longueur de la partie cylindrique ou prismatique de
l’éprouvette, fixée par deux repères servant à la mesure de la déformation pendant l’essai. La
longueur initiale entre repères l0 est la distance entre les repères avant toute mise en charge.
Généralement, cette longueur dépend de l’aire de la section de mesure. Elle vaut l0 = 5.65 .

(A0)0,5 pour l’éprouvette prismatique, l0 = 5 d0 pour l’éprouvette cylindrique.

Figure 1.7   Eprouvettes cylindriques et prismatiques de traction

L’éprouvette est amarrée dans les têtes d’amarrage de la machine d’essai soit par des bagues
pour l’éprouvette cylindrique, soit par des coins rainurés pour l’éprouvette prismatique.

1.3.2.2 DOMAINE  DES  DÉFORMATIONS  ÉLASTIQUES

Pour les matières métalliques comme les aciers de construction au carbone, la déformation
de l’éprouvette est tout d’abord proportionnelle à la charge appliquée. Toutes les sections
transversales, entre les points de mesure, subissent le même effort normal FN. La contrainte
est, à chaque instant de l’essai, le quotient de la charge par l’aire de la section initiale A0 de la
partie calibrée, figure 1.11.

σ =
F
A0

.

Dans le domaine de proportionnalité, si l’on réduit la charge axiale, l’éprouvette retrouve ses
dimensions primitives. La déformation est dite élastique. En vérité, la plupart des matériaux
laissent subsister une légère déformation résiduelle, dite sub-permanente, qui disparaît après
quelques minutes ou même après quelques heures.

Figure 1.8   Diagramme de traction avec limites conventionnelle d’élasticité
et apparente d’élasticité

La norme définit conventionnellement les limites d’élasticité de l’éprouvette par des
allongements de grandeurs déterminées, figure 1.8 :
1. La limite conventionnelle d’élasticité à 0,2%, symbole Rp0,2, est la contrainte correspondant

à un allongement permanent de 0,2 %. Cette contrainte est déterminée par le dessin sur le
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diagramme de traction. Elle est utilisée à la place de la contrainte à la limite apparente
d’élasticité si cette dernière ne peut pas être relevée sur le diagramme.

2. La limite conventionnelle d’élasticité, symbole Rr, est la contrainte correspondant à un
allongement permanent qui s’établit après décharge. Rr0,2 est le symbole de la limite
conventionnelle d’élasticité à 0,2 % d’allongement.

3. La limite élastique correspond théoriquement à la contrainte à laquelle apparaît le premier
allongement permanent. La détermination univoque de cette limite échappant à la
technique de mesure, on définit comme limite élastique, la limite conventionnelle
d’élasticité Rp correspondant à un allongement de 0,005 % pour les aciers et les métaux non
ferreux, de 0,02 % pour les métaux légers, symboles Rp0,005 et Rp0,02.

1.3.2.3  DOMAINE  DES  GRANDS  GLISSEMENTS

La contrainte de traction augmente encore dans l’éprouvette pour atteindre finalement, si
ce point est repérable, la limite apparente d’élasticité. La contrainte à la limite apparente
d’élasticité, symbole Re, est la contrainte à laquelle le diagramme de traction présente une
discontinuité accompagnée d’un allongement permanent sensible. Lorsqu’il se produit une
chute sensible de la charge, on distingue :
1. ReH la contrainte à la limite supérieure d’élasticité qui correspond au premier coude du

diagramme de traction.
2. ReL la contrainte à la limite inférieure d’élasticité qui correspond à la contrainte qui s’établit

ensuite sous un allongement permanent sensible.
Par la suite, le métal s’écrouit fortement. Sa structure se modifie de façon à mieux résister à
l’effort axial, ce qui se traduit par l’apparition de stries et par l’écaillage des surfaces brutes de
laminage. Ce phénomène s’accompagne d’allongements brusques se traduisant par une baisse
de la charge axiale sur l’éprouvette suivie d’une nouvelle augmentation de la charge.

1.3.2.4  DOMAINE  DES  GRANDS  ALLONGEMENTS  PERMANENTS

La charge axiale croît à nouveau de manière sensible comme si l’éprouvette s’était
consolidée. La contraction transversale s’accentue et bientôt une diminution localisée de
section se produit dans la partie la plus faible de l’éprouvette. La charge maximale Fm est la
plus grande charge supportée par l’éprouvette. La résistance à la traction Rm est le quotient de
la charge maximale par l’aire de la section initiale :

R F
Am

m=
0

.

Au moment de la rupture de l’éprouvette, la contrainte normale dans la section la plus faible
est plus élevée que cette contrainte Rm. L’allongement après rupture est le rapport entre
l’accroissement permanent de longueur lu –l0 à la longueur initiale entre repère l0, exprimé en
pour-cent.. Le symbole de l’allongement après rupture, rapporté à la longueur entre repères 5
d, est malencontreusement A5.
La longueur entre repères après rupture de l’éprouvette lu est la distance entre les repères,
mesurée en joignant convenablement les deux tronçons de façon que leurs axes longitudinaux
soient sur une même droite.
Pendant l’essai de traction, l’accroissement uniforme de la contrainte ne doit pas dépasser 10
N/mm2 par seconde dans le domaine des déformations élastiques. Dans les divers domaines
des déformations permanentes, des vitesses plus élevées sont autorisées pour le déplacement
du piston du vérin.
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1.3.2.5  DIAGRAMME  DE  TRACTION  IDÉALISÉ

Le diagramme de traction diffère en intensité et en allure suivant la matière testée. Par
exemple, les aciers doux au carbone possèdent une résistance à la traction modeste, mais un
grand allongement de rupture, tandis que les aciers à haute résistance possèdent un
allongement de rupture très réduit. Le calcul des pièces de machines s’effectue le plus souvent
seulement dans le domaine élastique des déformations. Certains éléments de machines
peuvent travailler partiellement dans le domaine des déformations permanentes.

Figure 1.9   Diagramme idéalisé de traction avec deux domaines distincts

Pour contrôler des pièces travaillant dans les deux domaines de déformation et faciliter la
mise en équation, le diagramme de traction est idéalisé au moyen de deux domaines à
caractéristiques sigma = fonction(allongement) rectilignes :
1. Domaine parfaitement élastique : Dans ce domaine, la contrainte normale dans la pièce est

proportionnelle à la déformation spécifique, le facteur de proportionnalité étant le module
d’élasticité.

2. Domaine parfaitement plastique : Dans ce domaine, la contrainte normale reste constante et
indépendante de la déformation subséquente. Cette contrainte correspond à la contrainte à
la limite inférieure d’élasticité ReL pour les aciers doux. Pour les aciers ne présentant pas
cette limite, la contrainte de plasticité correspond à la limite conventionnelle d’élasticité
Rp0,2 par convention.

1.3.3  CARACTÉRISTIQUES  MÉCANIQUES  DES  MATIÈRES

Les caractéristiques mécaniques moyennes des matières utilisées dans la construction de
machines sont données dans le tableau 1.1 à la page suivante. Les modules d’élasticité et de
glissement sont connus en général avec une précision de ± 5 à ± 10 %. Dans les calculs, nous
pouvons introduire les valeurs du tableau à défaut de renseignements plus précis.
Le module d’élasticité de la fonte grise varie avec la nuance et l’épaisseur de la paroi de
moulage. Le diagramme de Collaud indique la valeur du module d’élasticité initial en
fonction de ces deux grandeurs. La fonte grise présente une caractéristique non linéaire entre
la contrainte normale et la déformation axiale, le module d’élasticité diminuant lorsque la
contrainte augmente. Habituellement, nous admettrons dans les applications simples un
module d’élasticité constant pour cette matière et nous corrigerons éventuellement les
résultats par la suite au moyen de coefficients appropriés.
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Tableau 1.1
Modules d’élasticité et de glissement, coefficient de Poisson

Modules
  Matières d’élasticité

E en N/mm2
de glissement
G en N/mm2

Coefficient de
Poisson

m

  Aciers profilés
  Aciers moulés
  Fonte malléable
  Fonte grise

210 000
210 000
170 000

9 à 12 . 104

81 000
83 000
68 000

36 à 48 . 103

10/3
3,3 à 4

4
4

  Cuivre
  Bronze
  Laiton

130 000
115 000
98 000

50 000
44 000
38 000

10/3
10/3
10/3

  Duralumin
  Silafont
  Electron

72 000
76 000
45 000

28 000
29 000
17 000

10/3
10/3
10/3

  Bois de conifères
   ||  aux fibres
   ⊥ aux fibres

10 000
300

5 000

  Bois de feuillus
  ||  aux fibres
  ⊥ aux fibres

12 500
600

  Verre de Jena 74 000 30 000 4
  Marbre
  Béton
  Briques

42 000
30 000
3 000

13 000 6,5

1.3.4  CARACTÉRISTIQUES  MÉCANIQUES  DES  ACIERS

Le diagramme de traction des aciers varie suivant la nuance et l’état de fabrication. Les
aciers au carbone, non alliés, possèdent une résistance à la traction qui augmente avec la
teneur en carbone. En général, pour tous les aciers, le rapport entre la limite conventionnelle
d’élasticité et la contrainte de rupture est constant dans un même groupe d’aciers.
La normalisation des aciers, tant suisse VSM ou allemande DIN, fixe la résistance à la
traction et la limite apparente d’élasticité en fonction de l’épaisseur des pièces laminées. Les
valeurs minimales doivent être atteintes tandis que les valeurs maximales ne devraient pas
être dépassées afin de ne pas compliquer les conditions d’usinage par exemple par enlèvement
de matière.
La figure 1.10 montre les caractéristiques mécaniques des aciers au carbone non alliés et des
aciers d’amélioration, désignations VSM ou DIN :

Rm  résistance à la traction,
Re  limite apparente d’élasticité,
A5  allongement après rupture pour éprouvette cylindrique avec l0 = 5 d,
σa  contrainte alternée supportée par une éprouvette cylindrique lisse, diamètre environ 10

mm, en charge dynamique sinusoïdale.
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Figure 1.10   Caractéristiques mécaniques des aciers au carbone et d’amélioration

La résistance à la traction des aciers dépend également de la température d’essai. A
température élevée, soit à partir de 350 à 400°C, les aciers commencent à fluer sous l’effet de
la charge axiale. Par exemple, un acier au carbone à 0,24% de carbone, possède à 300°C une
résistance moyenne de 550 N/mm2. A 500°C, la résistance du même acier tombe à 320
N/mm2. Le module d’élasticité des aciers varie aussi avec la température, par exemple avec E
= 21.104 N/mm2 à 20°C voit son module d’élasticité passer à 18,5.104 N/mm2 à 400°C.

Figure 1.11   Diagramme de traction d’un acier à faible pourcentage de carbone
Domaines : 1. Déformations élastiques ; 2. Grands glissements ; 3. Grands allongements permanents
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CHAPITRE  2

COMPRESSION  SIMPLE

Dans le cas de la compression simple, le barreau servant d’éprouvette doit être trapu afin
d’éviter le fléchissement latéral dénommé flambement. Pratiquement, il y a des risques de
flambement dès que la longueur de la barre dépasse six fois la plus petite dimension
transversale. Les déformations en flambement devenant très rapidement importantes, les
contraintes qui en résultant dépassent les valeurs admissibles et la stabilité de la pièce n’est
plus assurée.

2.1  CONTRAINTES  ET  DÉFORMATIONS

2.1.1  CONTRAINTES

Soit un barreau prismatique de section constante, soumis à l’action de deux forces F1, F2,
directement opposées et le raccourcissant. Sectionnons la pièce par une coupe imaginaire
normale à l’axe de la pièce. L’effort normal FN et les contraintes seront dirigées vers
l’intérieur du tronçon isolé.

Figure 2.1   Barreau soumis à la compression simple et tronçons isolés

En construction de machines, pour différencier les sollicitations en compression de celles en
traction, nous introduisons les conventions suivantes :
1. Les contraintes et les forces dirigées vers l’extérieur du solide sont comptées positivement.
2. Les déformations correspondantes seront aussi comptées positivement.
3. Les efforts et contraintes sont négatifs en compression.
L’équilibre statique du tronçon gauche, sous l’action de la force extérieure F1 et de l’effort
intérieur FN s’écrit :

Σ X = 0 : F1 – FN = 0 ou FN = F1.
L’effort normale FN est dans ce cas négatif, son intensité étant égale à celle de la force
extérieure F1. Cet effort est appliqué au centre de gravité C de la section droite imaginaire,
figure 2.1. Les efforts dans la section droite se réduisent au cas simple :

- Effort normal : FN ≠ 0 (négatif).
- Effort tranchant : FT = 0.
- Moment fléchissant : Mf = 0.
- Moment de torsion : Mt = 0.

Comme l’effort FN est situé au centre de gravité de la section imaginaire, nous pouvons
admettre une répartition uniforme de la contrainte normale négative dans cette section droite.
La contrainte de compression se calcule par l’expression :
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σ = = =
−d

d
N NF

A
F
A

F
A

1 . (2.1)

La contrainte de compression est négative, conformément à la convention de signe. Pour une
pièce courte, cette hypothèse de répartition uniforme de la contrainte n’est que rarement
confirmée par l’expérience.

2.1.2  DÉFORMATIONS  EN  COMPRESSION

Sous l’action des forces axiales, le barreau de longueur initiale l0, d’aire initiale A0, subit
les déformations suivantes :
1. Un raccourcissement axial.
2. Un épaississement transversal.

2.1.2.1  DÉFORMATION  AXIALE

L’allongement spécifique ou raccourcissement spécifique est donné par le rapport :

ε =
−

=
l l

l
l

l
0

0 0

∆ .  (2.2)

Cette grandeur est négative. Pour la plupart des matières métalliques, le module d’élasticité E
a même valeur numérique qu’en traction de telle sorte que :

σ = ε . E, (2.3)
comme pour la traction simple.

2.1.2.2  DÉFORMATION  TRANSVERSALE

La déformation spécifique transversale d’un barreau cylindrique de diamètre d0 ou d’une
pièce à section rectangulaire, dimensions b0 et h0, sera donnée par :

ε t =
−

=
d d

d
d

d
0

0 0

∆ , ou ε t =
−

=
−

= =
b b

b
h h

h
b

b
h

h
0

0

0

0 0 0

∆ ∆ .

La déformation spécifique transversale est positive. Le coefficient de Poisson, le coefficient
d’épaississement ν et les déformations spécifiques sont reliées par les expressions :

ν
ε
ε

= = −
1
m

t . (2.4)

2.1.3  ESSAI  DE  COMPRESSION

L’essai de compression simple sur barreau métallique est rarement effectué en pratique,
sauf pour les matières présentant des caractéristiques mécaniques très différentes en traction
et en compression. Comme les risques de rupture dans les pièces proviennent essentiellement
des contraintes normales positives, pour vérifier les propriétés mécanique d’une matière, les
matériaux métalliques sont presque toujours soumis seulement à l’essai de traction décrit
précédemment.
Par contre, les matériaux utilisés dans la construction d’ouvrages de génie civil comme le
ciment, le béton, la brique, le bois, etc., sont soumis à l’essai de compression jusqu’à rupture
par écrasement ou glissement.
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Figure 2.2   Essai et diagramme de compression d’une pièce métallique courte

Sous l’effet de l’effort normal FN, la pièce se raccourcit tout d’abord proportionnellement à la
contrainte normale. Dans les matières métalliques, comme l’acier, il est possible de définir
également une limite conventionnelle d’élasticité à 0,2% ou une contrainte à la limite
apparente d’élasticité.
Pour les aciers tenaces, la contrainte normale augmente progressivement dans l’éprouvette,
accompagnée d’un épaississement marqué du barreau. Il n’y a généralement pas de rupture
brusque, mais écrasement de la pièce. Pour les aciers fragiles par contre, une fissuration
oblique peut apparaître et provoquer la destruction de la pièce par glissement.

2.2  CONTRÔLE  DES  PIÈCES

La solution d’un problème de résistances des matériaux fait intervenir d’une part la
recherche de l’équilibre statique ou hyperstatique des pièces sollicitées, d’autre part le calcul
des contraintes et des déformations. Ces dernières grandeurs sont comparées aux valeurs
admissibles trouvées expérimentalement.

2.2.1  MÉTHODE  DE  RÉSOLUTION

Pour résoudre un problème d’une manière systématique, nous recommandons de suivre
l’organigramme proposé sur la figure 2.3. Les opérations à effectuer se résument aux points
suivants :
1. Grandeurs initiales : Pièce isolé de ses liaisons : charges extérieures sur la pièce,

conditions d’équilibre statique et / ou dynamique, équilibre éventuellement hyperstatique.
Forme de la pièce et dimensions longitudinales et transversales connues.

2. Si le problème est statiquement déterminé, recherche des efforts le long de la ligne
moyenne, soit a) effort normal, b) effort tranchant ; c) moment fléchissant ; d) moment de
torsion. Dessin des diagrammes des efforts.

3. A partir de la forme de la pièce et des diagrammes des efforts, en particulier les moments
fléchissant et de torsion, recherche des sections à contrôler. Pour chaque section,
rechercher les caractéristiques géométriques des sections et les efforts dans chacune de ces
sections.

4. Contrôles des contraintes nominales dans chacune des sections. Si la pièce présente une ou
plusieurs entailles, recherche des coefficients de forme et coefficients d’effet d’entaille.
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Figure 2.3  Organisation générale d’un problème de résistances des matériaux
Recherche de la solution

5. Correction des contraintes nominales dans les raccordements de tronçons présentant une
entaille. Introduction des caractéristique mécaniques du matériau et recherche des
coefficients de sécurité.

6. Calcul des déformations, cette opération devant intervenir sous forme générale pour les
problèmes hyperstatiques. Recherche de la stabilité des pièces comprimées. Recherche des
coefficients de sécurité.

7. Contrôle final de toutes les opérations effectuées et mise au net des résultats.

2.2.1.1  DIAGRAMMES  DES  EFFORTS  NORMAUX

La recherche des contraintes et des déformations est fortement facilitée par le tracé du
diagramme des efforts normaux dans la pièce en étude. La pièce étant en équilibre statique, ce
diagramme représente la valeur de l’effort normal FN en fonction de l’abscisse de la ligne
moyenne. Le choix de l’échelle de la représentation suit les règles habituelles.
La pièce peut être sollicitée par des forces concentrées ou des forces réparties, cette dernière
possibilité correspondant mieux aux conditions réelles de charge. Le diagramme des efforts
normaux se construit à partir d’une des extrémités de la pièce en portant les efforts normaux
positif en dessus de la ligne de référence, les négatifs en dessous de cette ligne. Toutes les
forces extérieures de même sens sont portées dans le même sens sur le diagramme.
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Figure 2.4   Diagramme des efforts normaux
Valeur de la contrainte normale de traction ou de compression

2.2.1.2  DIAGRAMME  DES  CONTRAINTES  NORMALES

Le diagramme des efforts normaux peut être complété par le diagramme des contraintes
normales σ, figure 2.4. Les contraintes normales positives sont placées en dessus de la ligne
de référence, les contraintes négatives en dessous.
La déformation axiale d’un tronçon élémentaire de longueur dl, soumis à l’action d’une
contrainte normale σ, le module d’élasticité de la matière étant E, se trouve par l’expression
générale :

∆d dl
E

l= ⋅
σ .

La déformation totale de la pièce est égale à la somme des déformations élémentaires :

∆l
E

l
l

= ⋅z σ0
d .

Cette somme intégrale est proportionnelle à l’aire du diagramme des contraintes normales, le
facteur de proportionnalité étant 1/E si la barre est constituée par une seule matière. Si la
recherche des déformations partielles ou totale est rendue difficile soit par la forme de la
pièce, soit par la répartition de la charge, cette propriété permet de lever assez facilement les
difficultés rencontrées.

2.2.2  SÉCURITÉS

Les tables des caractéristiques mécaniques des matières donnent généralement les valeurs
suivantes : la résistance à la traction Rm, l’allongement après rupture A5 ou A10, la limite
conventionnelle d’élasticité Rp0,2 ou la limite apparente d’élasticité Re suivant le comporte-
ment des matières lors de l’essai de traction. Ces grandeurs dépendent habituellement des
dimensions transversales des pièces.

2.2.2.1  COEFFICIENTS  DE  SÉCURITÉ

En charge statique sur une pièce rectiligne à section constante, le coefficient de sécurité Ss
est défini par le rapport de la contrainte à la limite conventionnelle d’élasticité ou à la limite
apparente d’élasticité de la matière à la contrainte maximale dans la section en contrôle :
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S
R

s
p= 0 2,

maxσ
ou S R

s
e=

σ max

.

Pour les matières fragiles, comme par exemple la fonte grise, ou pour celle dont on ne connaît
pas la limite d’élasticité, le coefficient de sécurité Sm est donné par le rapport de la résistance
à la traction Rm de cette matière à la contrainte normale maximale dans la pièce :

S R
m

m=
σ max

.

Les coefficients de sécurité dans les sections sollicitées en compression simple se trouvent par
des relations semblables, la contrainte normale étant introduite en valeur absolue dans ces
rapports.
Dans les pièces à section variable, l’hypothèse de la répartition uniforme de la contrainte
normale n’est plus guère valable. Les corrections à apporter aux calculs seront données dans
le chapitre sur les effets d’entaille (Chapitres 12 et 13). Si la charge et les contraintes sont
variables en fonction du temps, le coefficient de sécurité doit tenir compte des caractéristiques
mécaniques en charge dynamique pour ces matières.

2.2.2.2  DÉFORMATION  LIMITE

La charge admissible sur une pièce ou sur une construction peut aussi être limitée par la
déformation maximale, le critère de sécurité étant donné sous la forme :

∆l ≤ ∆ladmissible.
La déformation admissible est imposée par la fonction de la pièce ou elle s’exprime par une
fraction de la longueur initiale.

2.3  DÉFORMATION  DES  POUTRES  TRIANGULÉES

Sous l’action des forces extérieures, les systèmes de barres triangulées se déforment et les
nœuds de la charpente se déplacent sur des distances non négligeables. En supposant que
l’effet du poids propre des barres soit négligeable vis à vis des charges, chaque barre,
supposée articulée sans frottement à ses deux extrémités, subit un allongement ou un
raccourcissement axial créée par l’effort normal de traction ou de compression.

2.3.1  DÉPLACEMENT  DU  NŒUD  D’UN  SYSTÈME  ÉLÉMENTAIRE

Soit un système triangulé très simple constitué seulement par deux barres à section
constante, numérotées 1 et 2, articulées aux points B et C,  reliées au point commun P. Sous
l’action d’une seule force F, l’équilibre du nœud P s’écrit :

F + FN1 + FN2 = 0.
Cette somme est représentée par le polygone fermé des forces, figure 2.5. Si A1 et A2 sont les
aires des sections transversales des barres, les déformations longitudinales se calculent par les
expressions :

∆l F l
A E1

1 1

1 1

=
⋅
⋅

N et ∆l F l
A E2

2 2

2 2

=
⋅
⋅

N .
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Figure 2.5   Déformation d’un système triangulé élémentaire sous l’action d’une force

L’allongement ∆l1 provoque un déplacement du point P dans la direction de la barre 1 et une
rotation autour du point fixe B. De même, un raccourcissement ∆l2 de la barre 2 déplace le
point P dans la direction de la barre et engendre une rotation autour du point fixe C. La
position finale du nœud P, après déformation et rotation des deux barres, dépend de ces quatre
mouvements composants. Elle peut se trouver au moyen d’une construction géométrique
simple :
1. A partir d’un point P0 quelconque, porter en sens et direction les deux déformations axiales

des barres 1 et 2 à une échelle convenable : ∆l1 et ∆l2 . Comme ces deux déformations sont
très petites vis à vis des longueurs primitives des barres, nous pouvons confondre l’arc de
rotation avec la perpendiculaire à la direction de chaque barre. Les rotations sont alors
portées à l’extrémité de chaque déformation axiale (en ligne pointillée sur la figure).

2. La position du point P se trouve  à l’intersection des deux perpendiculaires simulant les
rotations. Le segment P0P représente le déplacement résultant à l’échelle de la représen-
tation graphique.

2.3.2  PLAN  DE  WILLIOT

La construction du plan de Williot permet de trouver par voie graphique le déplacement
de tous les nœuds d’une charpente triangulée plane. Chaque barre i du système triangulé est
soumise à l’action d’une force FNi qui engendre soit une contrainte de traction, soit une
contrainte de compression, soit encore une contrainte nulle si FNi = 0. La déformation axiale
de chaque barre se calcule par la relation de Hooke :

∆l F l
A Ei

Ni i

i i

=
⋅
⋅

.

Le module d’élasticité est généralement le même pour toutes les barres de l’ensemble.
Comme les déformations axiales des barres sont très petites vis à vis de leur longueur, les arcs
de rotation peuvent se représenter approximativement par des segments de droite
perpendiculaires aux déformations axiales.
En partant de deux points fixes de la charpente et en cherchant les positions successives des
nœuds après déformation, nous obtenons un plan de déformation dû à Williot. Cette méthode
graphique devient assez rapidement imprécise si le nombre de nœuds est élevé et d’un emploi
mal commode si le triangle initial ne contient pas deux points fixes indéformables. La figure
2.6 montre un exemple de construction du plan de Williot à partir de deux points fixes
représentés par les articulations B et C placée sur la paroi verticale.
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Figure 2.6   Plan de Williot pour une charpente triangulée simple

2.3.3  CALCUL  ANALYTIQUE  DES  EFFORTS  NORMAUX

Le calcul des déformations d’une charpente triangulée peut aussi s’effectuer par une
méthode analytique en se servant du principe de l’équilibre du point matériel et en tenant
compte des déformations longitudinales de chacune des barres,

2.3.3.1  DÉPLACEMENT  DE  DÉFORMATION  ET  FORCES  TERMINALES

Soit une barre rectiligne homogène, à section constante, de longueur l, libre, sollicitée aux
extrémités par les forces F1 à gauche, F2 à droite. La raideur de la barre est égale au rapport de
la force normale à la déformation longitudinale. Pour la barre en étude, cette raideur vaut : k =
A.E/l.

Figure 2.7   Déplacement et déformation des extrémités d’une barre rectiligne

Les forces appliquées aux extrémités de la barre sont reliées aux déplacement de ces points
par la relation matricielle :

F
F

A E
l

u
u

1

2

1

2

1 1
1 1

F
HG
I
KJ =

⋅ −
−
F
HG

I
KJ ⋅
F
HG
I
KJ .
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Dans cette expression matricielle, u1 et u2 représentent les déplacements supplémentaires des
extrémités de la barre sous l’effet de la charge aux extrémités. Un autre cas de charge peut
intervenir lorsque la charge est répartie le long de la barre rectiligne.

2.3.3.2  ÉQUILIBRE  ANALYTIQUE  DES  NOEUDS

Pour résoudre analytiquement le problème de la recherche des efforts normaux dans les
barres d’un système triangulé plan, nous admettons que :
- Toutes les forces extérieures et les réactions des appuis sont appliqués sur les nœuds de la

charpente.
- Toutes les barres sont articulées sans frottement.
- Chaque barre n’est sollicitée que par un effort normal constant le long de la barre.
Chaque nœud d’une poutre triangulée plane doit satisfaire aux deux conditions fondamentales
d’équilibre statique :

Σ Fxi = 0 : Σ FNjk cos ϕjk + Σ Fjx = 0.

Σ Fyi = 0 : Σ FNjk sin ϕjk + Σ Fjy = 0.

avec : j nœud dont on cherche l’équilibre statique,
k nœud placé à l’autre extrémité de la barre,
FNjk effort normal dans la barre j-k,
Fjx ou Fjy   projections sur l’axe O x ou l’axe O y des forces extérieures appliquées au

nœud j,
ϕjk angle entre la direction de l’axe O x et la direction de la barre de j vers k.

Les axes rectangulaires du système de référence O x, O y et l’angle ϕjk sont comptés posi-
tivement dans les sens usuels en mathématique.

Figure 2.8   Force extérieure et efforts normaux sur un nœud d’un système triangulé

Soit une poutre triangulée sur laquelle agit des forces extérieures et les réactions des appuis.
Choisissons un nœud quelconque j, sollicité par une force extérieure oblique Fj. Les barres
aboutissant en ce nœud sont désignées par jk, jl, jm, jn. La mise en équilibre analytique du
nœud suppose que toutes les barres sont en traction. Le signe du résultat confirme ou infirme
cette hypothèse initiale. Ecrivons sous forme matricielle l’équilibre statique par les
projections sur les axes O x et O y.
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Désignons par D la matrice des cosinus et des sinus directeurs des barres au nœud, par N le
vecteur colonne des tensions dans les barres et les composantes rectangulaires des réactions
d’appui, par F le vecteur colonne des forces extérieures sur les nœuds. L’équilibre du nœud
peut s’écrire sous la forme générale :

D * N + F = 0.
L’écriture successive de l’équilibre analytique de chaque nœud et finalement de l’équilibre de
l’ensemble fait intervenir une équation matricielle semblable. Le vecteur colonne des tensions
normales inconnues N peut se trouver facilement soit par la méthode de Gauss, soit par
l’inversion de la matrice carrée des fonctions trigonométriques, soit par :

N = - D-1 * F.
L’avantage de l’inversion de la matrice D est de pouvoir calculer simplement les tensions
normales dans les barres du système, pour un ensemble de charges différentes, en modifiant
seulement le vecteur des forces extérieures F.

2.3.3.3  ÉCRITURE  DE  LA  MATRICE  CARRÉE  ET  DES  VECTEURS  COLONNE

La constitution de la matrice D et des vecteurs colonne est facilitée par le groupement
systématique des termes. Si n est le nombre de nœuds de la charpente plane, la matrice carrée
présente les dimensions 2n x 2n, les vecteurs colonne 2n lignes.
Les appuis articulés sont remplacés par des appuis pendulaires :
- pour un appui fixe par deux barres articulées fictives dirigées suivant les axes du système de

référence O x y ;
- pour un appui articulé sur rouleaux par une barre pendulaire dans le direction de la réaction

d’appui.
La matrice colonne des efforts normaux et réactions d’appui N  sera écrite dans l’ordre
suivant : membrure inférieure, barres de gauche vers la droite; membrure supérieure, barres de
gauche vers la droite ; barres obliques entre les membrures inférieure et supérieure, barres de
gauche vers la droite ; barres verticales entre les membrures inférieure et supérieure, barres de
gauche à droite. La matrice colonne des forces extérieures F comprendra tout d’abord les
projections de ces forces sur l’axe O x, ensuite toutes les projections sur l’axe O y. La matrice
carrée D sera écrite en suivant les règles de composition des vecteurs colonne. Les n
premières lignes de cette matrice contiennent les cosinus des angles des barres, les lignes
suivantes les sinus.

Figure 2.9   Appuis fictifs, système de référence, charge unitaire sur un noeud

2.3.3.4  DÉFORMATION  DES  BARRES  ET  DÉPLACEMENT  DES  NOEUDS

La déformation longitudinale de chaque barre du système triangulé plan peut se calculer
dès que l’effort normal est connu et le profil de la barre choisi. Chaque barre présente un
allongement ou un raccourcissement donné par :
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∆l
F l
A Ejk
Njk jk

jk

=
⋅

⋅
,

en admettant même module d’élasticité E pour toutes les barres de la poutre. La déformation
de la poutre doit se trouver à partir du déplacement de chacun des nœuds de la charpente.
A partir des opérations effectuées pour la recherche des efforts normaux et des contraintes
normales dans les barres, le calcul du déplacement de chaque nœud s’effectue en utilisant la
méthode énergétique proposée par Mohr. Cette méthode consiste à charger la structure par
une force unitaire Fu = 1 sur le nœud de la poutre dans la direction et le sens suivant lesquels
on désire calculer le déplacement. Cette force unitaire engendre dans la poutre triangulée des
efforts normaux dits « unitaires ». Désignons par FNjk l’effort normal dans la barre j-k
provoqué par la charge réelle et par FN1jk l’effort normal unitaire dans la même barre. La
déformation suivant la force unitaire Fu se trouve par la relation générale :

f
F F l

A Eu
Njk N1jk jk

jk

n

=
⋅ ⋅

⋅

−

∑ .
1

2 3

Pour calculer les déplacements de tous les nœuds du système, il faudra appliquer sur chaque
nœud et successivement une force unitaire dans la direction et le sens de l’axe O x et de l’axe
O y. Le déplacement en chaque nœud sous l’effet de la charge extérieure sera la résultante des
déplacements suivant ces deux axes. Le vecteur colonne des forces contiendra des zéros sauf
un 1 sur la ligne correspondant à la charge unitaire adoptée.

2.4  PROBLÈMES  STATIQUEMENT  DÉTERMINÉS

La solution d’un problème de résistances des matériaux suit l’organisation générale
proposée à la figure 2.3. Dans les problèmes statiquement déterminés, les efforts normaux
dans les sections transversales se trouve immédiatement, après solution de la statique, par des
coupes planes imaginaires le long de la ligne moyenne de la pièce.

2.4.1  ANNEAU  MINCE

On appelle « anneau mince » une pièce tubulaire cylindrique dont l’épaisseur est
inférieure à 5 % du diamètre moyen du manteau.

2.4.1.1  ANNEAU  MINCE  SOUS  PRESSION  INTÉRIEURE

1. Contrainte tangentielle
Soit un anneau mince, faisant partie d’une réservoir sous pression, de diamètre extérieur

de, diamètre intérieur di, épaisseur s, longueur du tronçon en étude L, soumis intérieurement à
une pression uniforme p. Le rayon moyen de l’anneau vaut rm = (de + di)/4. En coupant
l’anneau mince en deux parties suivant les diamètres, l’équilibre du demi anneau s’exprime
par :

Σ X = 0 : équilibre réalisé par raison de symétrie par rapport à l’axe O y.
Σ Y = 0 : Fp – FN1 – FN2 = 0.
Σ Mz = 0 : rm

 . FN1 – rm
 . FN2 = 0   ⇒   FN1 = FN2.

Découpons un élément de l’anneau mince de longueur circonférentielle dl = rm
 . dϕ. Sur la

surface élémentaire intérieure, la poussée élémentaire due à l’action de la pression vaut : dFp



Contraintes fondamentales

- 28 -

= p dA = p L dl. Les projections sur l’axe O x de ces forces élémentaires s’annulent deux à
deux. La somme des projections sur l’axe O y doit représenter la poussée résultante Fp, figure
2.10.

Figure 2.10   Contrainte tangentielle dans un anneau mince sous pression intérieure

Nous obtenons : dFy = dFp sinϕ = p L sinϕ dl = p L dx, car dx = dl sinϕ. La somme de ces
projections vaut :

F F p L d
d

p y idi
= = ⋅ ⋅z .

0

En admettant la contrainte normale répartie uniformément dans la section d’aire 2 s L, la
contrainte tangentielle de traction se trouve par :

σ t
i i= =

2
2 2

L d
s L

p d
s

.

2. Contrainte axiale
L’anneau mince, soumis à une pression intérieure, est sollicité également par une poussée

axiale exercée sur les fonds du réservoir. Cette poussée se calcule par le produit de la pression
intérieure p par l’aire intérieure du réservoir : Fpz = p Ai avec Ai = p di

2/4. La contrainte axiale
σz se trouve finalement par :

σ
π
πz

i

m

i= ≈p d
d s

p d
s

2 4
4

/ ,

en supposant que le diamètres moyen dm est approximativement égal au diamètre intérieur di.
La contrainte axiale est deux fois plus faible que la contrainte tangentielle.

3. Contrainte radiale
La pression intérieure exerce une compression sur la surface intérieure du réservoir. La

contrainte radiale est donc égale, à l'intérieur, à la pression du fluide, soit  
σr = - p.

4. Déformation diamétrale pour un cylindre sans fonds
Admettons que la pièce tubulaire soit soumise à l’action de la pression intérieure p

seulement dans le tronçon circulaire creux, sans l’effet des fonds. La contrainte radiale est
alors négligeable et la déformation diamétrale est engendrée essentiellement par la contrainte
tangentielle σt. L’allongement circonférentiel vaut : ∆l = σt π d/E et l’augmentation de
diamètre : ∆d = ∆l/π. En substituant l’expression de la contrainte dans cette dernière
expression, la déformation diamétral vaut :
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∆d p d
s E

= i
2

2
.

2.4.1.2  ANNEAU  MINCE  EN  ROTATION  UNIFORME

Soit un anneau mince homogène, masse volumique ρ, d’axe vertical, diamètre moyen d,
épaisseur s, longueur L, en rotation uniforme autour de son axe à la vitesse angulaire ω. Sous
l’effet de la rotation, chaque masse élémentaire est soumise à l’effet centrifuge proportionnel
au carré de la vitesse angulaire. Isolons un tronçon élémentaire de longueur circonférentielle r
dϕ, hauteur L, épaisseur s. Exprimons la valeur de la force centrifuge élémentaire par :

dFc = r ω2 dm = r ω2 ρ L s r dϕ.
Cette force élémentaire peut être considérée comme une « poussée centrifuge » égale au
produit d’une pression pc par l’aire élémentaire dA = r L dϕ :

dFc = pc dA.
Il en résulte que la pression pc se trouve par :

pc = r s ω2 ρ.

Figure 2.11   Equilibre et contrainte dans un anneau en rotation uniforme

Découpons l’anneau mince en deux tronçons et isolons une moitié en appliquant deux forces
FN1 et FN2 dans les coupes imaginaires. La contrainte normale, supposée répartie
uniformément dans ces deux sections, est une contrainte tangente au cylindre calculable
comme l’anneau mince sous pression intérieure par :

σ
ω ρ

ρ ω ρt
c= = = =

p d
s

r s d
s

r v
2 2

2
2 2 2 .

La contrainte dans l’anneau mince en rotation uniforme ne dépend pas de l’aire de la section
mais du produit de la masse volumique ρ par le carré de la vitesse circonférentielle v, avec v =
ω r.

2.4.2  EFFET  DU  POIDS  PROPRE

Un solide d’égale résistance en traction ou en compression est un corps qui présente des
contraintes normales égales dans toutes les sections droites, compte tenu des forces
appliquées et de son poids propre.
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2.4.2.1  PIÈCE  À  SECTION  CONSTANTE  EN  TRACTION

Soit une barre prismatique d’aire A, d’axe vertical, soumise à l’action d’une force
concentrée F appliquée à l’extrémité inférieure libre, sollicitée par son poids propre non
négligeable. L’effort normal dans une section droite quelconque, à la hauteur z, vaut :

FN = F + ρ g A z,
où ρ représente la masse volumique de la barre, g l’accélérateur de la pesanteur terrestre. La
contrainte normale dans la section se trouve par :

σ ρz
N= = +

F
A

F
A

g z .

Calculons l’allongement de la barre sous l’effet de la charge, donc de l’effort normal variable.
En nous servant du diagramme des contraintes le long de la barre, nous pouvons écrire
immédiatement la valeur de la déformation totale, figure 2.12.

∆l
E A

F g A l
= +FHG

I
KJ

1
2

ρ .

Figure 2.12   Pièces en traction sous l’effet du poids propre

2.4.2.2.  POUTRE  D’ÉGALE  RÉSISTANCE  EN  TRACTION

Soit une poutre rectiligne de poids G = m g, d’axe vertical, fixée à sa partie supérieure et
sollicitée à sa partie inférieure par une force F, dirigée vers le bas, l’aire de la surface
inférieure étant A0. Pour que la pièce soit d’égale résistance en traction, il faut obtenir dans
toute section droite : σ = FN/A = constante. Proposons-nous de trouver la forme à donner aux
sections droites de telle sorte que cette condition soit remplie. Coupons la poutre par deux
sections normales à la ligne moyenne distantes de dz. La variation de l’effort normal vaut :

dFN = dG = ρ g A dz.
La constance de la contrainte normale impose : σ = FN/A = (FN + dFN)/(A + dA) ≈ dFN/dA.
Cette relation permet d’écrire :

dFN = σ dA = ρ g A dz.
Cette relation différentielle est une équation différentielle du premier ordre. Séparons les
variables :

d dA
A

g z= ⋅
ρ
σ

.

La solution de cette équation différentielle devient :

ln ln .A g z C= ⋅ +
ρ
σ
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Pour z = 0, l’aire de la surface droite vaut A0. L’aire de la surface transversale A(z), en fonction
de l’ordonnée z, s’exprime par :

A(z) = A0 exp(ρ g z/σ).
Remarque :
Pour une pièce d’égale contrainte en compression, l’expression de l’aire de la section est
identique, les hauteurs étant comptés positivement vers le bas. La déformation totale de la
barre se trouve très facilement puisque la contrainte normale est constante sur toute la
longueur l. La déformation longitudinale s’exprime par : ∆l = F l/(A0 E).

2.4.3  PIÈCE  À  SECTION  PROGRESSIVEMENT  VARIABLE

La déformation d’une pièce à section progressivement variable se trouve en sommant les
déformations partielles des tronçons élémentaires. Si l’expression de l’aire de la surface
résistante s’exprime en fonction de la longueur de la pièce rectiligne, la déformation peut se
calculer par une relation analytique. Dans le cas contraire, les méthodes numériques peuvent
s’introduire dans la solution.

2.4.3.1  EXEMPLE  DE  SOLUTION  ANALYTIQUE

1. Pièce à épaisseur constante
Soit une pièce à section rectangulaire à épaisseur constante b = constante, hauteur h

linéairement croissante, sollicitée à l’extrémité libre par une force compressive F. Proposons-
nous de trouver la déformation axiale totale de la pièce, figure 2.13. Exprimons la hauteur du
profil à l’abscisse x par hx = h0 + k x et l’aire de la section résistante par : Ax = b hx = b(h0 + k
x). L’effort normal FN est invariable sur toute la longueur l de la pièce. Il vaut FN = F. La
contrainte de compression se trouve par : σ = FN/Ax = FN / [b(h0 + k x)]. Dans ces expressions,
le facteur de linéarité k vaut : k = (h1 – h0)/l.

Figure 2.13   Déformation de pièces comprimées à section progressivement variable

Découpons, à l’abscisse x,  un tronçon élémentaire d’épaisseur dx et calculons sa déformation
axiale par la relation de Hooke :

∆d dNx F
E b h k x

x=
+

⋅
( )

.
0

La déformation totale de la barre est égale à la somme intégrale des déformations élémen-
taires, soit :

∆l F
E b h k x

dx F
E b k

k l
h

k
l

=
+

⋅ = ⋅ +
F
HG

I
KJ ≠z N pour

( )
ln , .

0
0

0

1 0b g
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2. Pièce à sections cylindriques
Soit une pièce tronconique, diamètre minimal d0, diamètre maximal d1, longueur totale l,

sollicitée à l’extrémité libre gauche par une force compressive F. Calculons la déformation
axiale totale de cette pièce en remarquant que l’effort normal est constant tout au long du
tronc de cône. La diamètre d’une section transversale à l’abscisse x vaut : dx = d0 + (d1 – d0).

x/l. L’aire de la section résistante se trouve par : Ax = π dx
2/4 et la déformation axiale d’un

tronçon élémentaire d’épaisseur dx se calcule par :

∆d dNx F
E d d d x l

x=
+ − ⋅

⋅
4

0 1 0
2

π b g /
.

La déformation totale de la barre tronconique est égale à la somme intégrale des déformations
élémentaires, soit :

∆l F
E d d d x l

x F l
E d d d

d
d

d d
l

=
+ − ⋅

⋅ =
−

⋅ −
F
HG
I
KJ ≠z 4

1 4
1 1

0 1 0
2

0
2

1 0
0

0

1
0 1

N Nd
π πb g b g b g

/ / ) /
, / .

2.4.3.2  SOLUTION  NUMÉRIQUE

Si la pièce est à section progressivement variable, l’expression de la forme étant donnée
par une relation non intégrable analytiquement, la solution du problème sera trouvée par une
méthode numérique appropriée.

1. Substitution par des tronçons à section constante
La pièce sera divisée en un nombre suffisamment grand, chaque tronçon ayant une aire

constante sur sa longueur. Exprimons par Ai-1 l’aire initiale du tronçon i et par Ai l’aire finale
du même tronçon. L’aire moyenne peut se trouver par : Aim = (Ai-1 + Ai)/2 et la déformation
axiale du tronçon sera :

∆l F l
E A

F l
E A Ai

Ni i

im

Ni i

i i

= =
+−

2

1b g .

La déformation totale se trouve en sommant les déformations  de chaque tronçon, soit :

∆l F l
E A A

=
+= −

∑
i

n
Ni i

i i1 1

2
b g .

2. Substitution par des tronçons à section progressivement variable
La pièce sera divisée en un nombre suffisant de tronçons, chaque tronçon ayant une

section progressivement variable suivant une loi linéaire. Les expressions trouvées précé-
demment pour la variation d’une section rectangulaire ou d’une section circulaire peuvent
s’introduire dans le calcul.

2.5  PROBLÈMES  HYPERSTATIQUES

Un système est dit hyperstatique lorsque les efforts dans la pièce ne peuvent pas se trouver
par les seules relations de la statique. Pour résoudre un problème hyperstatique, il faut
adjoindre aux équations d’équilibre statique un nombre suffisant d’équations de déformation
compatibles avec les déplacements. Contrairement aux systèmes isostatiques, les efforts
dépendent évidemment des dimensions géométriques et des caractéristiques mécaniques des
pièces du système.
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2.5.1  MÉTHODES  DE  RÉSOLUTION

Le nombre d’équations complémentaires de déformation  à introduire dans la solution fixe
le degré d’hyperstaticité : une équation complémentaire de déformation, le problème est dit
hyperstatique du premier ordre ; deux équations de déformation, le problème est dit
hyperstatique du deuxième ordre, etc.. La solution d’un problème hyperstatique est souvent
délicate car elle nécessite une étude attentive des possibilités de déformation ou de
déplacement des divers composants du système.

2.5.1.1  BARRES  EN  TRACTION  ET / OU  EN COMPRESSION

Le calcul des systèmes articulés en traction ou compression s’effectue comme suit :
1. Isoler le système ou la pièce en supprimant les appuis et en les remplaçant par des forces.
2. Ecrire les équations d’équilibre statique, déterminer le degré d’hyperstaticité.
3. Représenter les déformations subies à grande échelle et exprimer les conditions de

déplacement.
4. Ecrire les équations de déformation en se servant de la loi de Hooke.
5. Résoudre le système d’équations composé de la statique et des déplacements.
6. Calculer les contraintes et les déformations, contrôler les résultats obtenus.

2.5.1.2  CONTRAINTES  ET  DÉFORMATIONS  THERMIQUES

Une barre libre, soumise à une élévation de température, se dilate sans modifier son état
de contrainte. L’allongement thermique de la barre est proportionnel à sa longueur l, à la
différence de température ∆ϑ et au coefficient de dilatation linéaire α. :

∆lth = α l ∆ϑ .
L’allongement thermique relatif, dû à la variation de température, s’exprime par :

ε α ϑth
th= = ⋅

∆
∆

l
l

.

Tableau 2.1
Coefficient de dilatation linéaire moyens entre 0°C et 100°C

   Matériaux K-1    Matériaux K-1

   Acier
   Fonte grise
   Cuivre

12.10-6

10.10-6

17.10-6

   Aluminium
   Duralumin
   Magnésium

26.10-6

24.10-6

26.10-6

Le coefficient de dilatation n’est pas une constante, mais varie avec la température. Il faut
prendre garde aux valeurs à introduire dans les calculs, en particulier lorsque la température
est inférieure à 0°C. Les dilatations thermiques engendrent des déformations souvent plus
grandes que les déformations mécaniques. Les contraintes deviennent rapidement élevées si
ces déformations sont empêchées par des appuis rigides ou des pièces extérieures.

2.5.1.3  PROBLÈMES  MIXTES

Les efforts axiaux dus au défauts de montage sont trouvés à l’aide d’équilibre statique et
des conditions de déplacement. Les imprécisions dans la fabrication ou dans le montage
peuvent engendrer des contraintes non négligeables dans les barres. Les conditions de
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déplacement des nœuds se traduisent par une ou plusieurs applications de la relation de
Hooke, la longueur de calcul étant la longueur nominale des barres.
Le problème hyperstatique peut comporter une combinaison des divers cas cités :
configuration géométrique hyperstatique, variation de température en service et défauts de
fabrication ou de montage. La solution consiste à utiliser le principe de superposition des
efforts et des déformations provoqués par chacune des composantes. Si la contrainte
admissible est imposée, cette contrainte sera vérifiée dans la barre la plus sollicitée.

2.5.2  APPLICATIONS

2.5.2.1  EMMANCHEMENT  DE  DEUX  TUBES  MINCES

Lorsque deux tubes très minces sont emmanchés l’un dans l’autre, la pression exercée sur
la surface extérieure du tube intérieur 1 est égale à la pression exercée sur la surface intérieure
du tube extérieur 2. Soit p1 la pression sur le tube intérieur et p2 la pression sur le tube
extérieur :

p1 = p2 = p.
Le serrage produit entre les deux pièces, lors de l’emmanchement, se trouve en calculant la
différence entre le diamètre extérieur d1e du tube extérieur et le diamètre intérieur d2i du tube
extérieur :

∆d = d1e – d2i.
Pour simplifier les calculs et en tenant compte de l’épaisseur très faible des deux tubes,
introduisons la simplification : d = d1e = d2i dans les expressions, les épaisseurs s1 pour le tube
intérieur, s2 pour le tube extérieur. Calculons les déformations diamétrales de chacune des
pièces en introduisant les relations trouvées sous 2.4.1.1 :

- tube intérieur : ∆d
E

d p d
E s1

1

1

2

1 12
= ⋅ =
σ t .

- tube extérieur : ∆d
E

d p d
E s2

2

2

2

2 22
= ⋅ =
σ t .

La somme des deux déformations est égale au serrage de l’ensemble. En remplaçant les
déformations diamétrales et en les sommant, nous obtenons :

∆ ∆ ∆d d d p d
E s

E s
E s

= + = ⋅ +
F
HG

I
KJ1 2

2

1 1

1 1

2 22
1 .

Figure 2.14   Emmanchement de tubes minces



2. Compression simple

- 35 -

La pression de contact entre les deux tubes se trouve par :

p d E s

d E s
E s

=
+
F
HG

I
KJ

2

1

1 1

2 1 1

2 2

∆ .

Les contrainte normales tangentes aux cylindres valent :

- Tube intérieur : σ t1
12

=
p d

s
, (contrainte négative)

- Tube extérieur : σ t2
22

=
p d

s
.

Remarque importante
Le calcul approximatif de la pression d’emmanchement et la détermination des contraintes
normales dans la direction tangente aux cylindres sont applicables seulement aux tubes très
minces. Dans les tubes épais, la répartition de la contrainte normale, soit dans la direction
radiale, soit dans la direction tangentielle, n’est pas uniforme. La recherche de cette
répartition et des déformations correspondantes est notablement plus complexe.

2.5.2.2  SYSTÈME  À  TROIS  BARRES  CONCOURANTES

Enoncé du problème
Soit un système composé de trois barres prismatiques, de même aire, cylindrique ou

rectangulaire, sollicité par une force F appliquée au point de concours des trois barres. Les
autres extrémités des barres sont articulées sur les appuis fixes désignés par B, C et D.
L’assemblage des trois barres ne provoque aucune tension axiale préliminaire. Déterminer
l’intensité de la force F si la contrainte normale admissible σadm est imposée, figure 2.15. La
barre supérieure est à direction verticale, les deux autres barres sont inclinées de 30° par
rapport à la verticale.

1. Equilibre du point P

Σ X = 0 : FN2/2 – FN3/2 = 0 ⇒ FN3 = FN2.

Σ Y = 0 : FN1 + FN2 (3)0,5/2 + FN3 (3)0,5/2 – F = 0.
Ce problème contient trois inconnues, les trois tensions dans les barres FN1, FN2, FN3, mais
seulement deux équations d’équilibre statique. C’est un problème hyperstatique du premier
ordre.

Figure 2.15   Système hyperstatique composé de trois barres concourantes
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2. Déformation des barres
La longueur de la barre supérieure 1 et l1 = l, celle des deux barres inférieures 2 et 3 vaut :

l2 = l3 = 2 l/(3)0,5. Toutes les barres possèdent la même aire A dans les sections droites et le
même module d’élasticité E. Sous l’effet des tensions dans les barres, les déformations
valent : 

∆l F l
E A1

1= N , ∆l F l
E A2

22
3

= N , ∆l F l
E A3

32
3

= N .

Le déplacement du point P de la position P0 à P, selon figure agrandie de la déformation,
s’exprime par :

∆l2 = ∆l3 = [(3)0,5/2] ∆l1.
En remplaçant les déformations axiales par leurs expressions respectives, la troisième
équation à écrire prend la forme suivante :

F F FN N N1 2 3
4
3

4
3

= = .

3. Tension dans les barres
Les tensions axiales dans les barres du système triangulé hyperstatique se trouvent en

remplaçant cette dernière expression dans l’équilibre suivant l’axe O y :

F F F
N N2 3 4 3 3

= = −
+/

.

F F
N1

4
4 3 3

=
+

.

4. Intensité de la force extérieure
La barre la plus sollicitée est la barre verticale 1. La tension normale admissible dans cette

barre vaut : FN1 = σadm A  avec A = π d2/4  ou  A = b h. L’aire à prévoir se trouve par :

A F
≥

+
4

4 3 3( )
,

σ adm

et la force admissible par : F A≤ +FHG
I
KJ1 3

4
3 σ adm .
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CHAPITRE  3

CISAILLEMENT  SIMPLE
ÉTAT  DE  CONTRAINTE  PLAN

Avant d’étudier l’état de contrainte plan ou biaxial, nous voulons définir le plus
simplement possible la contrainte tangentielle engendrée par le cisaillement simple.

3.1  CISAILLEMENT  SIMPLE

Soit une barre prismatique rectiligne, à section constante, soumise à l’action de deux
forces égales en module, directement opposées sur une ligne d’action commune, qui tendent à
cisailler  cette pièce dans la section m-m, figure 3.1. Pour que la section puisse se cisailler
correctement, les deux forces F1 et F2 doivent être légèrement décalées l’une par rapport à
l’autre de la distance élémentaire dx.

3.1.1  EQUILIBRE  ET  EFFORT  TRANCHANT

Imaginons la partie droite supprimée et mettons en équilibre statique le tronçon gauche.
Pour maintenir cette partie en équilibre, nous devons admettre que la section coupée, d’aire A,
est sollicitée par une force tangentielle FT représentant la réduction de la force F1 au centre de
gravité de la surface. L’équilibre de la partie isolée s’écrit :

Σ Y = 0 : FT - F2 = 0.
La force FT dans la section coupée est appelée effort tranchant ou force de cisaillement dans
la section droite.

Figure 3.1   Pièce cisaillée et effort tranchant FT

Le moment de force provoqué par le décalage de la force F1 par rapport au plan C y z est un
infiniment petit de premier ordre : dM(Cyz) = dx.F1. Nous négligerons ce terme. La pièce est
alors dite en cisaillement simple. Les efforts dans la section sont :

- Effort normal : FN = 0.
- Effort tranchant : FT ≠ 0.
- Moment fléchissant : Mf = 0.
- Moment de torsion : Mt = 0.
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3.1.2  CONTRAINTE  TANGENTIELLE

Dans l’étude du cisaillement simple, nous introduisons les hypothèses simplificatrices
suivantes :
1. L’effort tranchant FT est réparti uniformément dans toute la section d’aire A. La résultante

de tous les efforts tranchants élémentaires dFT est FT, son point d’application étant le centre
de gravité de la surface.

2. Le moment fléchissant, engendré par le décalage des forces F1 et F2 est négligé.
La contrainte de cisaillement τ ou contrainte tangentielle, désignée par la lettre grecque tau,
s’exprime par :

τ = =
d
d

T TF
A

F
A

. (3.1)

Remarques
1. Nous pouvons également nous représenter la barre constituée par un faisceau de fils

supportant tous la même contrainte de cisaillement τ.
2. Dans le cas du caillement simple, la contrainte ne dépend pas de la forme de la section,

mais seulement de son aire A.
3. Si les forces F1 et F2 sont placées à une certaine distance l’une de l’autre, la contrainte de

cisaillement n’est pas la seule contrainte existante dans la section plane. La contrainte
engendrée par le moment fléchissant devient assez rapidement prépondérante.

3.1.3  DÉFORMATION

Soit une barre rectiligne prismatique, d’aire constante, soumise à un effort tranchant FT
invariable sur un tronçon de longueur ∆x.

3.1.3.1  LOI  DE  LA  DÉFORMATION  EN  CISAILLEMENT  SIMPLE

On peut imaginer cette barre constituée par un très grand nombre de plaquettes de même
épaisseur et de même aire frontale, collées les unes à la suite des autres. Sous l’effet de
l’effort tranchant FT, ces plaquettes ont tendance à glisser l’une par rapport à l’autre. En
vérité, ces déplacements ne sont pas possible sous cette forme par suite de la cohésion de la
matière constituant la barre réelle. La pièce se déforme d’un angle constant, très petit, appelé
angle de glissement, désigné par γ. Cet angle provoque un déplacement vertical ∆y à la
distance ∆x. Cette déformation se trouve par l’expression :

∆y = γ ∆x.
Pour une matière obéissant à la loi de Hooke, la déformation angulaire est proportionnelle à la
contrainte de cisaillement τ et inversement proportionnelle à une caractéristique de la matière,
appelée module de glissement et désignée par la lettre majuscule G.

γ
τ

= =
G

F
G A

T . (3.2)

En introduisant cette expression, semblable à celle des déformations en traction ou compres-
sion simple, la déformation transversale s’exprime par :

∆
∆y F x

G A
= T .
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Figure 3.2 Déformation en cisaillement simple et modèle de discussion

Remarques
1. Dans les calculs simples, le raccourcissement axial qui se produit en même temps que la

déformation angulaire est négligé.
2. La déformation par flexion devient rapidement plus importante que celle provoquée par le

cisaillement. La déformation due au cisaillement peut être négligée très souvent dans les
pièces longues. Ce problème, relativement complexe en cisaillement et flexion sera traité
lors de l’exposé sur la flexion, voir le chapitre 5. Par contre, dans les pièces courtes, la
déformation engendrée par le cisaillement ne peut pas être oubliée.

3. Le module de cisaillement G est lié au module d’élasticité E par la relation :

G m
m

E=
+

⋅
2 1b g . (3.8)

Pour l’acier et les matières possédant le même coefficient de Poisson, on a G ≈ 0,385 E.

3.1.3.2  ANALOGIE

Les relations des contraintes et des déformations en traction / compression et en
cisaillement sont semblables car elles sont basées sur les mêmes hypothèses simplificatrices :
répartition uniforme de la contrainte dans la section plane, loi linéaire pour la déformation.

3.2  ÉTAT  DE  CONTRAINTE  PLAN

La discussion de la répartition des contraintes normales et tangentielles dans une pièce de
forme quelconque fait intervenir le découpage de cette pièce en corps prismatiques de
dimensions très petites, à la limite infiniment petites. Les dimensions de ces corps
prismatiques sont repérées par rapport à un système de coordonnées trirectangle O x y z.

3.2.1  PRINCIPE  DE  LA  RÉCIPROCITÉ  DES  CONTRAINTES  τ

Soit dx, dy, dz, les dimensions infiniment petites d’un parallélépipède rectangle
élémentaire sollicité par un état de contrainte plan constitué seulement par des contraintes
tangentielles. Cet élément pourrait se situer avec la face supérieure d’une pièce à l’air libre.

3.2.1.1  ÉQUILIBRE

Les contraintes tangentielles sont affectées d’indice : le premier indice indique la direction
de l’axe perpendiculaire à la face élémentaire, le second indice la direction de l’axe parallèle à
la contrainte.
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Figure 3.3   Réciprocité des contraintes tangentielles

Supposons que toutes les contraintes tangentielles soient situées dans un plan parallèle au plan
de référence O x y. Considérons la face élémentaire, perpendiculaire à O x, dimensions dy et
dz, située dans le plan O y z. La contrainte tangentielle sur cette face est désignée par τxy. Sur
la face parallèle avant, de mêmes dimensions, la contrainte vaut τxy + dτxy car nous devons
considérer le cas général où la contrainte de cisaillement ne reste pas constante dans toute la
pièce. L’équilibre de translation du corps élémentaire impose :

Σ Y = 0 : τxy dy dz – (τxy + dτxy) dy dz = 0.
La contrainte sur la face visible sur la figure 3.3 vaut : τxy + dτxy ≈ τxy, l’augmentation
infiniment petite de contrainte tangentielle pouvant être négligée dans cet équilibre. Les
contraintes tangentielles sur les deux faces parallèles ont pratiquement la même valeur finie,
leurs sens étant opposés.
Déterminons l’équilibre de rotation du parallélépipède par rapport à l’axe O z. Pour obtenir
cet équilibre, nous devons admettre qu’il existe également une contrainte tangentielle τyx sur
la face cachée du corps, dimensions dx et dz, parallèle au plan O z x. Désignons l’autre
contrainte tangentielle par τyx + dτyx sur la face visible, parallèle à la précédente, en admettant
une augmentation infinitésimale sur la distance dx. L’équilibre de rotation s’écrit :

Σ M(Oz) = 0 : dy (τyx + dτyx) dx dz – dx (τxy + dτxy) dy dz = 0.
En négligeant les termes infiniment petits d’ordre supérieur, cette expression montre que la
contrainte τyx est égale à la contrainte τxy sur la face perpendiculaire. Cette propriété des
contraintes tangentielles sur deux faces perpendiculaires est fondamentale dans l’étude de la
répartition des contraintes :

τxy = τyx . (3.3)
Les faces opposées du parallélépipède rectangle subissent des contraintes tangentielles égales
et opposées, à un infiniment petit près. A toute contrainte tangentielle, perpendiculaire à
l’arête, correspond sur la face perpendiculaire, une contrainte de même module. Ces
contraintes sont dirigées dans le même sens par rapport à l’arête du prisme droit. Les
contraintes normales, dirigées perpendiculairement aux faces, ne modifient pas cette règle
appelée principe de la réciprocité des contraintes tangentielles.

3.2.1.2  DÉFORMATION

La présence de contraintes tangentielles sur les faces du parallélépipède élémentaire
provoque une déformation de ce corps. Les faces sollicitées étant primitivement
perpendiculaires, deviennent obliques, l’angle de déformation étant : γ = τ / G.
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3.2.2  CONTRAINTES  DANS  UNE  COUPE  QUELCONQUE

L’état de contrainte plan est caractérisé par la présence simultanément de contraintes
normales et tangentielles sur les faces du parallélépipède rectangle élémentaire. L’étude va
porter sur la recherche des contraintes sur les faces rectangulaires lorsque le système de
coordonnées de référence tourne autour de l’axe O z, les conditions de sollicitation extérieures
restant inchangées.

3.2.2.1  HYPOTHÈSES  INITIALES  ET  CONVENTIONS

Soit un parallélépipède élémentaire de dimensions dx, dy, dz, soumis à l’action d’un état
de contrainte plan constitué par des contraintes normales et tangentielles sur les quatre faces
perpendiculaires. Dans les plans O y z  et  O z x, les contraintes valent : σx et τxy, σy et τyx.
Négligeons l’augmentation infiniment petite de ces contraintes normales et tangentielles sur
les distances dx et dy. Pour maintenir l’équilibre fini du corps élémentaire, nous devons
admettre que les contraintes normales, suivant le même axe de référence, ont même module,
mais sont de sens opposés. Les contraintes tangentielles obéissent au principe de la réciprocité
des contraintes tangentielles.

Convention de signe
1. Les contraintes normales sont positives lorsqu’elles engendrent une contrainte de traction

sur la face considérée.
2. Les contraintes tangentielles sont positives lorsque le sens de cette contrainte est tel que la

surface se trouve à droite de la contrainte (en suivant le sens de la flèche !)..

Figure 3.4   Contraintes normales et tangentielles dans une coupe quelconque

3.2.2.2  VALEURS  DES  CONTRAINTES

Coupons le parallélépipède rectangle par une section, perpendiculaire au plan O1 x y,
suivant la diagonale du rectangle de dimensions dx et dy. La dimension de la diagonale est
désignée par ds. Désignons par O u v le système d’axes rectangulaire de référence, l’axe O u
étant perpendiculaire à la face oblique. Désignons par σu la contrainte normale sur la face
oblique et par τuv la contrainte tangentielle, toutes deux étant supposées positives sur la face.
Le système de référence O u v est tourné de l’angle ϕ par rapport au système de référence de
base O1 x y.
Déterminons l’équilibre statique du prisme droit en projetant les forces élémentaires sur les
axes O u et O v :

Σ U = 0 : σu dz ds = σx dy dz cosϕ – τxy dy dz sinϕ + σy dx dz sinϕ  -
- τxy dx dz cosϕ.
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Σ V = 0 : τuv dz ds = σx dy dz sinϕ + τxy dy dz cosϕ – σy dx dz cosϕ –
τyx dx dz sinϕ.

Simplifions ces expressions par dz et introduisons : dx = ds sinϕ et dy = ds cosϕ. Ecrivons une
seule contrainte tangentielle en vertu principe de réciprocité : τxy = τyx. Les deux expressions
deviennent :

σu = σx cos2ϕ + σy sin2ϕ – 2 τxy sinϕ cosϕ.
τuv = (σx – σy) sinϕ cosϕ + τxy (cos2ϕ – sin2ϕ).

Introduisons : sinϕ cosϕ = ½ sin2ϕ, sin2ϕ = ½ (1 – cos2ϕ) et cos2ϕ = ½ (1 + cos2ϕ). Les
contraintes normales et la contrainte tangentielle sur la face oblique se trouvent par les trois
expressions :

σu = ½ (σx + σy) + ½ (σx – σy) cos2ϕ – τxy sin2ϕ. (3.4.1)
σv = ½ (σx + σy) - ½ (σx – σy) cos2ϕ + τxy sin2ϕ. (3.4.2)
τuv = ½ (σx – σy) sin2ϕ + τxy cos2ϕ. (3.5)

Ces trois expressions analytiques donnent les valeurs des contraintes normales et tangentielle
dans une coupe quelconque en fonction des contraintes normales et tangentielle aux axes
primitifs O1 x y. La deuxième expression de la contrainte normale σv représente la contrainte
sur la face perpendiculaire à la coupe oblique. La contrainte de cisaillement sur cette face τvu a
même module que celle située sur la face oblique.
Le calcul de ces contraintes peut s’effectuer soit analytiquement au moyen des relations
(3.4.1, 3.4.2) et (3.5), soit graphiquement au moyen du cercle proposé par Mohr.

3.2.3  CONTRAINTES  PRINCIPALES

Les contraintes normales varient entre une valeur maximale et une valeur minimale
lorsque l’angle ϕ augmente. La contrainte tangentielle varie également entre τmax et τmin, la
première valeur étant positive, la deuxième négative.

3.2.3.1  DÉFINITION  DES  CONTRAINTES  PRINCIPALES

La contrainte de cisaillement τuv devient nulle lorsque ½ (σx – σy) sin2ϕ + τxy cos 2ϕ = 0,
soit pour :

tan .2
2

ϕ
τ

σ σ
=
−

−
xy

x y

Déterminons pour quelle valeur de l’angle ϕ la contrainte normale σu est maximale ou
minimale. Dérivons dans ce but l’expression de cette contrainte par rapport à l’angle ϕ et
égalons le résultat à zéro :

d
d

u
x y xy

σ
ϕ

σ σ ϕ τ ϕ= − − ⋅ − =d i sin cos .2 2 2 0

L’angle ϕ pour lequel cette condition est remplie se trouve par :

tan .2
2

ϕ
τ

σ σ
=
−

−
xy

x y

Cet angle est identique à celui pour lequel la contrainte tangentielle est nulle. L’état de
contrainte correspondant à ce cas particulier est dénommé état de contraintes principales. Les
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contraintes normales sont alors maximale et minimale, les contraintes tangentielles sur les
faces rectangulaires étant nulles. Les contraintes normales principales sont désignées par σ1 et
par σ2. Les contraintes principales se calculent par les expressions :

σ σ σ σ σ τ1

2 21
2

1
2

4= + + − +x y x y xyd i d i . (3.6.1)

σ σ σ σ σ τ2

2 21
2

1
2

4= + − − +x y x y xyd i d i . (3.6.2)

L’angle de rotation à prévoir pour obtenir les contraintes principales sera désigné par ϕ*.

3.2.3.2  CONTRAINTE  TANGENTIELLE

La contrainte tangentielle est maximale ou minimale lorsque la dérivée de son expression
par rapport à l’angle ϕ est nulle, soit :

d
d

uv
x y xy

τ
ϕ

σ σ ϕ τ ϕ= − − =d icos sin .2 2 2 0

L’angle ϕ correspondant vaut : tan .2
2

ϕ
σ σ

τ
=

−x y

xy

Comme la tangente d’un angle reprend les mêmes valeurs tous les π radians, la contrainte de
cisaillement est maximale ou minimale sur deux plans perpendiculaires. La valeur de ces
contraintes se trouve par :

τ σ σ τmax .= + − +
1
2

4
2 2

x y xyd i

τ σ σ τmin .= − − +
1
2

4
2 2

x y xyd i (3.7)

Comme l’expression de l’angle contient les mêmes termes que celle de l’angle pour obtenir
les contraintes principales, pour atteindre la contrainte maximale ou minimale de cisaillement
à partir des contraintes principales, il faut procéder à une rotation de π/4 du système d’axes.
L’angle pour lequel la contrainte tangentielle devient maximale ou minimale sera désigné par
ϕ**.

3.2.4  CERCLE  DE  MOHR  DES  CONTRAINTES

La discussion de la variation des contraintes normales et des contraintes tangentielles et la
mise en évidence des propriétés est fortement simplifiée par la construction du cercle des
contraintes proposée par Mohr.

3.2.4.1  ÉQUATION  DU  CERCLE

Les deux expressions des contraintes dans la coupe oblique peuvent aussi s’écrire sous la
forme :

σu – ½ (σx + σy) = ½ (σx – σy) cos2ϕ – τxy sin2ϕ,
τuv = ½ (σx – σy) sin2ϕ + τxy cos2ϕ.

Elevons les deux expressions au carré et additionnons membre à membre :
{σu – ½ (σx + σy)}2 + τuv

2 = {½ (σx – σy)}2 + τxy
2.



Contraintes fondamentales

- 44 -

Cette relation représente l’équation d’un cercle dans le système de coordonnées O σ et O τ.
L’abscisse du centre du cercle est ½ (σx + σy), l’ordonnée étant nulle. Le rayon du cercle se
trouve par :

r = −F
HG

I
KJ +

1
2

2
2σ σ τx y xyd i .

Le cercle de Mohr des contraintes est une construction graphique très simple permettant de
trouver rapidement les valeurs de toutes les contraintes en module et sens dans une coupe
oblique, de repérer les contraintes principales et leur position, de trouver la contrainte
tangentielle maximale ou minimale.

3.2.4.2  CONSTRUCTION  DU  CERCLE

La construction du cercle de Mohr s’effectue de la manière suivante :
1. Tracer un système d’axes rectangulaires : axe horizontal O σ, axe vertical O τ ; choisir une

échelle convenable et identique sur les deux axes pour la représentation des contraintes.
2. Placer sur l’axe O σ les deux valeurs des contraintes σx et σy en intensité et sens, le sens

positif étant vers la droite. Porter τxy à l’extrémité de σx, parallèlement à l’axe O τ, en sens
et intensité.

3. Porter la contrainte τyx à l’extrémité de la contrainte σy en direction, sens et intensité.
Tracer le diamètre du cercle de Mohr en joignant les extrémités des deux contraintes
tangentielles et en cherchant son centre au point de coupure de ce diamètre avec l’axe O σ.

4. Dessiner le cercle de Mohr à partir du centre M situé au point d’intersection du diamètre
CD avec l’axe O σ. La contrainte moyenne vaut : σm = ½ (σx + σy).

Figure 3.5   Construction et utilisation du cercle des contraintes proposé par Mohr

3.2.4.3  CONTRAINTES  DANS  UNE  COUPE  QUELCONQUE

La recherche des contraintes σu, σv, τuv à partir de l’état de contrainte initial imposé par σx,
σy et τxy, s’effectue de la manière suivante :
1. L‘angle de rotation ϕ du système d’axes rectangulaire étant connu, tracer une corde CE,

parallèle à l’axe O σ, passant par le point C, et construire une deuxième corde EF, inclinée
de l’angle ϕ, dans la direction de l’axe O u.

2. Dessiner le diamètre FMG passant par le centre M. Les projections des points F et G sur
l’axe O σ sont situées à l’extrémité des contraintes  σu et σv. Les projections des mêmes
points sur l’axe O τ sont placées à l’extrémité des contraintes tangentielles τuv et τvu.
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3. Les contraintes recherchées seront tracées en portant σu et τuv l’une à la suite de l’autre afin
d’aboutir au point F, σv et τvu  l’une à la suite de l’autre afin d’arriver au point G.

Figure 3.6   Recherche des contraintes σu, σv, τuv et τvu

3.2.4.4  CONTRAINTES  PRINCIPALES

La recherche des contraintes principales ou des contraintes tangentielles extrémales
s’effectue de la façon suivante :
1. A partir du cercle de Mohr et de l’état de contrainte plan initial par rapport à un système

d’axes rectangulaire O x y, les contraintes principales sont données par les points de
coupure du cercle avec l’axe O σ. Le point le plus à droite définit σ1, le point le plus à
gauche σ2.

2. L’angle de rotation ϕ* à prévoir pour obtenir cet état de contrainte est obtenu en reliant le
point E du cercle avec l’extrémité de σ1, soit la corde EJ. L’angle CEJ est égal à ϕ*.

Figure 3.7   Contraintes principales, contraintes tangentielles extrémales

La recherche de la contrainte tangentielle maximale s’effectue d’une manière analogue, soit :
1. Tracer la corde EL1 passant par le sommet du cercle de Mohr située à l’abscisse ½ (σx +

σy). L’angle compris entre CE et EL1 est l’angle ϕ** recherché.
2. La valeur de la contrainte tangentielle maximale est égale au rayon du cercle de Mohr, soit

à : τmax = [(σx – σy)2 + 4 τxy
2] 

0,5 / 2.
Le sens de rotation à prévoir pour obtenir soit la contrainte principale σ1, soit la contrainte
tangentielle maximale τmax ressort immédiatement de la figure.

3.2.4.5  DÉFORMATIONS  SUIVANT  LES  CONTRAINTES  PRINCIPALES

Lorsque le parallélépipède rectangle est sollicité à l’action des contraintes normales
principales σ1 et σ2, les déformations suivants les axes O 1 et O 2 dépendent de ces deux
contraintes. Appliquons le principe de superposition des déformations sur l’axe O 1 :
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1. Allongement spécifique dû à la contrainte σ1 : ε
σ

11
1=

E
.

2. Contraction spécifique due à la contrainte σ2 : ε ν
σ

12
2= −

E
.

3. Déformation spécifique résultante sur O 1 : ε ε ε σ ν σ1 11 12 1 2
1

= + = −
E
b g.

La déformation spécifique dans les deux autres directions principale, la direction de l’axe O z
étant perpendiculaire au plan primitif O1 x y, sont :

4. Axe O 2 : ε σ ν σ2 2 1
1

= −
E
b g.

5. Axe O z = O 3 : ε ε
ν

σ σ3 1 2= = − +z E
b g.

Si les directions des contraintes principales sont connues et si les déformations spécifiques ε1,
ε2 sont trouvées par deux mesures au moyen d’extensomètres, les contraintes principales
peuvent se calculer par les expressions :

σ
ε ν ε

ν1
1 2

21
=

+ ⋅
−

b g E
et σ

ε ν ε
ν2

2 1
21

=
+ ⋅
−

b g E
.

3.2.5  ÉTATS  DE  CONTRAINTE  PLANS  PARTICULIERS

3.2.5.1  ETAT  DE  CONTRAINTE  MONOAXIAL

1. Contrainte simple de traction
Dans le cas de la contrainte simple de traction, les contraintes sont : σx positive, σy nulle et

τxy aussi nulle. Le parallélépipède élémentaire est sollicité seulement par deux contraintes
normales positives directement opposées, figure 3.8 à gauche.

Figure 3.8   Contraintes simples de traction et de compression

2. Contrainte simple de compression
Dans le cas de la contrainte simple de compression, les contraintes sont : σx négative, σy

nulle et τxy aussi nulle. Le parallélépipède élémentaire est sollicité seulement par deux
contraintes  normales négatives directement opposées, figure 3.8 à droite.

3. Contrainte tangentielle maximale ou minimale
Dans une coupe à 45° par rapport à l’axe O x, la section est sollicitée simultanément par

une contrainte normale et une contrainte tangentielle qui est maximale ou minimale. Ici, la
contrainte normale vaut la moitié de σx. Le module de la contrainte tangentielle est aussi égal
à la moitié du module de la contrainte normale σx.
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3.2.5.2  ÉTAT  DE  CISAILLEMENT  PUR

Le parallélépipède élémentaire est soumis uniquement à l’action de contraintes
tangentielles sur les quatre faces perpendiculaires au système d’axes rectangulaire O x y. Le
cercle de Mohr est centré sur l’origine du système de coordonnées. Ces contraintes obéissent
au principe de la réciprocité des contraintes tangentielles. En supposant la contrainte τxy
positive, la contrainte τyx est alors négative.

Figure 3.9   Etat de cisaillement pur et déformation suivant les contraintes principales
et sous l’action du cisaillement pur

Lorsque le parallélépipède élémentaire est tourné de 45°, les contraintes tangentielles
disparaissent complètement. Elles sont remplacées par des contraintes normales qui sont
principales : σ1 = - σ2. Le module des deux contrainte principales est égal à celui des
contraintes tangentielles.

3.2.5.3  RELATION  ENTRE  LE  MODULE  DE  GLISSEMENT  ET  LE  MODULE
D’ÉLASTICITÉ

Les modules d’élasticité E et de glissement G sont les caractéristiques de déformation des
matières. Elles sont reliées entre elles par les expressions trouvées pour les déformations dues
aux contraintes normales et tangentielles.
En partant de l’état de contrainte de cisaillement pur entrevu précédemment et en admettant
un parallélépipède carré pour simplifier l’écriture : dx = dy, les contraintes principales valent,
figure 3.9 :

σ1 = τ   et  σ2 = - τ.
La déformation spécifique suivant les contraintes principales suivant les contraintes princi-
pales s’expriment par :

1. Axe principal O 1 : ε
σ

ν
τ

ν1
1 1 1= + = +

E E
b g b g.

2. Axe principal O 2 : ε
σ

ν
τ

ν2
2 1 1= + = − +

E E
b g b g.

Comme les déformations restent toujours très petites vis à vis des dimensions primitives des
pièces, nous pouvons écrire :

tan /
/

.γ γ ε
ε ε

2 2
2

1 2 1≈ = = =

Remplaçons la déformation spécifique ε1 par son expression précédente et l’angle de
déformation γ par τ/G :
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γ
τ τ ν

= =
+

G E
2 1b g .

Le module de glissement G peut aussi se donner en fonction du module d’élasticité E et du
coefficient de contraction ν ou du coefficient de Poisson m par :

G E m
m

E=
+

=
+

⋅
2 1 2 1νb g b g . (3.8)

Pour les aciers, le coefficient de contraction vaut 0,3 et le module de glissement se trouve
pratiquement par : G = E /{2(1+0,3)} ≈ 0,385 E .
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CHAPITRE  4

CARACTÉRISTIQUES  DES  SURFACES  PLANES

La notion de moment statique et de moments quadratiques de surfaces planes intervient
dans le calcul des contraintes et des déformations de pièces prismatiques sollicitées par la
flexion et / ou la torsion.

4.1  DÉFINITIONS  ET  PROPRIÉTÉS

4.1.1  MOMENTS  STATIQUES  DE  SURFACE

Soit une surface plane de forme quelconque ainsi qu’une paire d’axes rectangulaires O x y
se coupant à angle droit, contenant cette surface. Divisons cette surface en surfaces élé-
mentaires d’aire dA = dx . dy. L’aire de la surface A est égale à la somme intégrale des
surfaces élémentaires :

A A x y
AA

= = ⋅zz d d d .

Figure 4.1   Aire d’une surface  repérée par rapport aux axes rectangulaires O x et O y

4.1.1.1  DÉFINITIONS

Le moment statique Sx d’une surface plane par rapport à un axe O x est égal à la somme
intégrale, étendue à toute la surface, des produits  y . dA. Le moment statique Sy de la même
surface par rapport à l’axe O y est égale à la somme intégrale, étendue à toute la surface, des
produits  x . dA :

S y A S x A
AAx yd et d= ⋅ = ⋅zz .

Le moment statique d’une surface est homogène au cube d’une longueur. Il s’évalue généra-
lement en cm3 ou en mm3. On peut définir d’une façon semblable, le moment statique polaire
Sp de la surface par rapport au point origine O par :
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S r A x y A
AAp d d= ⋅ = + ⋅zz 2 2 .

Cette grandeur n’est pratiquement jamais utilisée. La valeur du moment statique de surface
dépend de la position de l’axe de référence. Comme l’aire élémentaire dA est toujours
positive, le moment statique de surface par rapport à un axe peut devenir positif, négatif ou
même nul.

4.1.1.2  PROPRIÉTÉS

Les principales caractéristiques des moments statiques de surface sont :
1. Le moment statique d’une surface A par rapport à un axe est égal au produit de l’aire de la

surface A par la distance au centre de gravité :

S y A y A S x A x A
A Ax C y Cd et d= ⋅ = ⋅ = ⋅ = ⋅z z .

2. Le moment statique d’une surface A par rapport à un axe peut se calculer en sommant les
moments statiques partiels des surfaces composantes :

S y A y A S x A x A
i i

x C Ci i

n

y C Ci i

n

et= ⋅ = ⋅ = ⋅ = ⋅
= =
∑ ∑

1 1

.

3. La position du centre de gravité de la surface A, par rapport à un système d’axes
rectangulaire O x y, est donnée par ses coordonnées calculables par :

x
S
A

y S
AC

y
C

xet= = .

4. Les moments statiques de surface, par rapport à un système d’axes rectangulaire passant
par son centre de gravité, sont nuls.

4.1.2  MOMENTS  QUADRATIQUES  DE  SURFACES  PLANES

4.1.2.1  MOMENT  QUADRATIQUE  POLAIRE

On appelle moment quadratique polaire Ip d’une surface plane par rapport à un point O
situé dans son plan la somme intégrale :

I r A
Ap d= ⋅z 2 , (4.1)

r étant la distance entre le point O et la surface élémentaire dA, figure 4.1.

4.1.2.2  MOMENTS  QUADRATIQUES  AXIAUX

Soit une surface plane d’aire totale A, positionnée par rapport à un système d’axes
rectangulaires O x y. On appelle moment quadratique axial de la surface par rapport à l’un des
axes la somme intégrale :

Axe O x : I y A
Ax d= ⋅z 2 . (4.2.1)

Axe O y : I x A
Ay d= ⋅z 2 . (4.2.2)

Pour la surface élémentaire d’aire dA, nous pouvons calculer les moments quadratiques
élémentaires polaire et axiaux par les relations :
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dIp = r2 . dA, dIx = y2 . dA, dIy = x2 . dA.
Comme les axes O x et O y sont perpendiculaires, nous pouvons écrire :

dIp = r2 . dA = (x2 + y2) dA = dIx + dIy.
Sommons les moments quadratiques élémentaires polaires et axiaux sur toute l’étendue de la
surface. Nous obtenons :

I r A y A x A
AAAp d d d= ⋅ = ⋅ + ⋅zzz 2 2 2 .

Nous pouvons finalement écrire la relation fondamentale entre les moments quadratiques
d’une surface plane :

Ip = Ix + Iy. (4.3)
Le moment quadratique polaire Ip est égal à la somme des moments quadratiques axiaux Ix et
Iy, les axes ayant une position quelconque dans le plan de la surface, mais perpendiculaires.
Comme les distances x, y, r, apparaissent au carré dans ces diverses relations, les moments
quadratiques polaire et axiaux sont homogènes à la quatrième puissance d’une longueur, cette
grandeur étant toujours positive. Les moments quadratiques de surface sont évaluées géné-
ralement en mm4 ou cm4.

4.1.2.3  RAYONS  DE  GIRATION

Par définition, le moment quadratique de la surface est égal au produit du carré d’une
distance, appelée rayon de giration i, par l’aire de la surface A. Nous obtenons ainsi les
relations suivantes :

Ix = ix
2 . A, Iy = iy

2 . A, Ip = ip
2 . A.

Les rayons de giration se trouvent par les expressions :

i I
A

i
I
A

i
I
Ax

x
y

y
p

p= = =, , . (4.4)

Pour calculer le rayon de giration d’une surface par rapport à un axe, il est nécessaire de
trouver l’aire de la surface et le moment quadratique par rapport à cet axe. Le rayon de
giration axial est la distance à laquelle il faudrait placer l’aire A, par rapport à l’axe de
référence, pour obtenir le même moment quadratique Ix ou Iy, la surface étant infiniment
étroite.

4.1.3  THÉORÈME  DE  HUYGENS  OU  DE  STEINER

Soit une surface plane d’aire A, repérée par rapport à deux systèmes d’axes rectangulaires,
le premier C x y passant par le centre de gravité de la surface, le deuxième O x1 y1, parallèle
au premier, figure 4.2.
Exprimons la valeur du moment quadratique élémentaire de la surface dA par rapport à l’axe
O x1 en fonction de la distance entre les deux axes parallèles et la distance de la même surface
par rapport à C x :

dIx1 = y1
2 . dA = (yC + y)2 . dA = yC

2 . dA + 2 yC . y . dA + y2 . dA.
Le moment quadratique par rapport à l’axe O x1 se trouve par la somme intégrale :

I y A y y A y A y A y S I
AAAx C C C C x xCd d d1

2 2 22 2= ⋅ + ⋅ + ⋅ = ⋅ + ⋅ +zzz .
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Figure 4.2   Valeur des moments quadratiques pour un déplacement parallèle d’un axe
Coordonnées d’une surface élémentaire dA par rapport à O x y

Le moment statique Sx de la surface par rapport à l’axe C x passant par le centre de gravité est
nul. Le moment quadratique vaut donc :

I I y Ax xC C1
2= + ⋅ . (4.5.1)

Le moment quadratique d’une surface plane par rapport à un axe est égal au moment
quadratique de cette surface par rapport à l’axe parallèle passant par le centre de gravité,
augmenté du produit du carré de la distance entre les deux axes par l’aire de la surface. C’est
le théorème de Huygens ou de Steiner.
Le moment quadratique de la surface par rapport à l’axe O y1 se trouve par :

Iy1 = IyC + xC
2 . A. (4.5.2)

Comme les expressions des moments quadratiques sont représentés par des sommes
algébriques, nous pouvons fractionner, ajouter ou soustraire des surfaces pour déterminer le
moment quadratique d’une surface, composée de plusieurs surfaces partielles, par rapport à un
axe donné.

4.1.4  MOMENT  PRODUIT

Par définition, le moment produit d’une surface plane par rapport à un système d’axes
rectangulaires O x y situé dans son plan est égal à la somme intégrale :

I x y A
Axy d= ⋅ ⋅z , (4.6)

x et y étant les coordonnées de l’élément de surface dA par rapport au système de référence,
figure 4.2 à droite. Le moment produit est homogène à la quatrième puissance d’une
longueur, comme le moment quadratique axial. Il s’exprime aussi en cm4 ou mm4.

Attention !
Le moment produit peut prendre des valeurs positives, négatives ou même nulles.

4.1.4.1  PROPRIÉTÉS

Le moment produit Ixy fait intervenir les coordonnées x et y de l’élément de surface dA
avec le signe correspondant. Les propriétés principales des moments produits de surface sont
énumérées ci-après.
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1. Surface symétrique par rapport à l’un des axes
Si l’un des axes de référence est axe de symétrie de la surface, le moment produit est nul :

Ixy = 0.
En effet, deux éléments de même aire élémentaire, symétriques par rapport à cet axe, donnent
toujours :

x1 y1 dA + x2 y2 dA = 0,
cette relation restant valable pour toute l’étendue de la surface.

2. Axes conjugués
On appelle axes conjugués d’une surface plane deux axes quelconques pour lesquels le

moment produit est nul.
3. Axes principaux
On appelle axes principaux d’une surface plane deux axes conjugués rectangulaires. Si

l’origine du système d’axes coïncide avec le centre de gravité de la surface et que ces axes
sont axes principaux, ce sont les axes principaux de gravité.

Ces diverses définitions permettent de tirer les propriétés suivantes :
1. A tout axe O x correspond un axe conjugué O y.
2. Chaque surface admet un système d’axes principaux passant par n’importe quel point O du

plan contenant cette surface.
3. L’axe de symétrie d’une surface plane est toujours axes principal de la surface.

4.1.4.2  TRANSLATION  DU  SYSTÈME  D’AXES

Le moment produit élémentaire de la surface d’aire dA par rapport à un système d’axes de
référence rectangulaire O x1 y1 se trouve par :

dIx1,y1 = (xC + x) . (yC + y) . dA = (xC yC + x yC + xC y + x y) . dA.

Figure 4.3   Translation d’un système d’axes et moment produit

Le moment total par rapport au système d’axes O x1 y1 se trouve par la somme intégrale :

I x y x y x y x y x y A y S x S I
Ax y C C C C C C C y C x xy1 1 C

= ⋅ + ⋅ + ⋅ + ⋅ = ⋅ ⋅ + ⋅ + ⋅ +z b g .

Les moments statiques de surface Sx et Sy sont nuls si le système d’axes rectangulaire C x y
passe par le centre de gravité de la surface. Le moment produit s’exprime par :

I I x y Ax y x y C C1 1 C C
= + ⋅ ⋅ . (4.7)

Dans cette expression, les coordonnées du centre de gravité xC et yC doivent être introduits en
grandeur et signe. Le moment produit d’une surface plane, par rapport à un système d’axes
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rectangulaire parallèle au premier, est égal au produit de cette surface, passant par le centre de
gravité, augmenté du produit des coordonnées du centre de gravité par l’aire de la surface.

Attention !
La relation proposée n’est applicable qu’à partir d’un système d’axes passant par le centre

de gravité de la surface.

4.2  CALCUL  DES  MOMENTS  QUADRATIQUES

Le calcul analytique des moments quadratiques de surface planes n’est possible que pour
des formes géométriques simples. Les formes fondamentales sont représentées par le
rectangle, le cercle et le triangle.

4.2.1  RECTANGLE,  CERCLE  ET  TRIANGLE

4.2.1.1  RECTANGLE

1. Par rapport à un axe confondu avec l’un des côtés
Calculons le moment statique de surface et le moment quadratique par rapport à l’axe O x1

confondu avec le côté inférieur du rectangle. La bande élémentaire découpée présente une
surface élémentaire dA = b dy.

- Moment statique : S y A b y y b h h A
Ax

h

1
d d= ⋅ = ⋅ ⋅ = = ⋅zz 2

0 2 2
.

- Moment quadratique : I y A b y y bh h A
Ax

h

1
d d= ⋅ = ⋅ ⋅ = = ⋅zz 2 2

0

3 2

3 3
.

Figure 4.4   Moments quadratiques axiaux de surfaces rectangulaires et parallélogramme

2. Par rapport à un axe, parallèle à un côté, passant par le centre de gravité
Calculons le moment statique de la surface rectangulaire située en dessus de l’ordonnée

y1 :

Moment statique : S b y y b h yx y

h/
d

1

= ⋅ ⋅ = −
F
HG

I
KJz 2 4

2 2

1
2 .

Moment quadratique axial : I b y y bh
x h/

h/
d= ⋅ ⋅ =

−z 2
3

2

2

12
.

D’une manière semblable, le moment quadratique axial par rapport à C y vaut : Iy = h b3/12.
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3. Moment quadratique polaire par rapport au centre de gravité
Le moment quadratique polaire se trouve par addition des deux moments quadratiques

axiaux :
Ip = Ix + Iy = (b h/12) (h2 + b2) = A d 

2/12,
d représentant la diagonale du rectangle.

4.2.1.2  CERCLE

1. Moment quadratique polaire par rapport au centre de gravité du cercle
Soit un cercle de rayon extérieur re et soit une surface annulaire élémentaire de rayon

intérieur r, de largeur dr. La surface élémentaire découpée se trouve par : dA = 2 π r dr.
Par définition, le moment quadratique élémentaire est égal à :

dIp = r2 dA = 2 π r3 dr.
Le moment quadratique polaire pour l’ensemble du cercle, le rayon r variant de 0 à re, vaut :

I r r r d
p

r

e
e d= ⋅ = ⋅ =z 2

2 320

3 4
4

π
π π .

2. Moment quadratique axial par rapport à un axe passant par le centre de gravité
Comme Ip = Ix + Iy et que Ix = Iy = Ip/2 pour le cercle plein, alors :

I I d
x y= =

π 4

64
.

Figure 4.5 Moments quadratiques pour les surfaces circulaire pleine et annulaire

4.2.1.3  COURONNE  CIRCULAIRE

Les expressions trouvées pour le cercle sont directement applicables à la surface
annulaire.

Moment quadratique polaire : I d dp e i= ⋅ −
π
32

4 4c h.

Moment quadratique axial : I I d dx y e i= = ⋅ −
π
64

4 4c h.
Si la couronne est très mince, le diamètre moyen étant représenté par dm, l’épaisseur par s « 
dm, les expression peuvent s’écrire :

I d s I I d sp x yet≈ ⋅ ⋅ = ≈ ⋅ ⋅
π π
4 8

3 3c h c h.
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4.2.1.4  TRIANGLE

Soit un triangle de base b, parallèle à l’axe C x, de hauteur h. Proposons-nous de calculer
le moment quadratique axial Ix1 par rapport à l’axe O x1 confondu avec la base b. Découpons
une surface élémentaire constituée par une bande de largeur by et de hauteur dy. L’aire de la
surface élémentaire vaut : dA = by . dy avec by = b (1 – y/h). Le moment quadratique
élémentaire se trouve par : dIx1 = y1

2 . dA = y2 . b (1 – y/h). Le moment quadratique axial se
trouve par la somme :

I b y y
h

y bh
x

h

1
d= ⋅ ⋅ −FHG
I
KJ ⋅ =z 2

3

0
1

12
.

Figure 4.6   Moments quadratiques d’un triangle quelconque et moment produit d’un triangle rectangle

Le moment quadratique axial, pour un axe passant par le centre de gravité C du triangle,
parallèle au côté b, se trouve par :

I I h A bh
x x= − FHG

I
KJ ⋅ =

1 3 36

2 3

.

Pour calculer les moments quadratiques Iy1 et Iy, il faut décomposer la surface triangulaire en
surfaces triangulaires composantes, sommer ou soustraire les valeurs trouvées en fonction du
découpage adopté.
Déterminons le moment produit d’une surface triangulaire rectangle. Supposons que les côtés
b et h soient parallèles aux axes de gravité C x y. Déplaçons tout d’abord le système de
coordonnées pour que son origine coïncide avec le milieu de l’hypoténuse. Le moment
produit par rapport à M x1 y1 est nul car l’axe M x1 est axe de symétrie du triangle isocèle de
gauche, l’axe M y1 est axe de symétrie du triangle isocèle inférieur.
Procédons à un déplacement parallèle d’axes pour placer l’origine du système de coordonnées
en C. Les coordonnées de M, par rapport à C x y, sont (b/6, h/6). Le moment produit vaut :

I I b h A b h
xy x y= − ⋅ ⋅ = −

⋅
1 1 6 6 72

2 2

.

4.2.2  SURFACES  DÉCOMPOSABLES  EN  SURFACES  SIMPLES

Le calcul des moments quadratiques axiaux, polaire et produit d’une surface plane décom-
posable en surfaces simples s’effectuera en recherchant :
1. Les aires composantes et l’aire totale.



4. Caractéristiques des surfaces planes

- 57 -

2. Les moments statiques de surface Sx1 et Sy1 par rapport à un système de référence simple O1
x1 y1.

3. La position du centre de gravité C à partir ces coordonnées :
xC = Sy1/A et yC = Sx1/A.

4. Les moments quadratiques axiaux Ix, Iy en appliquant les relations de base et le théorème de
Huygens.

5. Le moment quadratique polaire  Ip = Ix + Iy, le pôle étant le centre de gravité de la surface.
6. Le moment produit Ixy en appliquant les relations de base et le théorème de Huygens.
7. Les rayons de giration ix, iy à partir des moments quadratiques axiaux de gravité et l’aire de

la surface.
Les parties ajourées des surfaces seront introduites avec le signe négatif dans les diverses
relations.

4.2.2.1  SURFACES  COMPOSANTES  SYMÉTRIQUES

Soient quatre surfaces constituées par des rectangles ou des parallélogrammes et soit C x
l’axe de référence passant par le centre de gravité, parallèle à la base, situé à mi hauteur du
profilé.
Les dimensions extérieures de ces surfaces sont B et H, les dimensions intérieures b et h,
figure 4.7. Le moment quadratique axial de gravité Ix peut s’exprimer immédiatement par la
différence de deux moments quadratiques de surfaces rectangulaires :

I B H bhx = ⋅ −
1

12
3 3c h.

Figure 4.7 Moments quadratiques Ix de surfaces composantes symétriques

4.2.2.2  SURFACES  DÉCOMPOSABLES  EN  RECTANGLES

La recherche du moment quadratique Ix s’effectuera en calculant tout d’abord la position
de l’axe de gravité C x tel que yC1

 . B h + yC2 . b H soit nul, figure 4.8. Les moments quadra-
tiques partiels IxC1 et IxC2 par rapport à des axes parallèles à C x, passant par les centres de
gravité des surfaces composantes, se trouvent par :

I B h I b H
xC xCet

1 2

3 3

12 12
= = .

Le moment quadratique total par rapport à l’axe C x devient :

I B h y B h b H y b Hx C C= + ⋅ + + ⋅
3

2
3

2

12 121 2
.
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Figure 4.8   Surfaces décomposables en rectangles simples

4.2.2.3  SURFACES  DEMI  CIRCULAIRES

Les profilés composés contiennent très souvent une surface composante constituée par un
demi cercle ou par une demi couronne circulaire. Le calcul des moments quadratiques axiaux
utilise les méthodes exposées précédemment.

Figure 4.9   Surfaces demi circulaires et demi couronne circulaire

1. Surface demi circulaire
Les moments quadratiques par rapport aux axes O x y1 sont égaux pour les deux premières

surfaces, l’axe O y1 ne passant pas par le centre de gravité du demi cercle :

I I d
x y= =

1

4

128
π .

Le moment quadratique axial Iy se trouve à partir du moment quadratique Iy1 en effectuant un
déplacement d’axe. La distance entre les deux axes O y1 et C y vaut 2 d/(3 π). Le moment
quadratique Iy se trouve finalement par :

I d d d dy = −
F
HG
I
KJ ⋅ = −

F
HG

I
KJ ⋅

π
π

π π
π

4 2 2
4

128
2
3 8 128

1
18

.

2. Surface demi couronne circulaire
Les caractéristiques géométriques de cette surface se trouvent par la méthode générale de

résolution, soit :
Aire de la surface : A = (π/8) (de

2 – di
2).

Moment statique de surface par rapport à O y1 : Sy1 = (1/12) (de
3 – di

3).
Abscisse du centre de gravité : xC = Sy1 /A = 2 (de

3 – di
3) / [3 π (de

2 – di
2)].

Moment quadratique par rapport à O y1 : Iy1 = (π/128) (de
4 – di

4).
Moment quadratique par rapport à l’axe O y passant par le centre de gravité C :
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Iy = Iy1 – xC
2 . A.

3. Moment quadratique par rapport à un axe parallèle aux axes de référence
Pour calculer le moment quadratique d’une surface composante constituée par exemple

par un demi cercle ou une demi couronne circulaire par rapport à un axe parallèle à un axe de
référence, le théorème de Huygens s’applique à partir du moment quadratique de gravité et
non à partir du moment quadratique Iy1 !

4.2.3  RECHERCHE  GRAPHIQUE  PAR  LA  MÉTHODE  DE  MOHR

La méthode graphique de recherche des moments quadratiques proposée par Mohr
s’applique aux surfaces ne pouvant pas se décomposer en surfaces simples. Elle consiste à
diviser la surface réelle en rectangles composants et à utiliser les propriétés du polygone
funiculaire développée en Statique [15].

Figure 4.10   Méthode de Mohr pour la recherche du moment quadratique axial

4.2.3.1  JUSTIFICATION  DE  LA  MÉTHODE

Soit A la surface totale donnée initialement et soit A1 l’aire de la surface d’une bande
rectangulaire, largeur ∆x, découpée parallèlement à l’axe O y1. Le moment quadratique de
cette surface par rapport à l’axe O y1 se trouve par :

I x A y x x A x x Ai y i i
i i

i i i i i, ,
1

2
3

2

12
= ⋅ = ≈ ⋅ = ⋅ ⋅

∆ ∆ b g
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en négligeant le moment quadratique par rapport au centre de gravité de la surface partielle.
Le triangle i-1,Ai,i est semblable au triangle construit sur le polygone funiculaire. Nous
pouvons écrire :

εi
 . H = xi

 . Ai.
Le moment quadratique élémentaire se trouve par Ii,y1 = xi εi H, avec xi εi le double de l’aire
du triangle construit sur le polygone funiculaire, soit 2 Ωi. En choisissant une distance polaire
H = A/2, le moment quadratique élémentaire devient :

Ii,y1 = A . Ωi.
Le moment quadratique axial, par rapport à l’axe O y1, est égal au produit de l’aire de la
surface imposée sur la figure par l’aire de la surface comprise entre le polygone funiculaire et
l’axe de référence O y1. En vérité, la construction du polygone funiculaire s’effectue
habituellement à une échelle différente de 1 : 1 . Si l’échelle de la représentation de la surface
donnée est  1 cm ↔ a cm, alors le moment quadratique axial se trouve par :

Iy1 = A Ω a2.

4.2.3.2  MOMENT  QUADRATIQUE  AXIAL  DE  GRAVITÉ

La surface de calcul Ω présente deux composantes : la surface Ω1 proportionnelle au
moment quadratique axial de gravité Iy, la surface Ω2 proportionnelle au produit xC

2 . A
intervenant dans la relation du déplacement parallèle de l’axe.
L’aire de la surface Ω1 comprise entre la courbe funiculaire et les côtés extrêmes 0,n, permet
de trouver le moment quadratique axial par rapport à C y. Pour calculer le moment
quadratique axial de gravité Ix, il faut répéter la construction en découpant des bandes
rectangulaires parallèlement à l’axe O x.
Cette méthode graphique, utilisée pour les surfaces de forme quelconque, nécessite le calcul
préalable de l’aire des surfaces rectangulaires composantes, la détermination de leur centre de
gravité et la construction du polygone funiculaire. De plus, elle impose la recherche de l’aire
totale d’une surface limitée par une ou plusieurs courbes fermées.

4.2.4  RECHERCHE  NUMÉRIQUE  DES  MOMENTS  QUADRATIQUES

Le calcul numérique du moment quadratique axial de gravité Ix et Iy peut s’effectuer très
facilement par un découpage de la surface primitive en surfaces simples constituées par des
bandes. La méthode proposée ici est très facile à utiliser. Elle consiste à remplacer les bandes
parallèles par des rectangles d’aire équivalente. Les moments quadratiques axiaux et produit
peuvent tous se trouver par des opérations algébriques.

1. Caractéristiques de la surface composante Ai

Soit une surface de forme quelconque, d’aire totale A . Proposons-nous de trouver les
caractéristiques géométriques de cette surface plane. Traçons dans ce but un système d’axes
rectangulaires O x1 y1 de telle sorte que la surface soit située entièrement dans le premier
quadrant. Découpons la surface, de longueur projetée lx sur l’axe O x1, en 2m (m = 2, 3, 4, 5
ou 6) bandes composantes, parallèles à l’axe O y1, de largeur h = lx/2m.
Pour la bande composante i, d’aire Ai, les caractéristiques géométriques sont :
1. Ordonnée à l’abscisse xi : inférieure y1i, supérieure y2i.

Ordonnée à l’abscisse xi+1 : inférieure y1i+1, supérieure y2i+1.
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Figure 4.11   Calcul numérique des moments quadratiques

2. Position du centre de gravité de la surface rectangulaire équivalente :
xCi ≈ xi + h/2 = x1 + h (i – 0,5).
yCi ≈ y1 + ∆yi/2 = (y1i + y1i+1)/2 + [(y2i + y2i+1)-(y1i + y1i+1)]/4.

3. Aire de la surface : A = h . ∆yi = h [(y2i + y2i+1) – (y1i + y1i+1)] / 2.
4. Moments statiques de surface par rapport aux axes O x1 et O y1 :

Sxi = (yi + ∆yi /2) . Ai.
Syi = (xi + h/2) . Ai.

5. Moments quadratiques axiaux de la surface par rapport aux axes O x1 et O y1 :
Ix1i = (h  ∆yi

3) / 12 + yCi
2  Ai .

Iy1i = (∆yi  h3) / 12 + xCi
2  Ai .

6. Moment produit :
Ix1y1 = xCi  yCi  Ai .

2. Caractéristiques de la surface totale
Le nombre n = 2m de bandes composantes étant fixé et toutes les 2 (n+1) ordonnées étant

connues, les caractéristiques géométriques de la surface par rapport au système de référence
trirectangle O x1 y1 peuvent se trouver par sommation.

1. Aire de la surface : A h y y y y
i

= ⋅ + − +
+ +

=
∑ 1

2 2 2 1 1
1

1 1i i i i

n

d i d i .

2. Moment statique de surface : S y A
i

x C i

n

i1
1

= ⋅
=
∑ .

S x A
i

y C i

n

i1
1

= ⋅
=
∑ .

3. Moment quadratiques axiaux : I h y y A
i

x
i

C

n

ii1

3
2

1 12
=

⋅
+ ⋅

=
∑ ∆ .

I y h x A
i

y
i

C

n

ii1

3
2

1 12
= + ⋅

=
∑ ∆ . .

4. Moment produit : I x y A
i

n

x y C C i1 i i1
1

= ⋅ ⋅
=
∑ .

Habituellement, ce sont les grandeurs de gravité qu’il faut connaître. Pour trouver ces
dimensions, il suffit d’appliquer le théorème de Huygens pour les moments quadratiques
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axiaux et le moment produit après avoir trouvé les coordonnées du centre de gravité C de la
figure plane.
Position du centre de gravité par rapport au système primitif de référence O x1 y1 :

xC = Sy1 / A     et     yC = Sx1 / A .
Moments quadratiques axiaux de gravité :

Ix = Ix1 – yC
2 A     et     Iy = Iy1 – xC

2 A.
Moment produit de gravité :

Ixy = Ix1y1 – xC yC A.

4.3  ROTATION  DU  SYSTÈME  D’AXES  DE  GRAVITÉ

L’application du théorème de translation des axes permet de calculer les moments
quadratiques axiaux et produit d’une surface plane par rapport à un système d’axes passant
par le centre de gravité. La rotation du système d’axes, étudié ci-après se limitera aux axes
dont l’origine est confondue avec le centre de gravité de la surface.

4.3.1  RELATIONS  ANALYTIQUES

Les coordonnées de la surface dA étant repérées par x et y dans le système d’axes
rectangulaires O x y, la même surface élémentaire présente les coordonnées u et v dans le
système d’axes rectangulaire O u v, tourné de l’angle ϕ  par rapport au système de référence.

Figure 4.12   Coordonnées u et v de la surface élémentaire dA dans le système d’axes O u v

La figure 4.12 permet de tirer immédiatement la relation suivante entre les coordonnées :
u = x . cosϕ + y . sinϕ,

v = - x . sinϕ + y . cosϕ.
Ce deux relations de transformation permettent de trouver les coordonnées u et v à partir des
coordonnées x et y, l’angle de rotation ϕ  étant donné.

4.3.1.1  MOMENTS  QUADRATIQUES  AXIAUX

Soit à trouver les expressions des moments quadratiques axiaux Iu et Iv à partir des
moments quadratiques Ix et Iy, et produit Ixy, l’angle de rotation ϕ  étant imposé. Remplaçons
u et v par leurs expressions et développons les sommes intégrales :

I v A x y A x A y A x y A
AA A AAu d d d d d= = − + = + −zz z zz2 2 2 2 2 2 2sin cos sin cos sin cos .ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕb g
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I u A x y A x A y A x y A
AA A AAv d d d d d= = + = + +zz z zz2 2 2 2 2 2 2cos sin cos sin sin cos .ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕb g

Introduisons dans ces deux expression les définitions des moments quadratiques et produit par
rapport au système d’axes O x y, soit les simplifications suivantes :

I y A I x A I x y A
A AAx y xyd d d= = =z zz2 2, , .

sin cos , cos cos , sin cos sin .2 21 2
2

1 2
2

2 2ϕ
ϕ

ϕ
ϕ

ϕ ϕ ϕ=
−

=
+

=

Les relations des moments quadratiques axiaux deviennent :

I
I I I I

Iu
x y x y

xy=
+

+
−

⋅ −
2 2

2 2cos sin .ϕ ϕ (4.8.1)

I
I I I I

Iv
x y x y

xy=
+

−
−

⋅ +
2 2

2 2cos sin .ϕ ϕ (4.8.2)

Figure 4.13   Rotation du système d’axes par rapport à la position primitive de référence

4.3.1.2  MOMENT  QUADRATIQUE  PRODUIT

Le moment produit Iuv par rapport aux nouveaux axes se calcule par la somme intégrale :

I uv A x y x y A
A Auv d d= = + ⋅ − + ⋅ =z z cos sin sin cosϕ ϕ ϕ ϕb g b g

= − ⋅ + ⋅ − ⋅ zzzcos sin sin cos sin cos .2 2 2 2ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕc h x y A y A x A
AAA

d d d

En effectuant les mêmes substitutions que pour les moments quadratiques axiaux, le moment
quadratique produit s’exprime par :

I
I I

Iuv
x y

xy=
−

⋅ +
2

2 2sin cos .ϕ ϕ (4.9)

Le moment produit devient nul lorsque tan2ϕ  = - 2 Ixy/(Ix – Iy). Ce moment peut devenir
positif, négatif ou nul suivant les valeurs des moments quadratiques et la position du nouveau
système d’axes rectangle O u v.

4.3.1.3  AXES  PRINCIPAUX  DE  GRAVITÉ

Déterminons la valeur de l’angle ϕ  pour laquelle le moment quadratique axial Iu est
maximal ou minimal. Dérivons l’expression de ce moment quadratique par rapport à l’angle ϕ
et égalons à zéro :
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d
d

u
x y xy

I I I I
ϕ

ϕ ϕ= − − ⋅ − ⋅ =( ) sin cos ,2 2 2 0

ou encore : tan .2
2

ϕ = −
−

I
I I

xy

x y

Cette solution montre qu’il existe deux angles 2 ϕ1 et 2 ϕ2, différents de π, donc deux angles
ϕ1 et ϕ2 différents de π/2. Pour ces valeurs particulières, le moment quadratique Iu est maximal
ou minimal. Ce résultat est aussi valable pour le moment quadratique Iv. De plus, cet angle
correspond à celui pour lequel le moment produit est nul.

Propriétés
1. Le moment produit d’une surface plane devient nul lorsque les moments quadratiques

axiaux deviennent maximal ou minimal.
2. Les axes rectangulaires, passant par le centre de gravité de la surface, sont alors les axes

principaux de gravité.

4.3.2  RECHERCHE  GRAPHIQUE  PAR  LE  CERCLE  DE  MOHR - LAND

Les relations trouvées pour les moments quadratiques Iu, Iv, Iuv, sont identiques à celles de
l’état des contraintes dans le plan. Les moments quadratiques axiaux suivant les axes
principaux de gravité sont donnés par :

I
I I

I I I1 2

2 2

2
1
2

4,

( )
.=

+
± − +x y

x y xyd i (4.10.1)

Le moment maximal ou minimal se trouve par :

I I I Iuv x y xymax,min
.= ± − +

1
2

4
2 2d i (4.10.2)

4.3.2.1  RECHERCHE  DES  MOMENTS  QUADRATIQUES

La construction du cercle de Mohr-Land permet de trouver, à partir des moments
quadratiques Ix, Iy, Ixy de gravité :
1. Les moments quadratiques axiaux et produit par rapport à un système d’axes rectangulaires

C u v  pour tout angle de rotation ϕ.
2. Les axes principaux de gravité.
3. Les moments quadratiques axiaux maximal et minimal.
4. Les axes conjugués obliques.

1. Principe de la construction du cercle
La construction du cercle de Mohr-Land, après le choix d’une échelle convenable pour la

représentation graphique des moments quadratiques, s’effectue de la manière suivante :
1. Tracer le système d’axes C x y et dessiner la surface par rapport à ce repère de base, le

centre de gravité de la surface se trouvant à l’origine C.
2. Porter sur l’axe vertical C y le diamètre du cercle de Mohr-Land  Ip = Ix + Iy.
3. A partir du point C, dessiner Ix, à partir du point diamétralement opposé Iy, le point

commun  P se trouvant à l’extrémité de Ix et de Iy.
4. A partir du point P, porter le moment produit Ixy : vers la droite si le moment est positif,

vers la gauche si ce moment est négatif. L’extrémité du moment produit, représenté par le
point T, est le centre quadratique.
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Figure 4.14   Recherche des moments quadratiques par le cercle de Mohr-Land

2. Recherche des moments quadratiques Iu, Iv, Iuv, pour des axes rectangulaires
A partir du point C sur le cercle, correspondant au centre de gravité de la figure plane,

construire les axes C u, C v, rectangulaires, tournés de l’angle ϕ  par rapport aux système
primitif de référence.
Les intersections de ces deux axes avec le cercle de Mohr-Land donnent les points U et V.
Abaisser, du centre quadratique T, une perpendiculaire au diamètre U V pour obtenir le point
P. Les grandeurs recherchées sont :
1. Le moment quadratique axial  Iu = U-P.
2. Le moment quadratique axial  Iv = V-P.
3. Le moment quadratique produit  Iuv = P-T.

Figure 4.15   Recherche des axes principaux de gravité et des moments quadratique I1 et I2

4.3.2.2  RECHERCHE  DES  AXES  PRINCIPAUX  DE  GRAVITÉ

Pour les axes principaux de gravité de la figure plane, le moment quadratique produit doit
être nul. Il s’ensuit que le diamètre, représentant le moment quadratique polaire Ip, doit passer
par le centre quadratique T.
La position des axes C-1 et C-2, passant par le centre de gravité C de la figure 4.15, se trouve
de la manière suivante :
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1. Dessiner le diamètre du cercle passant par le centre quadratique T et repérer les points 1 et 2
sur le cercle.

2. Tracer les axes C-1 et C-2.
3. Repérer les moments quadratiques principaux :

- Moment quadratique axial maximal (sur la figure) I1 = 1-T.
- Moment quadratique axial minimal (sur la figure)  I2 = 2-T.
- Angle de rotation des axes : ϕ*.

4.3.2.3  JUSTIFICATION  DE  LA  CONSTRUCTION  GRAPHIQUE

Le point P, placé à l’extrémité des moments quadratiques axiaux Iu, Iv, décrit une
circonférence passant par le centre quadratique T et le centre du cercle de Mohr-Land. Le
rayon de ce cercle vaut : R = Ip/2 = (Ix + Iy)/2 = (Iu + Iv)/2. La distance du centre du cercle à
l’extrémité Ix se trouve par la différence : Ix – Ip/2 = (Ix – Iy)/2. A partir de la figure 4.16 et par
projection des moments quadratiques sur le diamètre du cercle, il est possible d’écrire :

I
I I I I

Iu
x y x y

xy=
+

+
−

⋅ −
2 2

2 2cos sin .ϕ ϕ

I
I I I I

Iv
x y x y

xy=
+

−
−

⋅ +
2 2

2 2cos sin .ϕ ϕ

Le moment quadratique produit s’obtient par projection des moments quadratiques initiaux
sur la perpendiculaire au diamètre passant par le centre quadratique :

I
I I

Iuv
x y

xy=
−

⋅ +
2

2 2sin cos .ϕ ϕ

L’angle compris entre l’axe C y et le diamètre passant par les points U, V, est égal au double
de l’angle de rotation des axes ϕ.

Figure 4.16   Justification de la construction graphique par le cercle de Mohr-Land

4.3.3  AXES  CONJUGUÉS  QUELCONQUES

1. Valeur du moment produit
Les axes rectangulaires primitifs de gravité sont C x, C y, les axes obliques C u, C v,

inclinés des angles χ  et ϕ  par rapport à C x. L’angle entre l’axe C y et l’axe C v vaut : ψ = ϕ –
π/2. Exprimons le moment produit élémentaire dIuv en introduisant les distances p, q, figure
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4.17 : dIuv = p . q . dA avec p = - x sinχ + y cosχ  et  q = x cosψ + y sinψ . Le moment produit
total vaut :

I p q A x y x y A
AAuv d d= ⋅ ⋅ = − + ⋅ + ⋅zz sin cos cos sin ,χ χ ψ ψb g b g

I I I Iuv x y xy= ⋅ − ⋅ + ⋅ −cos sin sin cos cos cos sin sin .χ ψ χ ψ χ ψ χ ψb g

Figure 4.17  Recherche des axes conjugués quelconques et justification graphique

2. Axes conjugués quelconques
Pour un système d’axes conjugués quelconques, le moment produit Iuv doit être nul : Iuv =

0. Introduisons cette condition particulière dans l’expression du moment produit et divisons
toute l’expression par cosχ  . cosψ. La relation peut alors s’écrire sous la forme :

(Iy + Ixy tanψ) . tanχ = Ixy + Ix tanψ.
Si l’axe C v est l’axe adopté, l’axe conjugué est désigné par C n, l’angle χ  entre les axes C x
et C n étant nommé β. Cet angle se trouve par :

tan
tan

tan
.β

ψ

ψ
=

+

+

I I
I I

x xy

y xy

La construction graphique de l’axe conjugué C n par le cercle de Mohr-Land s’effectue en
traçant la corde V-T-N, passant par le centre quadratique T, le point N étant situé sur l’axe C n
et sur le cercle. La justification de la construction part du triangle M-V-T, l’angle inscrit
(MTV) étant égal à l’angle entre les axes C x et C n. Nous pouvons écrire :

tan
sin cos
cos sin

tan
tan

.β
ψ ψ

ψ ψ

ψ

ψ
=

+

+
=

+

+

I I
I I

I I
I I

x xy

y xy

x xy

y xy

4.3.4  APPLICATION

Soit à déterminer les moments quadratiques axiaux et produit d’un profilé en L dont les
dimensions sont :

base 80 mm, hauteur 160 mm, épaisseur des deux rectangles 10 mm.
Ce profil correspond approximativement au profil normé dit cornière à ailes inégales 160 . 80
. 10, profil possédant des arrondis dans les angles, [les valeurs données entre cro-
chets correspondent aux valeurs de la table annexée du profil cornière] .
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Unités utilisées dans le calcul : le cm
La surface est découpée en deux rectangles : 8 . 1 cm, 1 cm . 15 cm, le système d’axes de

référence étant O x1 y1. Une seconde possibilité de trouver facilement les caractéristiques de
ce profil est d’adopter deux rectangles, le premier plein de 8 cm sur 16 cm, le deuxième de 7
cm sur 15 cm creux.

1. Découpage en deux bandes de 1 cm d’épaisseur

1.1 Aires,  moments statiques et position du centre de gravité
Aire du profil

A1 = 8 cm . 1 cm = 8 cm2,
A2 = 1 cm . 15 cm = 15 cm2,
A = 8 cm2 + 15 cm2 = 23 cm2.   [23,2]

Position du centre de gravité
Sx = 0,5 cm . 8 cm2 + 8,5 cm . 15 cm2 = 131,5 cm3,
Sy = 4 cm . 8 cm2 + 0,5 cm . 15 cm2 = 39,5 cm3,
xC = Sy/A = 39,5 cm3 / 23 cm2 = 1,717 cm.   [1,69]
yC = Sx/A = 131,5 cm3 / 23 cm2 = 5,717 cm.   [5,63]

Figure 4.18   Exemple : Recherche des moments quadratiques principaux

1.2. Moments quadratiques axiaux et produit par rapport à O x1 y1

Ix1,1 = (8 . 13/12 + 0,52 . 8) cm4 = 2,667 cm4,
Ix1,2 = (1 . 153/12 + 8,52 . 15) cm4 = 1365 cm4,
Ix1 = 2,667 cm4 + 136,5 cm4 = 1367,67 cm4.
Iy1,1 = (1 . 83/12 + 42 . 8) cm4 = 170,667 cm4,
Iy1,2 = (15 . 13/12 + 0,52 . 15) cm4 = 5 cm4,
Iy1 = 170,667 cm4 + 5 cm4 = 175,667 cm4.
Ix1y1 = 0,5 cm . 4 cm . 8 cm2 + 0,5 cm . 8,5 cm . 15 cm2 = 79,75 cm4.

1.3. Moments quadratiques axiaux et produit par rapport à C x y
ICx = 1367,67 cm4 – 5,7172 cm2 . 23 cm2 = 615,94 cm4.   [611]
ICy = 175,667 cm4 – 1,7172 cm2 . 23 cm2 = 107,86 cm4.   [104]
ICxy = 79,95 cm4 – 5,717 cm . 1,717 cm . 23 cm2 = - 145,82 cm4.
Ip = 615,94 cm4 + 107,86 cm4 = 723,8 cm4.
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1. 4. Moments principaux I1 et I2

I1 = 723,8 cm4 / 2 + 0,5 {[(615,94 – 107,86)2 + 4 . 145,822]}0,5 cm4 = 654,82 cm4.   [648]
I2 = 361,9 cm4 – 292,92 cm4 = 68.98 cm4.   [67,0]
La figure 4.18 montre le cercle de Mohr-Land et la position des moments quadratiques
principaux dans le cercle.
Angle de rotation : 2 ϕ* = arc tan (2 . 145,82/508,08) = 29,86° et ϕ* = 14,93°.

2. Autre découpage : découpage en deux rectangles, l’un plein, l’autre creux
2.1 Aires,  moments statiques et position du centre de gravité
Aire du profil

A(+) = 8 cm . 16 cm = 128 cm2,
A(-) = - (7 cm . 15 cm) = 105 cm2,
A = 128 cm2 – 105 cm2 = 23 cm2.
Coordonnées du centre de gravité des deux surfaces  en cm : A(+) (4 , 8), A(-) (4,5, 8,5 cm).

Position du centre de gravité
Sx = 8 cm . 128 cm2 - 8,5 cm . 105 cm2 = 131,5 cm3,
Sy = 4 cm . 128 cm2 - 4,5 cm . 105 cm2 = 39,5 cm3,
xC = Sy/A = 39,5 cm3 / 23 cm2 = 1,717 cm.
yC = Sx/A = 131,5 cm3 / 23 cm2 = 5,717 cm.

2.2. Moments quadratiques axiaux des surfaces composantes par rapport à leurs axes
Ix(+) = (8 . 163/12) cm4 = 2730,67 cm4,
Ix(-) = - (7 . 153/12) cm4 = - 1968,75 cm4,
Iy(+) = (16 . 83/12) cm4 = 682,67 cm4,
Iy(-) = (15 . 73/12) cm4 = - 428,75 cm4,

2.3. Moments quadratiques axiaux par rapport au centre de gravité
Déplacement des deux surfaces par rapport au centre de gravité global
ICx = {2730,67 cm4 + (8-5,717)2.128 cm4} – {1968,75 cm4 + (8,5-5,717)2.105 cm4} = 615,83
cm4.
ICy = {682,67 cm4 + (4-1,717)2.128 cm4} – {428,75 cm4 + (4,5-1,717)2.105 cm4} = 107,83
cm4.
ICxy = {(4-1,717).(8-5,717).128 cm4} – {(4,5-1,717).(8,5-5,717).105 cm4} = - 146,087 cm4.
IpCdg = 615,83 cm4 + 107,83 cm4 = 723,66 cm4.

Remarque complémentaire
De nombreux logiciels de dessin et de calculs de pièces permettent de trouver l’aire d’une
surface plane quelconque, la position de son centre de gravité, la valeur des moments
quadratiques axiaux et principaux. Les valeurs calculées ne correspondent pas toujours avec
un calcul d’une surface composée de figures simples, la méthode utilisée n’étant généralement
pas donnée par le fournisseur ou le créateur du logiciel.
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Tableau 4.1
Moments quadratiques de surfaces simples

Surface  Moments quadratiques Surface  Moments quadratiques
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CHAPITRE  5

FLEXION  SIMPLE

La plupart des pièces de machines et les diverses structures de génie civil travaillent
principalement en flexion combinée habituellement à la torsion et au cisaillement. Les
contraintes de flexion dans les diverses parties sollicitées deviennent très rapidement
prépondérantes et imposent le plus souvent le choix et la forme des sections transversales.

5.1  EFFORTS  DANS  LES  POUTRES

On appelle poutre une barre, généralement rectiligne, qui travaille principalement en
flexion. La réduction des efforts extérieurs au centre de gravité des sections droites fait
apparaître principalement des moments fléchissants accompagnés d’efforts tranchants.

5.1.1  POUTRES  SOLLICITÉES  PAR  DES  FORCES  COPLANAIRES

Considérons une poutre rectiligne, encastrée à l’une de ses extrémités, la gauche dans ce
cas, chargée à l’autre par une force F perpendiculaire à la ligne moyenne. Imaginons une
coupe plane m - n à un endroit quelconque de la pièce et isolons la partie situé à droite de
cette section.

Figure 5.1   Poutre en porte-à-faux soumise à l’action de la force F

Ecrivons l’équilibre statique du tronçon isolé :

Σ Y = 0 : - F + FT = 0.
Σ M(O) = 0 : - a F + Mf = 0.

Pour maintenir le tronçon en équilibre, nous devons admettre qu’il existe, dans la section
imaginaire m - n, une force FT appelée effort tranchant, et un couple Mf, dénommé moment
fléchissant.

5.1.1.1  CONVENTION  DES  SIGNES  DES  EFFORTS

Soit un tronçon de poutre rectiligne limité par deux coupes planes imaginaires  m–m  et
n-n. Les signes affectés aux efforts tranchants et aux moments fléchissants sont définis
arbitrairement et ne correspondent pas au sens positif utilisé en mathématique. L’adoption de
cette convention convient bien au problèmes d’efforts situés dans un plan (2D). La mise en
équation des contraintes et des déformations dans les poutres sollicitées par des forces
coplanaires est facilitée par l’adoption de ces conventions.
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1. Effort tranchant
L’effort tranchant est considéré comme positif lorsqu’il a tendance à provoquer une

rotation dans le sens des aiguilles d’une montre sur le tronçon isolé. Dans le cas contraire, le
signe de l’effort tranchant est négatif.

2. Moment fléchissant
Le moment fléchissant est considéré comme positif lorsque l’incurvation de la poutre est

vers le bas. Dans le cas contraire, le moment fléchissant est considéré comme négatif. Cette
définition s’applique seulement aux pièces à ligne moyenne horizontale, cas fondamental.

Figure 5.2   Convention des signes pour l’effort tranchant et le moment fléchissant

L’effort tranchant possède le même signe que la contrainte tangentielle placée dans la coupe
imaginaire plane. Pour les pièces à axe non horizontal, le moment fléchissant sera représenté
du côté des fibres tendues, ce principe s’appliquant également aux poutres à ligne moyenne
horizontale.

5.1.1.2  FONCTION  DES  APPUIS

La configuration des appuis influence directement l’équilibre statique de la poutre et la
répartition des efforts. Nous pouvons distinguer la fonction de chaque type d’appui en
introduisant un code sur les possibilités de déformation et de transmission des forces et/ou des
couples. Nous affecterons la valeur 1 lorsque cette fonction existe, un 0 lorsqu’elle est
absente. L’ensemble s’exprime par un vecteur colonne à cinq éléments :
Elément 1 : déformation linéaire perpendiculaire à la ligne moyenne.
Elément 2 : déformation angulaire au droit de l’appui.
Elément 3 : présence possible d’un moment fléchissant au droit de l’appui.
Elément 4 : présence possible d’un effort tranchant au droit de l’appui.
Elément 5 : présence possible d’un effort normal au droit de l’appui.

Remarques
Sur la figure 5.3, les codes composants des appuis sont indiqués sur une ligne (vecteur
transposé). Il a été admis que les extrémités libres des poutres ne sont pas sollicitées par un ou
des efforts normal ou tranchant, par aucun moment fléchissant. Les appuis usuels sont : appui
encastré 1, appui libre sur rouleaux 2, appui articulé fixe 3, extrémité de poutre libre 8,
articulation dans la poutre 11. Les poutres en porte-à-faux sont appuyées sur des articulations
rigides, code 5, ou sur articulations élastiques, code 12. Toutes les articulations sont suppo-
sées sans frottement.
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Figure 5.3   Code et fonction des principaux appuis utilisés dans les poutres rectilignes

5.1.1.3  POUTRE  SOUMISE  AUX  FORCES  PARALLÈLES

La recherche des efforts dans une poutre rectiligne sollicitée par des forces parallèles,
concentrées, perpendiculaires à la ligne moyenne, fait intervenir les opérations suivantes :
1. Calcul de l’équilibre statique de la poutre par les relations ou méthodes usuelles et détermi-

nation des réactions d’appui.
2. Recherche des efforts : effort tranchant et moment fléchissant, sur chaque ligne d’action

des forces.
3. Représentation graphique, à des échelles adéquates, des valeurs de l’effort tranchant et du

moment fléchissant en fonction de l’abscisse de la poutre.

Figure 5.4   Exemple de tracé des diagrammes des efforts
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Exemple, figure 5.4
Soit à déterminer les diagrammes des efforts tranchants et des moments fléchissants dans

une poutre rectiligne, sollicitée par trois forces connues, parallèles, perpendiculaires à la ligne
moyenne de la pièce.
L’appui B est du type 01011, l’appui C du type 01010. La distance entre appuis est désignée
par l.

1. Equilibre statique de la poutre
Σ M(B) = 0 : FC = (x1 F1 + x2 F2 + x3 F3) / l.
Σ M(C) = 0 : FB = [(l-x1) F1 + (l-x2) F2 + (l-x3) F3] / l.
Contrôle : Σ Y = 0 : FB + FC – (F1 + F2 + F3) = 0.

2. Diagramme des efforts tranchants
À partir de la ligne de référence, parallèle à la ligne moyenne de la poutre, la réaction

d’appui FB se place avec son origine sur la ligne de référence, sa direction et son sens comme
sur le plan de la poutre, à l’échelle choisie pour cette représentation. Entre la force FB et la
force F1, l’intensité de l’effort tranchant reste constant et vaut |FB|. Le segment rectiligne,
parallèle à la ligne de référence, exprime cette propriété. A l’abscisse x1, l’effort tranchant
varie brusquement de F1. Cette force est portée à partir du segment rectiligne en direction,
sens et intensité. L’effort tranchant reste aussi constant entre les lignes d’action de F1 et F2.
La construction du diagramme se poursuit  en appliquant la méthode proposée pour la force
F1. L’effort tranchant FT, dans une section plane quelconque de la poutre, est égal à la somme
des forces appliquées à gauche de cette section :

F F F
i

n

T i gauche B= +
=
∑ .

1

3. Diagramme des moments fléchissants
Les moments fléchissants sont calculés sur chaque ligne d’action des forces concentrées

en tenant compte du signe du moment de force et de la convention pour les moments
fléchissants. La relation générale de calcul peut s’écrire :

M x F x x F
j

i

f i i B i j j= ⋅ + − ⋅
=

−

∑ d i
1

1

,

en admettant l’origine de l’axe O x confondu avec le point initial B.

5.1.1.4  CONSTRUCTION  GRAPHIQUE  DES  MOMENTS  FLÉCHISSANTS

La construction graphique du diagramme des moments fléchissants utilise la propriété du
polygone funiculaire. Le tracé de cette figure, pour la recherche des réactions d’appui, permet
d’obtenir immédiatement le diagramme recherché.
Soit à trouver graphiquement la valeur du moment fléchissant dans la section m-m de la
poutre sur deux appuis sollicitée par trois forces extérieures parallèles à la réaction d’appui
sur rouleaux FC. Si x est l’abscisse de la section par rapport au point origine B, le moment
fléchissant vaut :

Mf = x FB – (x – x1) F1 – (x – x2) F2.
La similitude des triangles sur le polygone funiculaire et sur le plan des forces permet d’écrire
les proportions suivantes :
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ou encore : x FB = yB H,     (x – x1) F1 = y1 H,     (x –x2) F2 = y2 H.
En additionnant membre à membre et en tenant compte du sens des diverses grandeurs, le
moment fléchissant peut se calculer par :

Mf = x FB – (x – x1) F1 – (x – x2) F2 = (yB – y1 –y2) H = y H.
Le moment fléchissant est proportionnel à la distance, mesurée dans la direction des forces
parallèles, entre la ligne de fermeture f et le contour du polygone funiculaire. Comme la
distance y est représentée à l’échelle 1 cm correspondant à a cm, la distance polaire H à
l’échelle 1 cm correspondant à b newtons, le moment fléchissant dans la section se calcule par
l’expression générale :

Mf = y H (a b). (5.1)
La ligne de fermeture présente habituellement une direction différente de celle de l’axe de la
poutre. Le polygone funiculaire devra être redressé en portant les distances entre la ligne de
fermeture et le polygone sur chaque ligne d’action des forces. Le choix des deux échelles
s’effectuera en contrôlant le produit (a . b), produit qui doit obéir à la règle des échelles
simples.

Figure 5.5   Construction graphique du diagramme des moments fléchissants

5.1.1.5  POUTRE  SOUMISE  AUX  FORCES  COPLANAIRES

Lorsque la poutre rectiligne est sollicitée par des forces coplanaires quelconques, la
recherche des diagrammes des efforts fait intervenir la décomposition de chaque force en une
composante axiale, dans la direction de la ligne moyenne de la poutre, et une composante
transversale, perpendiculaire à la première. La méthode de résolution consiste à :
1. Chercher l’équilibre statique de la pièce et mettre en place les réactions d’appui.
2. Décomposer toutes les forces en composantes axiale et transversale.
3. Dessiner le diagramme des efforts normaux à partir de toutes les composantes axiales, voir

la méthode décrite au chapitre 2.2.1.1.
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4. Dessiner le diagramme des efforts tranchants à partir de toutes les composantes trans-
versales, voir sous 5.1.1.3.

5. Rechercher la valeur des moments fléchissants sur chaque ligne d’action des composantes
transversales, par voie graphique ou analytique. Dessiner ou construire le diagramme des
moments fléchissants à partir de toutes ces composantes.

Exemple
Soit à déterminer les diagrammes des efforts dans une poutre rectiligne, placée sur deux

appuis articulés, sollicitée par cinq forces extérieures coplanaires. L’appui B est du type
01011, l’appui C du type 01111. La distance entre les deux appuis est désignée par l.

Figure 5.6   Construction des trois diagrammes des efforts sur une poutre rectiligne

1. Equilibre statique de la poutre

Σ M(B) = 0 : F
l

x F
i

C i iy= ⋅ ⋅
=
∑1

1

5

.

Σ M(C) = 0 : F
l

l x F
i

By i i y= ⋅ − ⋅
=
∑1

1

5

( ) .



5. Flexion simple

- 77 -

Σ Y = 0 : F F F
i

By C iy+ + =
=
∑ 0

1

5

.

Σ X = 0 : F F
i

Bx i x= −
=
∑ .

1

5

2. Diagramme des efforts normaux
À partir de la ligne de référence du diagramme, parallèle à la ligne moyenne de la poutre,

construire le diagramme des efforts normaux comme indiqué sous 2.2.1.1 en utilisant
seulement les composantes axiales de toutes les forces. Comme la composante FBx tire sur la
poutre, la tension dans le premier tronçon est donc une traction.

3. Diagramme des efforts tranchants
À partir de la ligne de référence, parallèle à la ligne moyenne de la poutre, construire le

diagramme comme indiqué sous 5.1.1.3 en utilisant seulement les composantes transversales
de toutes les forces, réactions d’appui comprises.

4. Diagramme des moments fléchissants
Les moments fléchissants sont calculés sur chaque ligne d’action des composantes trans-

versales en partant de la gauche vers la droite et en calculant :

M x F x x F
j

i

f i By i j jy= ⋅ + − ⋅
=

−

∑ d i
1

1

.

La construction du diagramme s’effectue comme indiqué sous 5.1.1.3.

5.1.1.6  POUTRE  SOLLICITÉE  PAR  DES  COUPLES  DE  FORCES

À part les forces coplanaires concentrées, la poutre rectiligne peut être soumise à l’action
d’un ou de plusieurs couples de forces, perpendiculaire au plan des forces. Pour résoudre le
problème du tracé des diagrammes, nous pouvons utiliser les deux méthodes proposées
jusqu’ici :
1. Méthode analytique : les couples sont introduits dans les relations d’équilibre statique et

dans le tracé des diagrammes des moments fléchissants.
2. Méthode graphique : les couples sont remplacés par deux forces antiparallèles de même

intensité, le couple produit par chaque paire de forces devant être identique au moment du
couple correspondant.

Les couples n’ont aucune influence sur l’allure des diagrammes des efforts normaux et des
efforts tranchants. Par contre, ils influencent l’équilibre de la pièce et provoque une variation
brusque du moment fléchissant.

Exemple
Soit à déterminer les diagrammes des efforts dans une poutre rectiligne, placée sur deux

appuis articulés, sollicitée par trois couples. L’appui B est du type 01011 et l’appui C est du
type 01111. La distance entre appuis est désignée par l. La longueur totale de la poutre est x3.

1. Equilibre statique de la poutre

Σ M(B) = 0 : F
l

M
i

C i= ⋅
=
∑1

1

3

.

Σ Y = 0 : FB = - FC.
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2. Diagramme des efforts tranchants
La poutre rectiligne est sollicitée seulement par deux forces, les réactions d’appui, formant

un couple de forces. Le diagramme des efforts tranchants se construit en portant la réaction
d’appui FB à gauche à partir de la ligne de référence et se ferme par la réaction d’appui FC à
droite. L’effort tranchant est négatif dans ce cas de charge.

3. Diagramme des moments fléchissants
Les moments fléchissants sont calculés sur les lignes d’action des deux réactions d’appui

et aux points d’application des couples par :

M x F M
j

i

f i i B j= ⋅ +
=

−

∑ ,
1

1

à gauche du couple. Au point d’application du couple, le moment fléchissant varie
brusquement de Mj. Le tracé du diagramme des moments fléchissants s’effectue à partir des
diverses valeurs calculées aux points singuliers de la charge.

Figure 5.7   Poutre rectiligne soumis à trois couples de forces

Conclusions
Sur une poutre rectiligne placée sur deux appuis articulés sans frottement, la présence de

forces coplanaires et de couples de forces produit les efforts suivants :
1. Les composantes axiales influencent l’effort normal et la réaction d’appui sur l’articulation

fixe.
2. Les composantes transversales modifient la valeur de l’effort tranchant et du moment

fléchissant.
3. Les couples de forces provoquent une variation brusque du moment fléchissant.
4. En observant les diagrammes des efforts tranchants et des moments fléchissants, on

s’aperçoit que l’aire des surfaces rectangulaires du diagramme des FT représente la
variation du moment fléchissant.
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5.1.2  CHARGES  RÉPARTIES

Sur les pièces réelles, les forces appliquées sont toujours réparties sur une surface plus ou
moins grande, les forces concentrées étant excessivement rares.

5.1.2.1  DÉFINITION  DE  LA  CHARGE  LINÉIQUE  ET  PROPRIÉTÉS

Soit une poutre rectiligne horizontale soumise à l’action d’une charge continue quelcon-
que définie par la ligne de charge. Sur un tronçon élémentaire de longueur dx, la charge élé-
mentaire vaut dF et la charge linéique q se définit par le rapport :

q F
x

=
d
d

. (5.2)

Cette relation différentielle exprime la variation de la charge en fonction de l’abscisse x de la
poutre. Isolons le tronçon de longueur dx et admettons que l’effort tranchant et le moment
fléchissant dans la section plane imaginaire  gauche soient les deux positifs. Dans la section à
droite du tronçon, l’effort tranchant et le moment fléchissant ont augmenté de dFT et dMf par
suite de la charge dF.

Figure 5.8   Variation de l’effort tranchant et du moment fléchissant sur le tronçon élémentaire dx

Ecrivons les relations d’équilibre statique du tronçon isolé :

Σ Y = 0 : FT – q dx – (FT + dFT) = 0    →    q = - dFT/dx.
Σ M(P) = 0 : - Mf + (Mf + dMf) – (dx/2) q dx – dx (FT + dFT) = 0.

→    FT = dMf/dx
en négligeant les infiniments petits de deuxième ordre

La charge linéique q est égale à la dérivée de l’effort tranchant FT par rapport à l’abscisse x,
changée de signe. L’effort tranchant FT est égal à la dérivée du moment fléchissant Mf par
rapport à l’abscisse x :

q F
x

= −
d
d

T . (5.3)

F M
xT

fd
d

= . (5.4)

Ces deux propriétés fondamentales entre la charge linéique et les efforts dans la poutre
rectiligne permettent de repérer la position du moment fléchissant maximal ou minimal, de
construire facilement le diagramme des efforts tranchants par intégration de la charge
linéique, compte tenu des conditions imposées par les appuis, ou de tracer le diagramme des
moments fléchissants par intégration des efforts tranchants le long de la ligne moyenne de la
poutre.
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Dans la construction graphique des diagrammes des efforts, il faut remplacer la charge
répartie par plusieurs charges concentrées, construire les diagrammes à partir de ces charges
provisoires et corriger les résultats en tenant compte de la répartition réelle de la charge.

5.1.2.2  CHARGE  LINÉIQUE  CONSTANTE

La charge linéique constante, soit sur la longueur totale de la poutre, soit par tronçons
successifs, est une sollicitation fréquente dans les pièces à axe horizontal. Elle peut provenir
du poids propre de la pièce à section constante ou d’une charge provoquée par une poussée
extérieure.

1. Expression générale des efforts
Appliquons les relations générales trouvées avec comme cas particulier q = constante. La

charge linéique est supposée positive sur la poutre horizontale si elle agit verticalement vers le
bas. L’effort tranchant se trouve par :

F q x q x CT d= − ⋅ = − +z 1,

M F x q x C x Cf T d= ⋅ = − + +z 2

1 22
.

Pour x = 0, l’effort tranchant vaut FT0 et le moment fléchissant Mf0. Il en résulte C1 = FT0 et C2
= Mf0. L’effort tranchant FT et le moment fléchissant Mf à l’abscisse x se trouvent par :

F q x F M q x F x MT T f T fet= − + = − + +0

2

0 02
.

Ces deux expression peuvent se représenter sous le forme d’un produit matriciel comprenant
une matrice carrée 3 x 3 et deux vecteurs à 3 éléments définissant les conditions initiales à
gauche pour x = 0 et finales à droite du tronçon isolé.

M
F
q

x x
x

M
F
qx x

f

T

f

T

R
S|
T|
U
V|
W|

=
−
−

F

H
GGG

I

K
JJJ
⋅
R
S|
T|
U
V|
W| =

1 2
0 1
0 0 1

2
0

0

0

/
.

La présence d’une force concentrée ou d’un couple sur le tronçon fait intervenir un vecteur
colonne complémentaire contenant la valeur du couple sur la première ligne, la force
concentrée sur la deuxième et un zéro sur la troisième ligne, compte tenu de la convention des
signes.

2. Poutre rectiligne sur deux appuis articulés
Etudions le cas simple d’une poutre sur deux appuis articulés sans frottement sollicitée par

une charge répartie uniformément q entre les appuis distants de l, figure 5.9 à gauche La
charge totale vaut F = q l et les réactions d’appui sont égales à la moitié de cette charge, soit :

FB = FC = (q l) / 2.
Les conditions initiales au droit de l’appui B sont :
- Moment fléchissant ; Mf0 = 0,
- Effort tranchant : FT0 = FB.
Le moment fléchissant maximal se trouve au milieu de la longueur l soit à x = l/2. Ce moment
vaut  Mfmax = 0 + (l/2) (q l/2) – q (l/2)2 / 2 = q l2/8 = F l/8, soit la moitié du moment fléchissant
dans une poutre sur deux appuis sollicitée par la même force concentrée F placée à mi
distance des appuis.
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Figure 5.9   Poutre sur deux appuis sollicitée par une charge répartie uniformément
Poutre en porte-à-faux sollicitée par une charge répartie uniformément

3. Poutre en porte-à-faux, encastrée à l’une de ses extrémités
La charge totale sur la poutre vaut  F = q l  et la réaction d’appui, à l’encastrement B, se

trouve par FB = F = q l, le moment dans l’encastrement MB = (l/2) F = q l2/2, figure 5.9 à
droite. L’effort tranchant est maximal au droit de l’encastrement  FTmax = q l, le moment
fléchissant minimal étant situé dans la même section  Mfmin = - q l2/2. La figure représente
l’allure de l’effort tranchant et du moment fléchissant le long de la poutre.

5.1.2.3  CHARGES  RÉPARTIES  QUELCONQUES

Dans le cas général, la poutre est sollicitée par une charge linéique variable donnée sous la
forme générale  q = q(x), l’expression pouvant être sous forme analytique ou discrète sous
forme numérique.

1. Charge linéique linéairement variable
Dans ce cas particulier, la dérivée de la charge linéique q’ par rapport à l’abscisse x est

constante, soit sur l’ensemble de la poutre, soit par tronçon :
d
d

constanteq
x

q= =' .

Dans un tronçon à charge linéique linéairement variable, cette définition de la charge linéique
permet d’exprimer également l’effort tranchant et le moment fléchissant. En procédant à
l’intégration des diverses relations, nous obtenons :

q q x q x C= ⋅ = ⋅ +z ' ' ,d 1

F q x q x C x CT d= − ⋅ = − − +z ' ,
2

1 22

M F x q x C x C x Cf T d= ⋅ = − − + +z ' .
3

1

2

2 36 2
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En désignant par q0 la charge linéique pour x = 0, par FT0 l’effort tranchant et Mf0 le moment
fléchissant aussi pour x = 0, la charge et les efforts à l’abscisse x peuvent aussi se donner sous
forme matricielle par :
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x x x
x x
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Cette expression matricielle reste valable dans un tronçon à charge linéique linéairement
variable, en l’absence d’une force concentrée ou d’un couple.

2. Exemple de charge linéique donnée sous forme analytique
Etudions les expressions de l’effort tranchant et du moment fléchissant dans une poutre

rectiligne sur deux appuis articulés sollicitée par une charge répartie sinusoïdalement selon
l’expression :

qx = q . sin(π x/l),
la charge totale étant F, figure 5.10.

Figure 5.10   Poutre sollicitée par une charge continue demi sinusoïdale

- Charge totale sur la poutre : calculons la relation entre la charge linéique et la charge totale
en sommant les charges partielles :

F q x
l

x q ll
= ⋅ FHG

I
KJ ⋅ =z sin .π

π0

2d

La poutre étant chargée symétriquement, les réactions d’appui sont égales et parallèles. Elles
valent la moitié de la charge, soit  FB = FC = F/2 = q l/π.
- Efforts tranchants : appliquons la relation générale de la charge linéique et l’effort tranchant
en remarquant que pour x = 0, l’effort tranchant au droit de l’appui B vaut  FB = q l/π.
L’expression de l’effort tranchant en fonction de l’abscisse devient :

F q x
l

x q l x
l

C q l x
lT d= − = + =z sin cos cos .π

π
π

π
π

- Moments fléchissants : le moment fléchissant est nul aux deux extrémités de la poutre. Sa
valeur en fonction de l’abscisse x peut se trouver par :
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M q l x
l

x q l x
l

C q l x
lf d= ⋅ = + =z π π

π
π

π
πcos sin sin .

2

2

2

2

- Valeurs maximales : l’effort tranchant est maximal sur l’axe de l’appui B, son intensité étant
FT(B) = q l/π. Le moment fléchissant est maximal au milieu de la poutre, son intensité étant :
Mf max = q l2/π2, voir la figure 5.10.

5.1.2.4  CHARGES  RÉPARTIES  PAR  TRONÇONS

Si la charge est répartie par tronçons sur la poutre rectiligne, le calcul des efforts dans les
diverses sections en fonction de l’abscisse x peut s’effectuer de différentes manières.

1. Méthode matricielle
Dans la méthode matricielle, il faut exprimer la matrice carrée pour chacun des tronçons

en fonction de la longueur du tronçon et trouver le vecteur colonne initial de chaque tronçon
contenant l’effort tranchant, le moment fléchissant, la répartition de la charge sur le tronçon.
La multiplication de la matrice carrée par le vecteur colonne du début du tronçon fournit le
vecteur colonne à l’extrémité droite du tronçon. Désignons par Mi la matrice carrée du
tronçon i, par E0 le vecteur colonne au début de la poutre et par En le vecteur colonne à droite
du tronçon n. Nous pouvons écrire :

En = Mn
 . … . Mi

 . … M3
 . M2

 . M1
 . E0.

Les conditions imposées par les appuis permettent de lever les inconnues du problème et de
calculer les efforts au début et à la fin de chaque tronçon. Si certaines charges sont con-
centrées ou si des couples de forces sont appliqués sur le pièce, il ne faudra pas oublier de
compléter la définition par les vecteurs colonne correspondant.

2. Méthode numérique et construction graphique
Cette méthode convient aux charges réparties uniformément par tronçons ou aux charges

linéairement variables. Elle consiste à calculer :
1. Les aires de la surface de charge comprise entre la ligne moyenne et la ligne de charge pour

obtenir la variation de l'effort tranchant.
2. Les aires du diagramme des efforts tranchants pour trouver la variation du moment

fléchissant le long de la poutre.
Les expression utilisées prennent la forme générale :

Variation de l’effort tranchant : ∆F q xx x x

x

i i
i

i

T d, .
+

+
= −z1

1

Variation du moment fléchissant : ∆M F dxx x x

x

i i
i

i

f T, .
+

+
= z1

1

La solution du problème commence par la recherche de l’équilibre statique de la pièce, la
mise en place des réactions d’appui et la construction du diagramme des efforts tranchants. La
pente de cet effort dans sa représentation graphique doit correspondre à la charge linéique,
changée de signe, compte tenu des échelles adoptées pour la représentation de la pièce et de
l’effort tranchant. Pratiquement, il suffit de calculer les valeurs numériques de l’effort
tranchant à la fin de chaque tronçon et de construire les directions des tangentes initiale et
finale.
La construction du diagramme des moments fléchissants commence par le calcul des valeurs
au début et à la fin de chaque tronçon, au tracé des tangentes, compte tenu des échelles
adoptées, au tracé du diagramme en construisant les arcs de courbe entre les points calculés.
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Exemple
Soit à construire les diagrammes des efforts tranchants et des moments fléchissants dans

une poutre rectiligne sur deux appuis articulés sollicitée par des charges réparties par
tronçons. Les points particuliers de calcul sont 0, B, 1, 2 et C.

Figure 5.11   Poutre rectiligne sollicitée par des charges réparties par tronçons

Equilibre : Σ M(B) = 0 : FC = (a/3. ½.2a.2q + 3a/2.a.q + 3a.2a.2q)/4a = 85 q a/24.
Σ M(C) = 0 : FB = (11 a/3. ½.2a.2q + 5a/2.a.q + a.2a.2q)/4a = 83 q a/24.
Σ Y = 0 : 83 q a/24 + 85 q a/24 – ½ 2a 2q – a q – 2a 2q = 0.

Efforts tranchants : FT0 = 0.
FTBgauche = - ½ a q.     FTBdroite = - q a/2 + 83 q a/24 = 71 q a/24.

 FT1 = 71 q a/24 – a 3q/2 = 35 q a/24.
FT2 = 35 q a/24 – q a = 11 q a/24.
FTCgauche = 11 q a/24 – 2a 2q = - 85 q a/24 = - FC.

Les tronçons du diagramme entre 0→B et B→1 sont des arcs de parabole, les segments 1 2
et 2 C des segments rectilignes. La pente initiale est nulle à gauche, les autres pentes des
courbes se trouvent sur des segments rectilignes.

Moments fléchissants : Mf(B) =  - a/3 . ½ a q = q a2/6.
Mf1 = - 2 a/3 . ½ 2a 2q + a . 83 q a/24 = 51 q a2/2.4
Mf2 = 2 a . 85 q a/24 – a . 2a . 2q = 74 q a2/24.

Le moment fléchissant est maximal dans la section à effort tranchant nul, soit à droite du
point 2, distance ∆x = 11 a/48. La valeur du moment fléchissant est :

Mfmax = 74 q a2/24 + ½ 11 a/48 . 11 q a /24 = 7225 q a2/2304.
La construction du diagramme s’effectue en portant les diverses valeurs calculées et en
dessinant les tangentes aux arcs de parabole du deuxième ou du troisième degré.
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5.1.3  CHARGES  MIXTES

Dans le cas général, la poutre rectiligne peut être sollicitée simultanément par des forces
concentrées quelconques, mais coplanaires, des couples et des charges réparties. La recherche
des efforts dans la pièce s’effectue selon les méthodes proposées précédemment à partir de la
recherche de l’équilibre statique.

Exemple de construction des diagrammes
Soit à déterminer l’équilibre et les diagrammes des efforts dans la poutre rectiligne sur

deux appuis sollicitée par des forces concentrées, perpendiculaires à la ligne moyenne, des
charges réparties et des couples.

Figure 5.12   Poutre rectiligne sur deux appuis sollicitée par des charges mixtes

La longueur entre appuis est 5 a, la charge étant représentée par deux forces concentrées F1 =
2 q a et F2 = q a, une charge répartie uniformément q sur la longueur 2 a, une seconde charge
uniforme 2 q sur la longueur a, deux couples de sens opposés dont l’intensité vaut 2 q a2.
La mise en équilibre statique de la pièce permet de trouver les deux réactions d’appui : FB =
3,8 q a et FC = 3,2 q a. A partir de ces valeurs, il est possible de construire le diagramme des
efforts tranchants, l’action des couples n’apparaissant pas directement dans cette figure. Le
diagramme des moments fléchissants se construit à partir du premier diagramme, compte tenu
des couples.
L’effort tranchant maximal est égal à la réaction d’appui FTmax = FB = 3,8 q a, l’effort tran-
chant minimal à FTmin = -|FC| = - 3,2 q a. Le moment fléchissant maximal vaut 7,6 q a2 dans la
section située sur la ligne d’action de la première force concentrée.

Remarques :
1. Les forces concentrées provoquent une discontinuité de l’effort tranchant sur leur ligne

d’action.
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2. Les couples provoquent une discontinuité du moment fléchissant dans la poutre. En
présence d’un ou plusieurs couples, le moment fléchissant maximal ou minimal ne se
trouve pas obligatoirement dans la section où l’effort tranchant passe par zéro.

5.2  FLEXION  SIMPLE  ÉLASTIQUE

La contrainte de flexion simple est dite élastique lorsque la contrainte normale dans toutes
les sections droites de la pièce est proportionnelle à la déformation, la contrainte maximale ou
minimale en tout point ne devant pas dépasser la limite apparente d’élasticité.

5.2.1  HYPOTHÈSES  INITIALES  ET  MOMENT  FLÉCHISSANT

Afin de simplifier la recherche de la répartition de la contrainte dans les sections d’une
pièce en flexion élastique, la théorie de la résistance des matériaux introduit un certain
nombre d’hypothèses simplificatrices :
1. La matière constituant la pièce est homogène et isotrope.
2. La pièce, constituée par une poutre, est droite, c’est-à-dire que le lieu géométrique des

centres de gravité des sections droites est rectiligne.
3. Les déformations obéissent à la loi linéaire proposée par Hooke exprimant la propor-

tionnalité entre les déformations et les contraintes.
4. Après déformation en flexion élastique, les sections initialement planes demeurent planes et

perpendiculaires à la ligne moyenne, elle-même déformée. Cette hypothèse a été proposée
par Bernoulli.

5. Dans une section droite, la réduction des efforts extérieurs au centre de gravité de la surface
se traduit par un moment fléchissant unique, situé sur un axe principal de la section.

6. La poutre admet un axe de symétrie dans le plan des forces coplanaires. Cet axe est donc un
axe principal de gravité de la section.

7. Une fibre longitudinale, initialement rectiligne, reste dans le plan de symétrie tout en
s’incurvant.

Le moment fléchissant Mf, dans une section droite quelconque,  est égal à la somme des mo-
ments, par rapport au centre de gravité C, des forces et couples de forces situés à gauche de
cette section. Pour que la poutre soit seulement en flexion simple, il faut que :

Effort normal : FN = 0.
Effort tranchant : FT = 0
Moment fléchissant : Mf ≠ 0.
Moment de torsion : Mt = 0.

Avouons immédiatement que cette condition de sollicitation idéale en flexion simple est
excessivement rare en pratique. Deux exemples simples permettent d’obtenir cette condition
de sollicitation, voir la figure 5.13 :
1. Poutre rectiligne sur deux appuis articulés sans frottement, sollicitée par deux forces

équipollentes F, perpendiculaires à la ligne moyenne, à égale distance a des deux appuis.
2. Poutre rectiligne en porte-à-faux, encastrée d’un côté, libre à l’autre, soumise à l’action

d’un couple de forces.
Dans le premier cas, le moment fléchissant constant existe seulement entre les deux forces
équipollentes. Entre la réaction d’appui FB et la première force F, le moment fléchissant,
linéairement variable, est accompagné d’un effort tranchant FT = FB. La poutre n’est pas en
flexion simple dans ce tronçon.
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Figure 5.13   Poutres rectilignes sollicitées par un moment fléchissant pur sur une partie
ou sur toute la longueur de l’axe horizontal.

5.2.2  CONTRAINTE  DE  FLEXION

Soit une coupe plane quelconque, perpendiculaire à la ligne moyenne de la pièce
rectiligne, sollicitée seulement par une moment fléchissant Mf, figure 5.14. Sous l’effet de cet
effort que nous admettons constant sur un tronçon, la poutre se déforme et s’incurve.

5.2.2.1  POSITION  DES  FIBRES  NEUTRES

Adoptons un système de référence trirectangle direct, l’axe C x étant confondu avec la
fibre moyenne non déformée, l’axe C y étant dirigé vers le bas et l’axe  C z étant horizontal.
Le moment fléchissant est placé sur l’axe C z. Les fibres sans contrainte normale sont
nommées fibres neutres.
En partant de l’hypothèse de Bernoulli pour la flexion, les sections droites restent planes après
déformation. La loi de Hooke entre les déformations et les contraintes reste valable en tout
point de la surface. Nous pouvons introduire la relation générale de proportionnalité des
contraintes de flexion sous la forme :

σf = k . y, (5.5)
c’est-à-dire la contrainte normale de flexion σf est proportionnelle à l’ordonnée y comptée
positivement à partir de l’axe C z.

Figure 5.14   Position des fibres neutres et répartition de la contrainte de flexion

La section plane étant sollicitée seulement par un moment fléchissant, la résultante des forces
élémentaires doit être nulle. Ces forces élémentaires sont égales au produit de la contrainte
normale σ par l’aire élémentaire dA. Leur somme se trouve par :
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F A k y A k y A k SzN f AA A
d d d= → = = = =zz z0 0σ .

Pour que cette expression soit nulle, il faut que le moment statique de surface Sz par rapport à
l’axe C z soit aussi nul pour k ≠ 0. L’axe C z doit passer par le centre de gravité de la surface
plane. Toutes les fibres situées sur l’axe C z sont dans le plan des fibres neutres.

5.2.2.2  VALEUR  DES  CONTRAINTES  NORMALES

La somme des moments des forces élémentaires dFn par rapport à l’axe C z doit être égal
au moment fléchissant Mz = Mf. En remplaçant chacune des forces par le produit de la
contrainte normale par l’aire élémentaire, nous trouvons :

d d d d

d d
z

z zAA

M y F y k y A k y A

M k y A k y A k I
n= = =

= = =zz
2

2 2

,

.

Cette dernière relation permet de trouver la valeur de la constante inconnue k puisque le
moment Mz est égal au moment fléchissant Mf :

k M
I

= f

z

.

En remplaçant cette grandeur dans l’expression générale de la contrainte de flexion, nous
obtenons finalement :

σ f
f

z

= ⋅
M
I

y . (5.6)

Cette expression générale permet de trouver la valeur de la contrainte normale en tout point de
la surface à la distance y du plan des fibres neutres.

5.2.2.3  CONTRAINTES  MAXIMALE  ET  MINIMALE

Calculons la valeur maximale et la valeur minimale de la contrainte de flexion en dési-
gnant par e1 la plus grande distance aux fibres tendues, par e2 la plus grande distance aux
fibres comprimées. Ces contraintes se trouve par les deux expressions :

σ σf
f

z
f

f

z

etmax min .= ⋅ = ⋅
M
I

e M
I

e1 2 (5.7)

Pour simplifier les calculs, les tables de profilés introduisent non seulement le moment
quadratique de surface, mais aussi le module de résistance à la flexion, désigné par Wz. Le
module de résistance à la flexion est égal au quotient du moment quadratique axial par la plus
grande des distances e1 ou e2, en valeur absolue. La contrainte de flexion se trouve par :

| | | |
| |

.max
max

σ f
f

z
z

ou

avec= =
M
W

W I
e

z

1 2
(5.8)

Remarque importante
Le module de résistance à la flexion donné dans les tables est toujours le rapport Iz/|ei|max,

le signe étant toujours positif. Pour les profils dissymétriques par rapport à l’axe C z avec |e1|
≠ |e2|, comme par exemple le profil T, le contrôle des contraintes de flexion maximale et
minimale doit s’effectuer au moyen de la relation générale (5.7). Pour les profils composés, le
module de résistance à la flexion ne peut pas se trouver en additionnant ou en soustrayant des
modules de résistance partiels !
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Tableau 5.1
Modules de résistance à la flexion élastique de surfaces simples

Surface Module de résistance Surface Module de résistance
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   Remarque importante
   Les modules de résistance à la flexion élastique Wx ou Wy de section non symétrique
 par rapport à l’axe de référence C x ou C y ne doivent pas s’appliquer sans réflexion sur
 le choix du point de contrôle. Il est recommandé d’appliquer la formule générale pour la
 flexion élastique : σ = (Mf/Iz) . emax.
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Figure 5.15   Valeur des contraintes maximale et minimale de flexion

En introduisant les notions de déformation transversales dans la théorie élémentaire de flexion
élastique simple, nous pouvons admettre que les fibres tendues doivent présenter une
contraction tandis que les fibres comprimées un épaississement d’autant plus élevé que la
contrainte normale est importante. Il en découle que la section plane modifie également ses
dimensions dans la direction du moment fléchissant. Cette variation de forme de la surface
primitive et de son étendue est négligée dans les calculs.

5.2.3   POUTRES  D’ÉGALE  CONTRAINTE  EN  FLEXION

Une poutre rectiligne est dite d’égale contrainte en flexion lorsque σf max = constante sur
toute la longueur de la pièce. La contrainte de cisaillement, provenant de la charge, est
négligée. La charge est habituellement soit une charge concentrée, soit une charge répartie
uniformément. La forme géométrique de la section transversale de la poutre est circulaire ou
rectangulaire.

Figure 5.16   Poutres rectilignes d’égale contrainte en flexion
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1. Poutre en porte-à-faux, encastrée d’un côté, libre à l’autre.
Pour une charge concentrée, appliquée à l’extrémité libre, le moment fléchissant est

proportionnel à l’abscisse x, soit : Mf = x F  et la contrainte de flexion se trouve par l’ex-
pression simplifiée : σf = Mf/Wz = x F/Wz = constante. Il faut donc que  x/Wz  soit constant.
Pour une charge répartie uniformément sur toute la longueur de la poutre, le moment
fléchissant vaut : Mf = q x2/2  et la contrainte de flexion  σf = Mf/Wz = q x2/(2 Wz) = constante.
La condition imposée est d’obtenir un rapport x2/Wz constant.

2. Poutre sur deux appuis sollicitée par une force concentrée au milieu des appuis.
La recherche de la forme à donner à la poutre pour obtenir une contrainte de flexion

constante se fait en décomposant la pièce en deux tronçons symétriques. Pour une pièce
d’épaisseur constante, la largeur b est proportionnelle à la distance x, la forme de la poutre
étant rhombique.
La figure 5.16 indique la proportionnalité existant entre l’abscisse x et la dimension variable
de la section, le facteur de proportionnalité étant représenté par C. Cette grandeur est donnée
pour chaque type de poutre et de charge.

5.3  FLEXION  ACCOMPAGNÉE  DE  CISAILLEMENT

Le moment fléchissant dans une section droite est presque toujours accompagnée d’un
effort tranchant. Cet effort représente la résultante des forces transversales appliquées sur le
tronçon éliminé et correspond à la résultante des forces élémentaires de cisaillement située
dans la section plane.

5.3.1  RÉPARTITION  DE  LA  CONTRAINTE  DE  CISAILLEMENT

L’effort tranchant provoque, sur un tronçon de poutre rectiligne, une variation du moment
fléchissant calculable par :

∆M F x
x

x

f T d
i

i
=

+z .1

Deux sections droites successives, de même aire et de même forme, possèdent des contraintes
maximales de flexion différentes. La déformation longitudinale des fibres varie ce qui
provoque un glissement longitudinal des couches engendrant le cisaillement longitudinal. Ce
cisaillement longitudinal crée le cisaillement transversal en vertu du principe de la réciprocité
des contraintes tangentielles vu précédemment.

5.3.1.1  CONTRAINTE  LONGITUDINALE  DE  CISAILLEMENT

Soit une poutre rectiligne, à section constante, libre à gauche, encastrée à droite, sollicitée
par une force concentrée F, perpendiculaire à la ligne moyenne, dirigée vers le haut de
manière à obtenir des fibres tendues dans la partie inférieure de la pièce, figure 5.17.
Découpons exceptionnellement une tranche de la poutre à l’abscisse x, d’épaisseur dx, à partir
de la hauteur y1. Dans la section droite complète, à l’abscisse x, le moment fléchissant vaut Mf
et dans la section complète à l’abscisse x + dx, il vaut :

Mf = Mf + dMf   avec   dMf = FT dx = F dx.
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Figure 5.17   Contraintes de cisaillement sur une tranche élémentaire de la poutre

Déterminons l’équilibre de translation de la tranche isolée. Sur la face gauche, l’effort normal
résultant vaut Fn, sur la face de droite Fn + dFn. L’augmentation de force normale entre les
deux faces doit être compensée par une force élémentaire tangentielle située sur la face
supérieure d’aire b dx. Désignons cette force élémentaire par dFt. En partant de la relation
générale de la flexion (5.6), nous pouvons écrire :
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Remplaçons dMf par FT dx et calculons la somme intégrale entre y1 et e1 :
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En supposant que la force tangentielle élémentaire dFt est répartie uniformément sur l’aire
élémentaire b dx, la contrainte de cisaillement longitudinale se calcule par :

τ yx
T z

z

=
F S
b I

1 . (5.9.1)

La contrainte tangentielle τyx se trouve par τyx = dFt/(b dx). Dans l’expression de la contrainte,
Sz1 est le moment statique de la surface comprise entre la coupe au niveau y1, parallèle à l’axe
C z, et l’extrémité de la surface à l’ordonnée e1 (ou e2).

5.3.1.2  CONTRAINTE  TRANSVERSALE  DE  CISAILLEMENT

En appliquant le principe de la réciprocité des contraintes tangentielles dans le voisinage
de la coupe au niveau y1, nous pouvons écrire : τyx = τxy. La contrainte de cisaillement
transversale se trouve par :

τ xy
T z

z

=
F S
b I

1 . (5.9.2)

La contrainte maximale de cisaillement dépend directement du moment statique de surface,
maximal sur l'axe de gravité, et de la largeur b de la coupe imaginaire.

5.3.1.3  CISAILLEMENT  DANS  LES  SECTIONS  SYMÉTRIQUES

Calculons la valeur de la contrainte de cisaillement dans des sections simples en
appliquant la relation générale et le principe de la réciprocité des contraintes tangentielles.

1. Section rectangulaire
Dimensions de la section rectangulaire : base b, hauteur h. La largeur b de cette section est

constante. Le moment statique de surface compris entre l’ordonnée y1 et h/2, se trouve par :
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Sz1 = b (e1 – y1).(e1 + y1)/2 = b (h/2)2 – y1
2)/2.

La contrainte de cisaillement, à la distance y1 de l’axe neutre C z, vaut :
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La contrainte varie paraboliquement suivant l’axe C y. La contrainte maximale de cisaillement
est atteinte sur l’axe C z et vaut :
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Figure 5.18   Répartition de la contrainte de cisaillement dans une section rectangulaire

2. Section en profilé I
Le profilé en I est constitué par deux surfaces rectangulaires parallèles, formant les ailes,

reliées par une surface rectangulaire perpendiculaire appelée l’âme. Les dimensions prin-
cipales sont : la hauteur totale h, l’épaisseur de l’âme d, la largeur des ailes 2 c et leur
épaisseur t. La contrainte de cisaillement est nulle sur la surface supérieure et sur la surface
inférieure de la poutre si l’effort tranchant est situé sur l’axe C y. Sur les deux surfaces
intérieures des ailes, la contrainte de cisaillement est aussi nulle, soit dans le sens longitudinal
du profil, soit dans le sens transversal. La relation (5.10) est mise en défaut dans cette partie
de la section.

Figure 5.19   Répartition de la contrainte de cisaillement dans un profil en I

La répartition de la contrainte de cisaillement dans les ailes fait intervenir diverses hypothèses
simplificatrices complémentaires, valables en général pour les profilés minces :
1. Les contraintes de cisaillement sont dirigées suivant la tangente à la ligne moyenne des

parois composantes.
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2. Les contraintes de cisaillement sont réparties uniformément dans toute section normale à la
ligne moyenne du profil.

3. La relation (5.10) est applicable le long de la ligne moyenne du profilé, la largeur b étant
remplacée par l’épaisseur de la paroi, le moment statique de surface Sz1, par rapport à l’axe
de référence C z, étant situé d’un côté de la ligne moyenne.

En appliquant les diverses hypothèses proposées, la répartition de la contrainte de cisaillement
dans la section en I devient :
- Dans les ailes, la contrainte augmente linéairement du bord gauche ou droit vers l’axe C y.
- Dans l’âme, la contrainte se répartit paraboliquement, la figure 5.19 montrant cette répar-
tition.

3. Section circulaire
La répartition de la contrainte de cisaillement dans la section circulaire pleine doit

satisfaire les conditions suivantes :
1. La résultante des forces tangentielles élémentaires  dFT = τ dA  doit être égale à l’effort

tranchant total FT dans la section plane, les forces tangentielles n’étant pas nécessairement
parallèles à FT.

2. En chaque point de la surface circulaire, le principe de la réciprocité des contraintes
tangentielles doit être vérifié. Considérons un parallélépipède élémentaire avec une face
située à la surface extérieure de la pièce cylindrique. La contrainte tangentielle, placée dans
la section plane, ne peut être que tangente à la circonférence du cercle.

3. La contrainte de cisaillement en un point quelconque d’une surface élémentaire, parallèle à
l’axe C z, d’aire dA, est à priori inconnue en direction. Pour résoudre ce problème, nous
introduisons les hypothèses simplificatrices suivantes :
3.1 Toutes les contraintes tangentielles de la bande élémentaire sont dirigées vers le même

point situé sur l’axe C y, à l’intersection des deux tangentes extérieures au cercle.
3.2 Les composantes de la contrainte tangentielle, parallèles à l’effort tranchant FT, sont

égales sur la bande élémentaire.
3.3 Les composantes de la contrainte tangentielle, perpendiculaires à l’effort tranchant FT,

multipliées par les aires élémentaires, se font équilibre.

Figure 5.20   Répartition de la contrainte tangentielle dans la section circulaire

Le moment statique de surface du segment circulaire, découpé à l’ordonnée y1, se calcule
comme suit :
- aire élémentaire :  dA = 2 R cosϕ dy   avec y = R sinϕ et dy = R cosϕ dϕ ;
- moment statique de surface élémentaire : dSz = y dA = 2 R3 sinϕ cos2ϕ dϕ;
- moment statique du segment circulaire :
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Introduisons cette valeur dans l’expression générale de la contrainte tangentielle en
remplaçant cos2ϕ1 par [1-(y1/R)2] :
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La répartition de la contrainte de cisaillement sur l’axe C y est aussi parabolique. La
contrainte maximale  se trouve sur l’axe C z  à y1 = 0. Cette contrainte se trouve par
l’expression :
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La contrainte de cisaillement sur le pourtour de la section circulaire peut se calculer par la
relation : τxy R = τxy/cosϕ, compte tenu des hypothèses émises précédemment.

4. Remarque très importante
La répartition de la contrainte de cisaillement dans la section rectangulaire peut se trouver

par une expression relativement simple. Pour les autres sections, symétriques par rapport à la
ligne d’action de l’effort tranchant FT, il est nécessaire d’introduire des hypothèses complé-
mentaires. Les mesures extensométriques ou la mise en équation de la poutre montrent que la
répartition des contraintes tangentielles n’obéit pas strictement à ces diverses hypothèses. En
général, le calcul exact des contraintes de cisaillement dans les sections de forme quelconque
est relativement compliqué et dépasse nettement l’exposé choisi dans ce cours.

5.3.1.4  INFLUENCE  DU  CISAILLEMENT  SUR  LA  FLEXION

Lorsque la barre à section constante est sollicitée par un moment fléchissant constant sur
toute sa longueur, les sections droites restent planes sous l’action des contraintes normales
réparties linéairement. La présence simultanée d’un moment fléchissant et d’un effort
tranchant influence la déformation des sections primitivement planes. En supposant que la
section transversale de la poutre soit rectangulaire, que l’effort tranchant soit constant le long
de cette poutre, la contrainte de cisaillement provoque une déformation angulaire de la section
plane suivant la relation : γ = τ/G. Les sections s’incurvent d’une façon semblable, la
déformation angulaire étant maximale sur l’axe C z. La relation fondamentale pour la flexion
reste encore applicable.

Figure 5.21   Effet du cisaillement sur la déformation des sections primitivement planes

Lorsque l’effort tranchant varie le long de la poutre, ce qui est le cas pour une charge répartie,
les déformations des sections primitivement planes ne sont évidemment pas égales. Ainsi, la
contrainte de flexion calculée au moyen de la relation générale σf = (Mf/Iz).y ne correspond
pas exactement à la contrainte  normale dans cette partie de la section. L’erreur commise est
de l’ordre h/l, h étant la hauteur transversale, l la longueur de la poutre. Comme la longueur
de la poutre est habituellement un multiple de la hauteur de la section rectangulaire, l’erreur
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relative sur le calcul de la contrainte normale reste faible. C’est la raison pour laquelle la
relation fondamentale s’utilise couramment même dans ce cas de sollicitation.

5.3.2  EFFET  DU  CISAILLEMENT  DANS  LES  SECTIONS  DISSYMÉ-
TRIQUES

Dans les sections profilées minces, la contrainte de cisaillement est dirigée suivant la ligne
moyenne du contour. Elle ne peut pas exister perpendiculairement à une surface extérieure.
Elle se calcule par la relation générale : τ = FT Sz1/(t Iz), t étant l’épaisseur de la paroi. La
contrainte est supposée répartie uniformément dans l’épaisseur de la section.

5.3.2.1  CENTRE  DE  CISAILLEMENT

Proposons-nous de vérifier les conditions de répartition de la contrainte de cisaillement
dans une section dissymétrique par rapport à l’axe principal support de l’effort tranchant FT.
En admettant que la relation de la contrainte tangentielle soit vérifiée dans toute partie de la
section résistante, la résultante des forces tangentielles élémentaires  dFT = τ dA  ne passe pas
par le centre de gravité de la section. La somme de ces projections sur l’axe C y doit être égale
à FT, donc la somme des projections sur l’axe C z doit être nulle. La somme des moments
élémentaires des forces tangentielles dFT par rapport au centre de gravité de la section
dissymétrique n’est pas nulle. Il en résulte un couple sur le profilé, effort qui a tendance à
tordre la barre. Cet effet du cisaillement intervient également sur les profils ouverts.

Figure 5.22   Cisaillement dans une section tubulaire ouverte

Choisissons comme exemple le calcul de la répartition des contraintes tangentielles et de la
résultante des forces tangentielles dans un profil tubulaire ouvert, la force de cisaillement
étant FT, figure 5.22. Supposons l’épaisseur du tube petite vis à vis du rayon moyen de la
paroi : t << R . Le moment quadratique du profil vaut : Iz = π d3 t/8 = π R3 t. Le moment
statique de la surface hachurée de la section se trouve par la somme intégrale :

S y A R R t R tz d d1
2

1
1 1

1= = ⋅ ⋅ ⋅ = −z zϕ

π

ϕ

π
ϕ ϕ ϕsin cos .b g

La contrainte tangentielle, en fonction de l’angle ϕ1, est donnée par :

τ ϕϕx
F S
t I

F
R t1

1
11= = +T z

z

T

π
cos .b g (5.12.1)

Calculons la somme des projections des forces tangentielles élémentaires sur l’axe C y en
partant de l’expression de la contrainte de cisaillement :

dF A F
R t

R t F
AA Ty xy

T
Td d= = + ⋅ =zz z−+τ ϕ

π
ϕ ϕ ϕ

π

π
cos cos cos .1b g (5.12.2)
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La projection sur l’axe C z des composantes dFTz est nulle. Déterminons le moment produit
par les forces tangentielles élémentaires par rapport au centre du tube : dM (C) = R τ dA :

M R F F R(C)
T

Td= + ⋅ =
−

+z ππ ϕ ϕ
π

1 2cos .b g (5.12.3)

Pour éliminer le couple et obtenir la ligne d’action de la résultante des forces élémentaires
tangentielles, nous devons déplacer la force FT de la distance : ∆z = 2 FT R/FT = 2 R. Le point
d’intersection de cet axe, parallèle à C y, avec l’axe de symétrie C z de la section ouverte est
désigné par centre de cisaillement. Si la résultante des forces extérieures, réduite dans la
section étudiée, ne passe pas par le centre de cisaillement, la section est soumise à la torsion et
se déforme sous l’effet de cet effort un peu inattendu.

5.3.2.2  PROFILÉ  U NP

Déterminons aussi la position du centre de cisaillement d’un profilé  à épaisseur
constante pour simplifier la mise en équation. Cette surface peut se décomposer en trois
tronçons rectangulaires : les deux rectangles parallèles sur lesquels la contrainte de
cisaillement augmente linéairement depuis leur extrémité et le rectangle central avec une
répartition parabolique de la contrainte de cisaillement.

Figure 5.23   Cisaillement dans une section en U

En désignant par b et h les dimensions de la ligne moyenne et par t l’épaisseur, le moment
produit par les contraintes tangentielles, calculé par rapport au point B, se trouve par :

M h t z( ) .B

b
d= z2

2 0
τ

Le moment quadratique de surface par rapport à C z vaut : Iz = (h + 6 b) h2 t/12 en négligeant
le moment quadratique de surface rectangulaire par rapport à l’axe, parallèle à C z, passant par
le centre de gravité  des surfaces partielles. La contrainte de cisaillement à l’extrémité gauche
de la surface  horizontale vaut : τ = 6 FT b / [h t (h + 6 b)]. Finalement, le moment par rapport
au point B se trouve par :

M b
h b

F( ) .B T=
+

⋅
3

6

2

Le centre de cisaillement se trouve à la distance : ∆z = 3 b2/(h + 6 b) de la ligne moyenne de la
paroi verticale du profilé U NP. Le centre de cisaillement se trouve au point d’intersection des
lignes d’action des résultantes des forces tangentielles élémentaires quelle que soit la direction
de l’effort tranchant FT.
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5.3.3  CONTRAINTES  PRINCIPALES  DANS  UNE  POUTRE  FLÉCHIE

Etudions la répartition des contraintes normales, tangentielles et principales dans une
poutre à section rectangulaire constante sollicitée par un effort tranchant constant et un
moment fléchissant linéairement variable.

5.3.3.1  VALEUR  DES  CONTRAINTES  PRINCIPALES

Dans une section droite quelconque de la poutre, figure 5.24, largeur b, hauteur h, l’effort
tranchant vaut FT = F = constante, le moment fléchissant Mf = x F = x FT. La force F active
sur la pièce est dirigée vers le haut de manière à obtenir un effort tranchant et un moment
fléchissant les deux positifs selon la convention adoptée. La poutre est en porte-à-faux, libre à
gauche, encastrée à droite. L’axe de référence O x est confondu avec la ligne moyenne de la
poutre. Les contraintes valent :

Contraintes normales : σ σf x
f

z

= = ⋅
M
I

y,  σy = 0 et σz = 0.

Contraintes tangentielles : τ τxy yx
T= − = ⋅ − FHG

I
KJ

F
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I
KJ

3
2

1 4
2F

A
y
h

.

C’est un état de contrainte plan.
Dans chaque parallélépipède élémentaire découpé dans la barre, de côtés parallèles aux axes
de référence, se trouvent deux contraintes normales directement opposées et des contraintes
tangentielles obéissant au principe de réciprocité des contraintes tangentielles. Cet état de
contrainte permet de calculer la valeur des contraintes principales, la contrainte maximale ou
minimale de cisaillement et les directions des contraintes principales. En partant des valeurs
des contraintes normales et tangentielles, nous obtenons :
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(5.13.1)

Les directions des contraintes principales se trouvent à partir du cercle de Mohr ou en
appliquant les relations analytiques :

ϕ
τ
σ

* arctan .= −
F
HG

I
KJ

1
2

2 xy

x

(5.13.2)

En tout point de la barre, les contraintes principales sont toujours orthogonales. Pour trouver
la direction des contraintes principales dans la pièce, il est commode de représenter la
trajectoire des contraintes principales ou lignes dites isostatiques. Sur l’axe O x, les
contraintes normales sont nulles et les contraintes tangentielles sont maximale et minimale,
inclinées à ± 45° sur le plan des fibres neutres. Les trajectoires des contraintes forment deux
familles de courbes orthogonales qui débouchent perpendiculairement ou parallèlement sur
les fibres extérieures, les contraintes de cisaillement étant nulles en ces points.
Le tracé des lignes isostatiques s’effectue habituellement par intégration numérique de
l’équation différentielle partant de l’expression de tan(2 ϕ*).
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Figure 5.24   Etat de contrainte dans une poutre rectangulaire fléchie sous l’effet d’une force

Plusieurs méthodes expérimentales permettent de relever ces trajectoires : photoélasticité,
jauges de contrainte, méthode des éléments finis, etc. L’allure des trajectoires des contraintes
à l’extérieur des zones d’application  des charges et des appuis correspond assez bien aux
valeurs théoriques. Par contre, aux points d’application des forces et vers les appuis, la
répartition des contraintes n’obéit plus aux relations simples. Les contraintes calculées au
moyen des relations de la résistance des matériaux sont applicables seulement aux pièces
élancées à distance suffisante des appuis ou des points d’application des forces.

Figure 5.25  Niveaux de la contrainte maximale σ1 dans la poutre fléchie

La figure 5.25 montre la répartition des contraintes normales maximales dans la poutre sous
l’effet de la force concentrée et de l’encastrement supposé parfaitement rigide. Les lignes
d’égale contrainte sont fortement modifiées par ces deux effets. Dans la partie centrale, les
lignes correspondent approximativement aux résultats de la résistance des matériaux
élémentaire.



Contraintes fondamentales

- 100 -

5.4  FLEXION  DÉVIÉE

Dans la recherche de l’état de contrainte d’une poutre en flexion simple, nous avions
supposé que le moment fléchissant Mf se trouvait placé exactement sur un axe principal de la
section plane, perpendiculaire à l’axe de symétrie. Dans le cas général, le moment fléchissant
peut se situer dans la section plane orienté d’un angle α par rapport à l’axe principal C y. Ce
moment fléchissant peut se décomposer en deux composantes rectangulaires Mfy et Mfz selon
les axes principaux de la surface plane. La flexion est dite déviée car la ligne moyenne de la
poutre primitivement droite prend une direction différente de celle de la perpendiculaire à Mf
après déformation.

5.4.1  RÉPARTITION  DES  CONTRAINTES

Supposons que le moment fléchissant Mf soit le seul effort dans la section plane et
décomposons le moment total en deux composantes rectangulaires sur les axes principaux:

Mf = Mfy + Mfz.

5.4.1.1  APPLICATION  DU  PRINCIPE  DE  SUPERPOSITION

Chaque moment fléchissant composant, situé sur l’un des axes principaux, produit une
répartition de la contrainte normale de flexion calculable par la relation générale de la flexion
simple élastique. Les moments fléchissants composants peuvent s’exprimer en fonction du
moment total Mf et de l’angle α par :
- Sur l’axe C y : Mfy = Mf cosα,
- Sur l’axe C z : Mfz = Mf sinα.
En tenant compte du signe des contraintes obtenues dans le premier quadrant C y z, les
contraintes normales partielles, sur la surface élémentaire dA = dy dz, situées aux coordonnées
y et z, se calculent par, figure 5.26 à gauche :

- Moment composant sur C y : σ
α

f y
f

y

= ⋅
M

I
zcos .

- Moment composant sur C z : σ
α

f z
f

z

=
−

⋅
M

I
ysin . (5.14.1)

Figure 5.26   Décomposition du moment fléchissant selon les axes principaux
Répartition des contraintes normales en flexion déviée
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Le calcul de la contrainte résultante introduit les hypothèses complémentaires suivantes :
1. La section plane avant déformation reste plane après déformation de flexion. C’est l’hypo-

thèse de Bernoulli.
2. Le déplacement de tout point de la section plane, engendré par le moment fléchissant, est

normal à la section.
Appliquons le principe de superposition des efforts aux contraintes composantes : la con-
trainte résultante au point choisi sur la surface est égale à la somme algébrique des contraintes
normales composantes :

σy,z = σfy + σfz.
Introduisons les valeurs des contraintes composantes dans cette somme. La contrainte résul-
tante se trouve par :

σ
α α

y,z f
y z

= −
F
HG

I
KJM z

I
y

I
cos sin . (5.14.2)

5.4.1.2  DIRECTION  DE  L’AXE  NEUTRE

Chaque moment fléchissant composant produit une rotation de la section plane autour de
son axe passant par le centre de gravité C, la rotation totale étant égale à la somme des
rotations partielles. Désignons par axe neutre un axe de la surface sur lequel la contrainte
normale de flexion est nulle. En flexion déviée, cet axe passe par le centre de gravité C de la
section plane. La pente de l’axe neutre se trouve pour σ(y,z) = 0 en tout point de l’axe, soit :

z
I

y
I

cos sin ,α α

y z

− = 0

ou encore : z
I
I

y= ⋅y

z

tan .α (5.14.3)

Cette relation est l’équation d’une droite passant par l’origine du système de coordonnées C y
z, de pente (Iy/Iz).tanα . Comme généralement les moments quadratiques de la surface par
rapport aux axes principaux sont différents, la direction de l’axe neutre ne coïncide pas avec
celle du moment fléchissant. La pièce se déforme dans la direction perpendiculaire à l’axe
neutre et non perpendiculaire à Mf.

5.4.1.3  CONTRAINTE  NORMALE  MAXIMALE  OU  MINIMALE

La contrainte maximale ou minimale de flexion est située aux points les plus éloignés de
l’axe neutre, figure 5.26 à droite. Si le point 1 est le point le plus éloigné du côté des fibres
tendues, coordonnées y1 et z1, la contrainte maximale de flexion vaut :

σ
α α

f f
y z

max
cos sin .= ⋅ −
F
HG

I
KJM z

I
y

I
1 1 (5.14.4)

Lorsque la section est de forme très simple, comme par exemple un rectangle, la position de la
contrainte maximale ou minimale se trouve très facilement tandis que pour les surfaces de
forme compliquée, le dessin de l’axe neutre sur la figure de la section permettra de repérer
plus facilement le ou les points de contrôle.
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5.4.2  RECHERCHE  GRAPHIQUE  DE  L’AXE  NEUTRE

La recherche graphique de l’axe neutre de flexion et le calcul des contraintes par rapport à
cet axe peuvent s’effectuer par la construction du cercle de Mohr-Land. L’avantage essentiel
de cette méthode réside dans la construction directe de l’axe neutre sans décomposition du
moment fléchissant total en ses composantes rectangulaires.

5.4.2.1  EXPRESSION  GÉNÉRALE  DE  LA  CONTRAINTE  DE  FLEXION

Le moment fléchissant total Mf est décomposé suivant une paire d’axes rectangulaires
quelconques, comme par exemple un repère pour la construction du profil, désignés par C y et
C z :

Mf = Mfy + Mfz .
En introduisant l’hypothèse de Bernoulli dans l’expression de la contrainte normale aux coor-
données y et z, nous pouvons écrire :

σ = m y + n z,
m et n étant des coefficients de proportionnalité. Exprimons les moments élémentaires
produits par rapport aux axes  C y et C z  par la force élémentaire  dFn = σ dA :

dMy = z dFn = m y z dA + n z2 dA,
et dMz = - y dFn = - (m y2 dA + n y z dA).
Les moments composants valent la somme algébrique des moments partiels, soit :

M M m I n I
Af y y yz yd= = +z ,

et M M m I n I
Af z z z yzd= = − +z d i.

Ces deux relations permettent de trouver les deux coefficients de proportionnalité m et n :
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Introduisons ces deux valeurs dans l’expression de la contrainte normale :
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Sur l’axe neutre, la contrainte normale est nulle. En partant de cette expression générale de la
contrainte de flexion, exprimée en fonction des composantes rectangulaires, du moment
fléchissant et des caractéristiques géométriques de la surface par rapport au système d’axes C
y z quelconque, l’axe neutre est donné par l’équation de la droite z = f(y) :
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yz z

z yz

tan
tan

.
α
α

Le coefficient angulaire de cette droite est donné par une relation tout à fait identique à celle
trouvée pour l’angle β dans la relation du cercle de Mohr-Land (4.3.3).

5.4.2.2  UTILISATION  DU  CERCLE  DE  MOHR - LAND

La position de l’axe neutre se trouve en construisant le cercle de Mohr-Land sur la section
soumise à la flexion déviée.
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Figure 5.27   Recherche graphique de l’axe neutre et des contraintes de flexion

La construction s’effectue de la manière suivante :
1. Dessiner la section orientée suivant les axes rectangulaires de calcul, calculer les moments

quadratiques Iy, Iz, Iyz, construire le cercle de Mohr-Land à partir de ces valeurs.
2. Représenter le moment fléchissant total en direction  et sens, dessiner la perpendiculaire au

moment fléchissant appelée ligne de charge.
3. Construire l’axe neutre de flexion en traçant la corde passant par le centre quadratique.
4. Déterminer le moment quadratique de calcul Inc entre les points N et T du cercle.
5. Calculer les valeurs des contraintes de flexion aux points les plus éloignés de l’axe neutre

de flexion par :
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e1 2

Cette construction permet de trouver simplement et rapidement la valeur de la contrainte de
flexion en un point quelconque de la section, cette contrainte étant proportionnelle à la
distance entre l’axe neutre et le point.

5.5  FLEXION  ÉLASTO - PLASTIQUE

Le calcul des contraintes de flexion dans une section quelconque fait intervenir la loi de
Hooke entre les déformations et les contraintes et l’hypothèse de Bernoulli. En flexion
élastique, les contraintes et les déformations sont proportionnelles à la distance du point en
étude à l’axe neutre de flexion. La contrainte, en tout point de la section plane, doit rester
inférieure ou à la limite égale à la contrainte dite à la limite élastique de la matière. Dès que
cette contrainte limite est dépassée, la barre subit des déformations permanentes, dites
plastiques. Les relations de la flexion élastique ne sont plus applicables.

5.5.1  ETUDE  DES  DÉFORMATIONS  ÉLASTO - PLASTIQUES

Choisissons le cas d’une plaque d’épaisseur constante sollicitée à ses deux extrémités en
traction simple. Cette plaque, dimensions extérieures 200 mm x 100 mm, est ajourée au centre
par un trou au diamètre de 50 mm. Isolons le quart de cette structure et proposons-nous
d’observer la répartition de la contrainte de traction sur l’axe vertical du trou. Ce genre de
problème fait intervenir la notion de pièce entaillée car contrairement aux hypothèses
simplificatrices proposées précédemment, la section n’est pas constante ou légèrement
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variable. Au contraire, la section est fortement variable et provoque une concentration de
contrainte incalculable par les relations simples de la résistance des matériaux.

Figure 5.28   Plaque sollicitée par des contraintes élastique, élasto-plastique et plastique

Supposons de plus que le comportement du matériau est élasto-plastique, la caractéristique
théorique de déformation correspondant exactement à celle de la figure 1.9 se composant de
deux domaines :
1. Domaine élastique : déformation élastique pour des contraintes comprises entre 0 et 300

N/mm2, module d’élasticité Eélas constant.
2. Domaine plastique : déformation parfaitement plastique, la contrainte restant égale à 300

N/mm2 quelle que soit la valeur de la déformation, module de plasticité Eplas = 0.

5.5.1.1  DÉFORMATIONS  ÉLASTIQUES

Comme représenté sur la figure 5.28, la pièce est sollicitée en traction par une charge
répartie uniformément sur la paroi droite de la plaque. La charge correspond à une contrainte
de traction celle-ci pouvant varier seulement de 0 N/mm2 à 300 N/mm2. Si l’épaisseur de la
plaque est s et la contrainte σdroite, l’effort normal vaut FN = 100 mm . s . σdroite. Cet effort reste
constant dans toute coupe perpendiculaire à l’axe C x. L’étendue de la section située sur l’axe
C y vaut la moitié de 100 mm, soit 50 mm. La contrainte moyenne dans cette section vaut
donc le double de celle placée à l’extrémité droite, soit σCy moy = 2 . σdroite. Dans l’exemple
particulier, il est admis une contrainte de traction de 50 N/mm2 sur la paroi de droite, la
contrainte moyenne dans la section entaillée valant 100 N/mm2. La répartition de la contrainte
normale dans cette section n’est pas uniforme puisqu’il y a une entaille.
La recherche de la répartition de la contrainte normale, en particulier le calcul de la contrainte
maximale peut s’effectuer :
1. En recherchant la valeur du coefficient de forme au moyen d’une formule appropriée. Le

coefficient de forme, symbole αk, est le rapport entre la contrainte maximale et la
contrainte nominale. Ce coefficient dépend non seulement de la géométrie, mais de la
précision de la formule. Dans le cas particulier, le coefficient de forme valait 4.32, rapporté
à la section de 100 mm, la contrainte maximale étant 216 N/mm2. La contrainte moyenne
dans la section entaillée est 100 N/mm2 et le coefficient de forme rapporté à cette section
vaut αk = 2,16.

2. En utilisant la méthode des éléments finis. La modélisation du quart de la plaque au moyen
d’environ 200 éléments a permis de trouver une contrainte maximale de 218,3 N/mm2 et
une contrainte minimale de 34,3 N/mm2. Ces deux valeurs sont représentées sur la
première partie de la figure 5.28.
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5.5.1.2  DÉFORMATIONS  ÉLASTO-PLASTIQUES

Doublons la valeur de la force de traction de telle manière que la contrainte moyenne dans
la section entaillée soit de 200 N/mm2. Si la pièce restait parfaitement élastique, la contrainte
maximale atteindrait 436,6 N/mm2. Or la contrainte maximale supportée par la matière est
limitée à 300 N/mm2. La pièce se déforme plastiquement dans la section entaillée, la
résultante des forces élémentaires dFn = σ dA devant être égale à la force extérieure. Une
partie de la section est déformée plastiquement, l’autre partie élastiquement. C’est l’état de
contrainte dit élasto-plastique.

5.5.1.3  DÉFORMATIONS  PLASTIQUES

Triplons la valeur de la force de traction initiale de telle sorte que la contrainte dans la
paroi de droite soit 150 N/mm2. La contrainte moyenne dans la section entaillée atteint le
double de cette valeur, soit 300 N/mm2. Cette contrainte représente la limite supportée par la
matière de la pièce. La section entaillée devient entièrement plastifiée. Sous l’effet de la
charge extérieure, la pièce s’allonge infiniment dans cette section si le déplacement de la paroi
de droite n’est pas empêché par un dispositif particulier ! C’est l’état de contrainte plastique
pur caractérisé par la ruine de la structure.

5.5.2  CALCULS  EN  CONSTRUCTION  DE  MACHINES

Les pièces de machines sont très souvent à section variable et possèdent par exemple des
épaulements ou des modifications brusques de section, même dans les régions les plus
sollicitées. La répartition de la contrainte de flexion n’est plus linéaire, mais présente des
pointes de contraintes atteignant très rapidement la limite élastique ou dépassant cette valeur.
Si la charge reste constante, il est possible d’admettre une certaine déformation plastique tout
en ne compromettant pas la sécurité et la fonction de la pièce. Le calcul des pièces de
machines en charges statique et dynamique sera repris en détail dans le chapitre 13.

5.5.2.1  COMPORTEMENT  DES  ACIERS

Habituellement, le calcul est basé sur l’allure de la courbe de déformation en fonction de
la charge relevée au moyen d’extensomètres de précision dans l’essai de traction ou de
mesures sur la pièce définitive sollicitée par une charge identique à celle qui intervient en
service. Supposons cette courbe connue et désignons par :
1. σE la contrainte normale au début de la déformation élasto-plastique et εE la déformation

spécifique correspondante : εE = σE/E, E étant le module d’élasticité.
2. σpl la contrainte normale après déformation élasto-plastique et εpl la déformation spécifique

correspondante.
La courbe σ = σ (ε) est constituée principalement par deux tronçons, le premier obéissant à la
loi de proportionnalité jusqu’à σE, le second s’incurvant vers le bas. Plusieurs auteurs ont
proposé des lois paraboliques permettant de fixer sous forme analytique la loi de la
déformation dans le domaine élasto-plastique.
Pour les aciers de construction de machines, cette dernière déformation spécifique est limitée
à 0,5 % pour la nuance ferritique, à 1% pour la nuance auténitique. La tendance actuelle est
d’augmenter ces limites, jusqu’à 5%, en oubliant malheureusement la fonction de la pièce.



Contraintes fondamentales

- 106 -

Figure 5.29   Courbes de déformation d’aciers pour construction de machines (selon Dietmann [2])

La contrainte nominale dans la section entaillée étant définie par σf nom = (Mf/Iz) . emax en
flexion, la contrainte normale maximale probable est égale à cette valeur multipliée par le
coefficient de forme αk :
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Le contrôle de la section sollicitée en flexion statique est basée d’une part sur la notion de
coefficient de sécurité SE, d’autre part sur la possibilité de déformation plastique de la matière
par l’intermédiaire du chiffre de soutien désigné par npl. Nous obtenons ainsi deux versions de
contrôle :
1. Sous la contrainte nominale, calculée au moyen des relations fondamentales de la

résistance des matériaux, par :

σ
σ

f nom
E

E

≤
S

.

2. Sous la contrainte maximale probable, compte tenu de l’effet d’entaille, par :

σ
σ

f pl
E

E
max .≤ ⋅n

S
(5.15.1)

Tableau 5.2
Limite élastique σE, limite à 0,2% Rp0,2 et contrainte limite σ

(Valeurs selon H. Dietmann)

Aciers alliés
Nuance

σE
N/mm2

Rp0,2
N/mm2

σ
N/mm2

Facteur f
(Rp0,2/σ)0,5

   13 Cr Mo 4 4
   BHW 38
   34 Cr Mo 4

214
408
656

395
568
779

415
576
765

0,976
0,993
1,009

   34 Cr Ni Mo 6
   X 12 Cr Ni 18 8

823
120

1020
252

977
310

1,022
0,902
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5.5.2.2  CHIFFRE  DE  SOUTIEN

Le chiffre de soutien intervenant dans le calcul de la contrainte maximale admissible peut
se trouver soit à partir des caractéristiques mécaniques connues, soit approximativement à
partir de grandeurs de substitution si la courbe de la déformation n’est pas connue.

1. Aciers à caractéristiques mécaniques connues
Le chiffre de soutient se trouve par :

npl
E

pl

E

= ⋅
σ
σ

ε

ε
. (5.15.2)

Malheureusement, les caractéristiques mécaniques nécessaires à l’application de cette relation
ne sont généralement pas connues par l’utilisateur !

2. Aciers avec limite apparente d’élasticité bien marquée
Cette catégorie concerne les aciers au carbone à faible résistance statique pour lesquels la

contrainte à la limite apparente d’élasticité Ré est donnée dans les tables. Le chiffre de soutien
se définit par :

npl
pl

e

=
ε

ε
, (5.15.3)

avec εe = Ré/E.

3. Aciers avec limite conventionnelle d’élasticité Rp0,2 connue
Lorsque la limite conventionnelle d’élasticité Rp0,2 est connue, le chiffre de soutien peut se

trouver approximativement par l’expression :

n
E
Rpl

pl

p

≈
⋅ε

0 2,

. (5.15.4)

Le facteur f de la table 5.2 représente : f = (Rp0,2/σ)0,5, c’est-à-dire le rapport entre le chiffre
approximatif de soutien et le chiffre exact.

4. Limite du chiffre de soutien
Le chiffre de soutien ne peut pas dépasser la valeur du coefficient de forme et ne peut pas

être inférieur à 1. De plus, l’acier doit posséder la possibilité de se déformer jusqu’à la valeur
introduite dans le calcul sans risques de fissures.

5.5.3  CALCULS  EN  CONSTRUCTION  MÉTALLIQUE

Nous voulons présenter le calcul de la flexion plastique introduite dans la construction
métallique sans entrer dans les détails sur les prescriptions des normes en vigueur. Les aciers
utilisés sont les nuances Fe 360 et Fe 510 présentant une contrainte à la limite apparente
d’élasticité Ré = 235 N/mm2 pour Fe 360, Ré = 355 N/mm2 pour Fe 510. La déformation et la
contraintes admises suivent le diagramme idéal de la figure 1.9.

5.5.3.1  HYPOTHÈSES  DE  CALCUL

Les hypothèses introduites dans le calcul élasto-plastique ou plastique sont :
1. Les aciers utilisés sont suffisamment ductiles et passent par un stade d’écrouissage avant

rupture.
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2. Les déformations de la structure sont suffisamment petites pour que la géométrie ne soit
pas modifiée.

3. La structure travaille essentiellement en flexion et les effets de l’effort tranchant sont
négligeables.

4. A chaque instant, il y a équilibre entre la charge et les efforts à l’intérieur de la pièce
déformée.

5. L’hypothèse de Bernoulli reste à tout moment valable : les sections droites de la poutre
restent, après déformation, planes et normales à l’axe incurvé de la poutre.

L’équilibre entre les efforts extérieurs et les efforts intérieurs impose les mêmes conditions
d’équilibre pour la section droite : à chaque instant, la résultante des forces normales
intérieures doit être nulle et le moment résultant de ces forces élémentaires doit être égal au
moment fléchissant.

5.5.3.2  SECTION  SYMÉTRIQUE : MOMENTS  ÉLASTIQUE  ET  PLASTIQUE

Supposons que la section de la poutre soit symétrique par rapport à l’axe C z et sollicitée
par une moment fléchissant progressivement croissant. Le moment fléchissant maximal
applicable dans cette section pour que les fibres extrêmes atteignent une contrainte égale à Ré
se calcule par :
Moment fléchissant maximal élastique :     Mfe = Ré Wz.
Introduisons e1 = e2 = h/2 et calculons la courbure de la poutre dans ces conditions. Pour un
tronçon de longueur élémentaire dx, l’allongement vaut : ∆dx = εe dx avec εe = Ré/E et
∆dx/(h/2) = dx/ρ. La courbure vaut :

1 2
ρ

ε

e

e=
h

. (5.16.1)

Figure 5.30   Répartition des déformations et des contraintes dans le domaine élasto-plastique [10]

Augmentons la valeur du moment fléchissant. Les fibres supérieures et inférieures se
plastifient progressivement et les deux zones plastifiées se propagent vers l’axe C z.
L’équilibre de translation impose que l’axe neutre reste à mi hauteur du profil comme pour la
flexion élastique. De plus, à tout moment, la courbure de la pièce est liée à la distance ye de
l’axe neutre à la ligne de séparation élastique – plastique par la relation de Bernoulli : 1/ρ =
εe/ye. en éliminant εe de ces deux relations, nous pouvons écrire la proportion :

2 1
1

y
h

e e=
/
/

.ρ
ρ

(5.16.2)



5. Flexion simple

- 109 -

Lorsque le rayon de courbure de la poutre est nul, la distribution de la contrainte dans la
section plane devient birectangulaire. Le moment fléchissant correspondant porte le nom de
moment plastique. Le moment plastique peut se calculer par une relation semblable à celle du
moment élastique par :

Mfp = Ré Zz,
Zz étant le module de résistance plastique. Cette relation représente une valeur limite idéalisée
car le rayon de courbure ne peut pas devenir plus petit que h/2.Il subsiste donc toujours une
zone médiane élastique.
Pour une section symétrique par rapport à l’axe C z, le module de résistance plastique peut se
trouver très facilement en remarquant que la contrainte vaut +Ré du côté des y positifs, -Ré du
côté des y négatifs. Nous pouvons écrire :

M R y A R y A S R R Zfp éA é z é é zA
d d= = = =z z 2 .

ou encore : Zz = 2 Sz. (5.16.3)
Pour une section symétrique, le module de résistance plastique est égal à deux fois le moment
statique de surface de la moitié de la section droite par rapport à l’axe de symétrie C z.

5.5.3.3  VARIATION  DU  MOMENT  FLÉCHISSANT

Examinons la variation du moment fléchissant en fonction de la déformation de la poutre
primitivement rectiligne. Sous l’effet d’un moment supérieur au moment maximal élastique,
une partie de la section se déforme plastiquement, l’autre élastiquement, la section droite
restant plane. Désignons par :
- Wze le module de résistance élastique à la flexion de la partie intérieure élastique.
- Zze le module de résistance plastique de la même portion intérieure.
- Zz  le module de résistance plastique de la section entière.
Le moment fléchissant dans la section déformée dans le domaine élasto-plastique peut s’écrire
sous la forme :

Mf = Ré Wze + Ré Zz – Ré Zze.
Calculons le rapport entre le moment fléchissant dans le domaine élasto-plastique et le
moment fléchissant maximal élastique :

M
M

M
M

Z W
Z

f

fe

fp

fe

ze ze

z

= −
−F

HG
I
KJ1 . (5.16.4)

Figure 5.31   Représentation du rapport des moments fléchissants Mf/Mfe
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La courbure de la poutre déformée est donnée par : 1/ρ = ε/(h/2). Quelle que soit la défor-
mation, nous pouvons calculer le rapport des courbures par :

1
1

/
/

.maxρ
ρ

ε
εe e

=

Pour une section droite donnée, les grandeurs Wze et Zze ne dépendent que de la hauteur y de
chaque côté de l’axe neutre de la partie à déformation élastique. Il est donc possible de tracer
la courbe Mf/Mfe en fonction du rapport des déformations spécifiques εmax/εe, compte tenu de
la forme de la section, figure 5.31.
Pour une section rectangulaire, Wz = b h2/6 et Zz = 2 Sz = 2 b h2/8 = b h2/4. Le rapport entre le
moment fléchissant plastique et le moment fléchissant élastique vaut : (b h2/4)/(b h2/6) = 1,5.
Il est possible de calculer le rapport des moments fléchissants en fonction du rapport des
déformations de chaque section symétrique. Le rapport Zz/Wz est élevé si la section est renflée
au voisinage de l’axe neutre, comme par exemple la section circulaire ou la section carrée
avec l’axe neutre de flexion située sur la diagonale. Par contre, les profilés utilisés dans la
construction métallique, comme les profilés H ou I, possède une rapport modeste voisin de 1.

5.5.3.4  SECTION  AVEC  UN  SEUL  AXE  DE  SYMÉTRIE

Dans les sections à un seul axe de symétrie, la répartition des contraintes dans une section
droite obéit d’une part aux conditions d’équilibre des forces extérieures, d’autre part aux
conditions de déformation élastique et plastique. Les deux cas limites sont définis par :
1. Tant que la répartition des contraintes est élastique dans toute la section, l’axe neutre de

flexion passe par le centre de gravité de la section. Le moment fléchissant élastique limite
vaut : Mfe = Ré Iz/e1.

2. Quand le profil est complètement plastifié, l’axe neutre de flexion partage la surface en
deux aires égales. Le module plastique correspondant vaut : Zz = (A/2) (y1 + y2), où y1 et y2
sont les distances de l’axe neutre plastique aux centres de gravité des deux moitiés de
même aire.

5.5.3.5  VÉRIFICATIONS

La sécurité d’une construction γ est obtenue directement en fonction de sa résistance R,
sollicitation pour laquelle il y a ruine, et de la sollicitation effective F à laquelle elle est
soumise par :

F* = γ F ≤ R, (5.16.5)
avec : F* sollicitation majorée par le facteur de sécurité,

F sollicitation résultant de la charge de service,
γ facteur de sécurité,
R résistance ultime de la structure et de ses éléments.

La vérification au moyen de cette relation doit être complétée d’une vérification de la
déformation, de la fatigue et de la stabilité de la construction. Le facteur de sécurité est : γ =
1,6 se composant d’un facteur de charge γF = 1,4 et d’un facteur de résistance γR = 1,15.
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CHAPITRE  6

TORSION  SIMPLE

Les poutres en torsion simple se rencontrent surtout dans la conception de machines sous
forme d’arbres de transmission, d’arbres dans les réducteurs et multiplicateurs de vitesse à
engrenages et dans certains éléments de machines tels les barres de torsion et les ressorts
hélicoïdaux. Les poutres utilisées dans la construction métallique subissent très souvent de la
torsion qui s’additionne à la flexion.

6.1  EFFORTS  ET  CONTRAINTE  DE  TORSION

La valeur du moment de torsion Mt, dans une section droite quelconque d’une poutre, est
égale à la somme algébrique des moments des forces et charges extérieures par rapport à la
normale à la section, passant par le centre de gravité C, appliquée à l’un des tronçons isolé.
Contrairement à la traction ou au cisaillement simples, ou à la flexion simple, le calcul de la
répartition de la contrainte et de la déformation en torsion n’est simple que pour les barres à
section circulaire pleines ou annulaires.

6.1.1  MOMENT  DE  TORSION  ET  DIAGRAMME

L’expression générale du moment de torsion dans la section plane, perpendiculaire à la
ligne moyenne de la poutre, est définie par :

M M M m x
kji

t t Fi t j t k

pmn

d= + + z∑∑∑
===

( ) .
111

avec : Mt(Fi) moment en torsion des forces extérieures,
Mt j moment en torsion des couples extérieurs,
mt k moment linéique extérieur en torsion.

La définition s’étend à la longueur de chaque tronçon de la poutre, sollicitée par un ou
plusieurs couples répartis, les sommations à toute la partie de la pièce située d’un côté de la
section droite, voir figure 6.1.

6.1.1.1  DÉTERMINATION  DU  COUPLE  DE  TORSION  DANS  LES  ARBRES

Bien que le signe du moment de torsion ne joue généralement pas un rôle prépondérant
dans l’étude d’une pièce soumise à la torsion, nous pouvons adopter la convention suivante :
le moment de torsion est positif lorsque la somme algébrique des moments composants
possède le même sens que l’axe de référence de la poutre. Comme le moment de torsion
intervient dans le calcul des arbres de machines, rappelons la relation fondamentale de la
mécanique entre le couple de torsion Mt, la puissance transmise P et la vitesse angulaire ω :

M P M P Wt tavec m N rad / s= ⋅
ω

ω, , .

La vitesse angulaire s’exprime par l’équation de grandeur ω = 2 π n où n est la fréquence de
rotation en tours par seconde. Le moment de torsion s’exprime alors en mètre – newton.
Comme le couple de torsion est proportionnel à la puissance transmise, le diagramme des
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moments de torsion le long de l'arbre rectiligne représente également la répartition de la
puissance transmise.

6.1.1.2  DIAGRAMME  DES  MOMENTS  DE  TORSION

Comme pour les poutres sollicitées par l’effort normal, l’effort tranchant ou le moment
fléchissant, il est utile de représenter la valeur du moment de torsion dans la pièce
parallèlement à la ligne moyenne. Pour construire ce diagramme, il suffi de connaître par voie
analytique ou graphique, la grandeur du moment de torsion dans chaque section droite de la
pièce.

Exemple
Une pièce rectiligne, longueur 5 a, est sollicitée par deux couples opposés de moment M,

par une couple réparti uniformément valant m = M/a, par une couple réparti linéairement entre
0 et 2 m, par un couple inconnu permettant de maintenir cette pièce en équilibre de rotation.

Figure 6.1   Couples sur une pièce rectiligne et diagramme des moments de torsion

L’équilibre de rotation de la pièce rectiligne B – C permet d’écrire :
Σ M(x) = 0 : M + m a – M + 2 m a/2 + MC = 0.

Le moment inconnu vaut MC = - 2 M. En adoptant une échelle convenable pour la repré-
sentation du moment de torsion, la construction part de l’extrémité gauche de la pièce. Porter
la valeur du moment en sens et intensité à partir de la ligne de référence et continuer la
construction jusqu’à la fin de la pièce. Tous les moments de torsion de même sens sont placés
dans le sens adopté pour la représentation., soit positif vers le haut, soit négatif vers le bas.

6.1.2  CONTRAINTE  DE  TORSION

Dans une barre à section circulaire, sollicitée par la torsion simple, toutes les sections
transversales de la barre sont soumises à un moment de torsion variable ou non, les autres
efforts étant nuls.

6.1.2.1  HYPOTHÈSES  INITIALES

Pour simplifier la recherche des contraintes et des déformations dans une pièce rectiligne
sollicitée en torsion simple, la résistance des matériaux introduit les hypothèses suivantes :
1. La pièce est constitué par une matière isotrope et homogène.
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2. La pièce, sollicitée seulement par la torsion, est composée d’un seul tronçon à section
circulaire constante.

3. Les déformations restent faibles et élastiques. Les sections droites restent, après défor-
mation, planes, parallèles et circulaires.

4. Les efforts extérieurs se réduisent à deux couples de torsion de sens contraire, placés aux
extrémités de la pièce. Dans chaque section droite de la pièce, les efforts intérieurs sont :

FN = 0.
FT = 0.
Mf = 0.
Mt ≠ 0.

5. Sous l’effet des deux couples de torsion, les fibres longitudinales de la pièce, initialement
rectilignes, s’enroulent en hélice circulaire autour de l’axe. La fibre confondue avec l’axe
de la pièce est la fibre neutre de torsion.

6.1.2.2  EFFORTS  INTÉRIEURS  ET  CONTRAINTE  DE  TORSION

Sous l’effet des efforts extérieurs, les points d’une section droite subissent une rotation
autour de l’axe du barreau. Les sections droites sont ainsi tordues et glissent par rapport aux
sections voisines. Le déplacement de chaque point sur la section est proportionnel à sa
distance au centre de la section circulaire.

1. Hypothèses sur la répartition des contraintes de torsion
La contrainte sur une aire élémentaire dA provient du glissement des sections successives

les unes par rapport aux autres. Cette contrainte est une contrainte tangentielle désignée par τt.
En admettant la contrainte de cisaillement proportionnelle à la déformation, nous pouvons
écrire :

τt = k . r.
La contrainte de cisaillement, appelée contrainte de torsion, est proportionnelle à la distance r
du centre de la section circulaire au point choisi. Cette relation exprime la linéarité entre la
déformation et la contrainte.

2. Equilibre de la coupe
La contrainte de torsion, sur une aire élémentaire dA, est donnée par l’expression générale

des contraintes tangentielles :

τ t
td

d
=

F
A

.

La force élémentaire  dFt  et la contrainte τt sont perpendiculaires au rayon r. La résultante des
forces élémentaires dFt doit être nulle et la somme des moments élémentaires de ces forces
par rapport à l’axe de la pièce doit être égale au moment de torsion Mt. Cette condition est
remplie en raison de la symétrie. Calculons la valeur du moment élémentaire produit par la
force dFt. Remplaçons cette force élémentaire par son expression, fonction du rayon r et du
facteur de proportionnalité k :

dMt = r . dFt = r . τt
 . dA = r k r dA = k r2 dA.

Le moment total est égal à la somme des moments élémentaires, soit :

M M k r A k r A k I
AA At t pd d d= = = =zz z2 2 .

Ip est le moment quadratique polaire de la surface circulaire de rayon re. Remplaçons dans
cette expression k par τt/r :
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M
r

It
t

p= ⋅
τ .

3. Valeur de la contrainte de torsion
L’expression générale de la contrainte de torsion, calculée au rayon r, situé entre r = 0 et r

= re, devient :

τ t
t

p
( ) .r

M
I

r= ⋅ (6.1)

Comme la contrainte de torsion est admise proportionnelle au rayon r, la contrainte de torsion
est maximale ou minimale, suivant le sens du moment de torsion, pour les fibres extérieures
de la barre circulaire situées au rayon re :

τ t
t

p
e

t

p
max .= ⋅ =

M
I

r M
W

(6.2)

Figure 6.2   Barre circulaire en torsion simple : répartition de la contrainte tangentielle τt

Dans cette dernière expression, Wp est le module de résistance à la torsion d’une section
circulaire. Le moment quadratique polaire Ip de la section circulaire pleine ou annulaire est
égal à la somme : Ip = Iy + Iz = 2 Iy = 2 Iz. Le module de résistance à la torsion est égal au
rapport : Wp = Ip/re.

Section circulaire
Section pleine Section annulaire

Module quadratique : I d
p

e=
π 4

32
I

d d
p

e i=
−π 4 4

32
c h

,

Module de résistance : W d
p

e=
π 3

16
W

d d
dp

e i

e

=
−π 4 4

16
c h

.

Attention !
Le module de résistance à la torsion d’une section annulaire n’est pas égal à la différence

des modules de résistance des sections pleines de diamètre de et di.
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6.1.3  ÉTAT  DE  CONTRAINTE  EN  TORSION  SIMPLE

Découpons dans la barre cylindrique tordue un volume élémentaire de longueur dx, aux
rayons r et r + dr, les autres faces latérales étant à direction radiale, figure 6.3.

Figure 6.3   Etat de contrainte en torsion simple

6.1.3.1  CONTRAINTES  TANGENTIELLES  ET  NORMALES

La contrainte de torsion au rayon r est donnée par l’expression générale : τt = r Mt/Ip, le
sens étant imposé par le sens du couple appliqué sur la section. Sur la face arrière, la
contrainte a même module, mais son sens est opposé.
En appliquant le principe de la réciprocité des contraintes tangentielles, les faces latérales du
volume élémentaire sont sollicitées par des contraintes tangentielles τ de même intensité que
les contraintes de torsion. Le corps élémentaire découpé dans la barre cylindrique est en
cisaillement pur.
Le cercle de Mohr des contraintes est centré sur l’origine des axes de cette représentation. Le
rayon du cercle correspond exactement à la contrainte de torsion à ce niveau. Une rotation des
axes de référence de 45° permet d’obtenir l’état de contraintes principales avec :

Contrainte positive : σ1 = τt.
Contrainte négative : σ2 = - τt.

La présence de contraintes de cisaillement dans le sens axial est mise en évidence dans l’essai
de matière fibreuse non isotrope comme le bois. Une pièce à section circulaire en bois
présente, lors d’un essais de torsion, des fissures longitudinales provenant du cisaillement
axial et de la faible résistance de cette matière dans cette direction.
Pour un barreau en fonte grise, le plan de rupture est incliné de 45° par rapport à la section
circulaire droite puisque la résistance à la traction de cette matière est nettement plus basse
que celle au cisaillement ou à la compression.
En torsion pure sur barres circulaires, les lignes isostatiques sont des hélices à 45°.

6.1.3.2  PIÈCES  À  SECTION  VARIABLE

Si la pièce circulaire présente une forme tronconique, la relation générale de la contrainte
de torsion est encore applicable pour autant que l’angle du cône ne soit pas trop grand. Par
contre, dans les parties de la barre sollicitée par des couples concentrés et aux changements
brusques de section, la contrainte de torsion ne peut plus se déterminer au moyen d’une
relation simple. Il y a effet d’entaille dans ces cas.
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6.2  DÉFORMATION  EN  TORSION  CYLINDRIQUE  SIMPLE

Sous l’action du couple de torsion sur la pièce, la barre cylindrique se tord, les géné-
ratrices du cylindre devenant des hélices.

6.2.1  ANGLE  DE  ROTATION

Soit une pièce cylindrique de diamètre d, longueur l, sollicitée par deux couples opposés
de moment Mt placés à chaque extrémité de la barre. Supposons la section arrière fixe et
calculons la rotation de la section plane avant.

6.2.1.1  DÉFORMATION  ANGULAIRE

Le déplacement circonférentiel d’un point placé au diamètre d, sur la face avant de la
barre, peut s’exprimer soit en fonction de l’angle de rotation de la face avant, soit en fonction
de la déformation de la génératrice du cylindre passant par ce point :

s = r ϕ = l γ,
avec r = d/2. La déformation angulaire de la génératrice γ entre deux sections droites suc-
cessives peut se donner en fonction de la contrainte tangentielle et du module de glissement
par la relation (3.2) : γ = τ/G. L’angle de rotation ϕ de la section avant se trouve par :

ϕ γ
τ

= = ⋅
l
r G

l
r

,

avec : τ = r . Mt/Ip.

Figure 6.4   Déformation d’une barre cylindrique soumise à la torsion

En substituant cette dernière expression et après simplification par le rayon r, la rotation de la
section avant s’exprime par :

ϕ =
M l
G I

t

p

. (6.3)

Le produit  G . Ip  se nomme rigidité torsionnelle de la barre.
Cette relation joue un rôle très important dans le calcul des vibrations de torsion des arbres de
machines. La raideur d’un arbre cylindrique de section constante est donnée par :

k M G I
l

= =t p

ϕ
.
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Dans les grandes machines avec des arbres de transmission très longs, la rigidité torsionnelle
impose habituellement le choix du diamètre de l’arbre plutôt que la contrainte de torsion.

6.2.1.2  RELATION  GÉNÉRALE

Dans le cas général, la section de la barre n’est pas constante sur toute sa longueur, mais
soit progressivement variable, soit constante par tronçons. En admettant encore que les
relations trouvées soient applicables sur des tronçons élémentaires, la rotation élémentaire de
deux sections droites, distantes de dx, se trouve par :

d dt

p

ϕ =
M x
G I

,

ou encore sous la forme : d
d

t

p

ϕ
x

M
G I

= . (6.4)

Cette dernière expression est semblable à la relation différentielle de la déformation en
flexion.

6.2.2  ÉNERGIE  DE  DÉFORMATION  EN  TORSION

Calculons le travail à produire pour déformer une barre à section cylindrique constante de
l’angle ϕ. Le moment de torsion Mt est proportionnel à la déformation angulaire ϕ. Le travail
élémentaire produit pour déformer une tranche élémentaire d’épaisseur dx dans la barre est
donné par :

d d d d
u t

t t

p

t

p

W M M M x
G I

M x
G I

= = ⋅ =
ϕ
2 2 2

2

.

Le travail total est égal à la somme des travaux élémentaires, soit :

W M x
G I

l

u
t

p

d
= z 2

0 2
. (6.5)

Cas particulier
Le moment de torsion Mt, le moment quadratique polaire Ip et le module de glissement G

ne varient pas sur toute la longueur de la barre l. Le travail de déformation, emmagasiné sous
forme d’énergie élastique, se trouve par :

W E M l
G Iu él

t

p

= =
2

2
.
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6.3  TORSION  DES  BARRES  À  SECTIONS  NON  CIRCULAIRES

La théorie de la répartition des contraintes tangentielles et de la déformation en torsion,
vue jusqu’ici, n’est applicable qu’aux sections circulaires pleines ou annulaires.

6.3.1  TORSION  DES  PROFILÉS  MINCES  FERMÉS

Si la section annulaire est très mince, la différence entre les contraintes situées à
l’extérieur et celles situées à l’intérieur du profilé reste faible. Nous pouvons admettre que la
contrainte de cisaillement est répartie uniformément dans la section transversale.

6.3.1.1  CONTRAINTE  DE  TORSION

Soit un profilé très mince fermé de type tubulaire circulaire dans lequel une surface
élémentaire dA est découpée. Sur cette surface élémentaire d’aire dA = s dl, la force
tangentielle élémentaire dFt se trouve par le produit : dFt = τ s dl. Le produit τ s est appelé
flux de cisaillement et désigné par ΦT. Ce flux est constant car, si ce n’était pas le cas, la
section annulaire ne serait pas en équilibre avec le moment de torsion Mt.
Dans le cas de profilés minces fermés, l’épaisseur de la paroi est soit constante, soit le plus
souvent variable. Sous l’effet d’un couple de torsion, les sections terminales se tordent l’une
par rapport à l’autre. Le principe de la réciprocité des contraintes tangentielles exige que la
contrainte de torsion dans la section droite soit égale à la contrainte de cisaillement axial.

Figure 6.5   Profils minces fermés soumis à la torsion : annulaire, tubulaire

Le flux de cisaillement ΦT reste aussi constant dans le profil fermé : ΦT = τ s = constant. Soit
une section élémentaire dA = s dl. La force tangentielle élémentaire vaut dFt = τ s dl = ΦT dl.
Le moment produit par cette force élémentaire par rapport à l’axe C x vaut :

dM = r ∧ dFt.
Comme tous les moments élémentaires de force sont alignés sur l’axe C x, le moment élémen-
taire peut aussi se calculer par une expression algébrique, soit :

dM(x) = r’ dFt = r’ τ s dl = 2 ΦT dAm,

dAm étant l’aire du triangle élémentaire limité par les deux rayons issus de l’axe C x et
aboutissant aux extrémités de l’arc élémentaire dl. Le moment total est égal à la somme
algébrique des moments élémentaires :

M M A Ax AAt T m T md d= = =zz ( ) .2 2Φ Φ
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Dans cette expression, Am est l’aire de la surface plane délimitée par la ligne moyenne du
profil mince. La contrainte tangentielle maximale, dans la partie de la section où la paroi est la
plus mince, se trouve par :

 τ t
t

m
max

min

.=
M

A s2
(6.6)

Posons : Wt = 2 Am smin, Wt étant le module de résistance à la torsion du profil fermé non
cylindrique. La contrainte maximale de torsion peut se donner simplement par :

τ t
t

t
max .=

M
W

6.3.1.2  DÉFORMATION

Pour une section annulaire très mince, le moment quadratique polaire vaut : Ip = somme
des r2 dA = 2 π r3 s = Wp r  avec r le rayon moyen de la surface. Pour ce type de surface, Wp =
Wt. Introduisons la longueur de la circonférence moyenne  lm = 2 π r  et exprimons la valeur
du moment quadratique polaire :

I r s r
r

A s
lp

m

m

= =2 2
2

43
2

π
π
π

.

Par extension. cette relation peut s’appliquer aux profils minces fermés. La déformation en
torsion se trouve alors par :

d
d

avect

t
t

m

m

ϕ
x

M
G I

I A s
l

= =
4 2

min . (6.7)

Dans ces deux expressions, It est le moment quadratique en torsion de la section fermée non
circulaire, lm est la longueur de la ligne moyenne.

6.3.2  TORSION  DES  PROFILÉS  PLEINS

La torsion d’une barre à section pleine non circulaire sous l’action d’un couple est
proportionnelle à la valeur du moment de torsion Mt et inversement proportionnelle au
module de glissement G. L’expression générale de la déformation en torsion peut se donner
sous la forme :

d
d

tϕ
x

M
G K

= ,

K étant appelée constante de torsion et le produit G K rigidité à la torsion.

6.3.2.1  CONSTANTE  DE  ST.  VENANT

Nous pouvons nous poser la question s’il est possible d’exprimer, sous forme générale, la
constante de torsion K à partir des caractéristiques géométriques de la section :

K = f(A, Iy, Iz).
En vérité, comme la déformation ne dépend pas de la position de la paire d’axes C y z sur la
section droite, cette constante est plutôt fonction de l’aire A et du moment quadratique de
torsion It. Appliquons ce principe à la surface circulaire : le moment quadratique polaire vaut :
Ip = π d4/32 = π r4/2 et K = Ip = It, l’aire de la surface étant A = π r2 :
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K r r r
r

A
I

= = ⋅
⋅

=
π π π

π π2
1
2 4

4
4 3 4

3 4

4

2
p

. (6.8)

Cette relation approximative a déjà été proposée par St. Venant (1855). Elle porte le nom de
constante de St. Venant. Cette expression s’applique aux sections pleines de dimensions
transversales égales jusqu’à des surfaces étroites. Le profil ne doit par contre pas comporter
des angles brusques, mais des arrondis.

6.3.2.2  ANALOGIE  DE  PRANDTL

La répartition des contraintes tangentielles dans une section pleine soumise à la torsion
peut se trouver par la similitude proposée par Prandtl (1903). L’analogie physique entre une
barre en torsion et la déformation d’une membrane sous pression, fixée sur le pourtour de la
section, fait apparaître les propriétés suivantes :
1. La trajectoire des contraintes tangentielles τt dans la barre en torsion est identique aux

courbes de niveau de la membrane déformée sous l’effet de la pression.
2. La grandeur absolue de la contrainte de cisaillement est égale à la pente de la membrane au

point homologue.
3. Le couple de torsion Mt, appliqué sur la barre, est représenté par le double du volume limité

par la membrane et le plan du contour :
Mt ↔ 2 V.

Figure 6.6   Analogie entre la contrainte de torsion et une membrane sous pression

Cette analogie permet de trouver le module de résistance à la torsion d’une surface rectan-
gulaire très étroite donné par : Wt = b2 h/3.

6.3.2.3  CALCUL  PRATIQUE

Pour les sections pleines usuelles, le tableau de la page suivante donne la valeur du
module de résistance à la torsion Wt et celle du moment quadratique It = K. Les calculs et
contrôles se réduisent à :

Contrainte maximale de torsion : τ t
t

t
max .=

M
W

(6.9.1)

Déformation en torsion : d
d

t

t

ϕ
x

M
G I

= . (6.9.2)

Le tableau indique également le ou les points de la section à contrainte de cisaillement
maximale.
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Tableau 6.1
Modules de résistance Wt et moments quadratiques It à la torsion

Surface Module de résistance Moment quadratique Position de la
contrainte max.

Wp = (π/16) d3 Ip = (π/32) d4
Tout point de  la

circonférence
extérieure

Wp = (π/16)(de
4 –di

4)/de Ip = (π/32) (de
4 –di

4)
Tout point sur la

circonférence
extérieure

Wt = (π/16) a b2

pour
a/b ≥ 1

It = [(π/16) (a3 b3)] /
/ (a2 + b2) Au point M

Wt =
[(π/16)(be

4-bi
4)/be].n

avec
(ae/be) = (ai/bi) ≥ 1

It =
[(π/16).n3.(be

4-bi
4)]/

/(1 + n2)
Au point M

Wt = (c1/c2) h b2 It = c1 h b3
Au point M

Au point N, on a :
τtN = c3 τtM

  h/b =   1
  c1 = 0,141
  c2 = 0,675
  c3 = 1,000

1,5
0,196
0,852
0,858

2
0,229
0,928
0,796

3
0,263
0,977
0,753

4
0,281
0,990
0,745

6
0,298
0,997
0,743

8
0,307
0,999
0,743

10
0,312
1,000
0,743

∞
0,333
1,000
0,743

Wt = a3 / 20 It = a4/46,19 ≈ h4/26
Aux points M

Dans les angles,
la contrainte

est nulle

Wt = 0,1894 s3 It = 0,1152 s4 Aux points M
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Tableau 6.1 (suite)
Modules de résistance Wt et moments quadratiques It à la torsion

Surface Module de résistance Moment quadratique Position de la
contrainte max.

Wt ≈ (l b2 – 0,63 b3)/3 It ≈ (l b3 – 0,63 b4)/3 Au point M

Wt = [1,3/(3 bmax)] .

. Σ (bi
3 hi)

It = (1,3/3) . Σ (bi
3 hi)

Au milieu du côté du
profil composant

ayant la plus grande
épaisseur
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CHAPITRE  7

DÉFORMATION  EN  FLEXION  DES  POUTRES

ISOSTATIQUES  ET  HYPERSTATIQUES

La recherche de la ligne élastique ou ligne déformée d’une poutre primitivement rectiligne
à section constante ou variable, sollicitée principalement en flexion, constitue un des pro-
blèmes fondamentaux de la résistance des matériaux. La fibre moyenne de la poutre, lieu
géométrique des centres de gravité, située dans le plan des fibres neutres, fléchit et subit une
déformation sans variation de longueur. Les déformations dues au cisaillement sont
habituellement très faibles et négligeables vis à vis des déformations de flexion.

7.1  DÉFORMATION  PAR  INTÉGRATION  ANALYTIQUE

Après déformation, la ligne moyenne de la poutre est une courbe plane dans le cas d’un
problème dans le plan, une courbe spatiale dans le cas de la flexion déviée ou quelconque.

7.1.1  ÉQUATION  DE  LA  LIGNE  ÉLASTIQUE

La déformation de la poutre provoque un déplacement transversal de la ligne moyenne
dans la direction y ainsi qu’un déplacement longitudinal de second ordre qu’on néglige le plus
souvent. Deux sections droites successives, primitivement parallèles et distantes de dx, restent
perpendiculaires à la ligne élastique et forment entre elles un angle élémentaire dϕ.

7.1.1.1  ÉQUATION  DIFFÉRENTIELLE

Considérons deux triangles semblables de la figure 7.1, le premier formé par la longueur
élémentaire dx et le rayon de courbure ρ, le second par allongement extérieur ∆dx de la fibre
placée à la distance e1 de l’axe neutre C z et par la distance e1. Nous pouvons écrire :

d d avec d d df

z

f

z

x x
e

x
E

x M
E I

e x M
E Iρ

σ
ρ

= = ⋅ = ⇒ =
∆

∆
1

1
1 .

Pour une courbe plane donnée sous la forme  y = f(x), le rayon de courbure en un point
quelconque peut se calculer en fonction de ses dérivées première et seconde par :

ρ =
+( ' )

"
.

/1 2 3 2y
y

La dérivée première y’ reste toujours très petite dans les poutres déformées, primitivement
rectilignes, et le terme y’2 peut être négligé vis à vis de 1. Le rayon de courbure vaut donc
approximativement ρ = 1/y".
En partant de la convention de signe adoptée pour le moment fléchissant, les fibres situées du
côté des y positifs sont tendues et la pente de la déformée diminue en fonction de l’abscisse x.
La dérivée seconde est donc négative. L’équation différentielle de la ligne élastique s’écrit :

y y
x

M
E I

" .= = −
d
d

f

z

2

2 (7.1.1)
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Figure 7.1   Déformation en flexion et rayon de courbure

L’équation différentielle de second ordre se résout par double intégration :

y M
E I

x C' tan .= = − ⋅ +zϕ f

z

d 1 (7.1.2)

y y x M
E I

x C x C= = − ⋅ +
F
HG

I
KJ ⋅ +zzz ' .d d df

z
1 2 (7.1.3)

Les constantes d’intégration C1 et C2 sont à déterminer à partir des conditions d’appui ou de
continuité de la poutre. Le moment fléchissant Mf et éventuellement le moment quadratique
de surface Iz de la section doivent s’exprimer en fonction de l’abscisse x. Chaque nouvelle
expression du tronçon crée une équation différentielle de second ordre contenant chaque fois
deux constantes d’intégration.

7.1.1.2  POUTRES  SOLLICITÉES  PAR  UNE  FORCE  CONCENTRÉE

Montrons le principe de calcul de la ligne déformée pour deux cas de charge concentrée
sur une poutre en porte-à-faux et sur une poutre sur deux appuis, la section transversale de la
poutre restant constante.

1. Poutre en porte-à-faux avec charge concentrée à l’extrémité libre
La force concentrée F est appliquée verticalement vers le bas, dans le sens de l’axe C y

positif, figure 7.2 à gauche. Si l’encastrement est placé à droite, le moment fléchissant vaut :
Mf = - x F , les fibres tendues sont dessus, L’équation différentielle s’écrit : y" = x F/(E Iz).
Les conditions particulières sont : déformation angulaire et déformation linéaire nulles au
droit de l’encastrement pour x = l. Intégrons cette équation différentielle :

y M
E I

x x F x
E I

C C F l
E I

y F l
E I

x
l

' ' .= = + = − ⇒ = F
HG
I
KJ −
L
NMM

O
QPPzf

z z z z

d avec
2

1 1

2 2 2

2 2 2
1

y F
E I

x l x F
E I

x l x C C F l
E I

= − = −
F
HG

I
KJ + =z2 2 3 3

2 2
3

2
2 2

3

z z z

d avecc h ,

d’où : y F l
E I

x
l

x
lz

= − + FHG
I
KJ

F
HG

I
KJ

3 3

3
1 15 0 5, , .
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Figure 7.2   Poutres rectilignes sollicitées par une force concentrée

Cas particulier : Pour x = 0, la déformation linéaire est maximale et la déformation angulaire
minimale, compte tenu du signe adopté. Ces deux grandeurs valent :

tan .maxϕ ϕx x
F l
E I

et y f F l
E I= =≈ = − = =0 0

2 3

2 3z z

La déformation maximale ou flèche est désignée le plus souvent par f.

2. Poutre sur deux appuis avec force concentrée en un point quelconque
La force concentrée F est appliquée à l’abscisse x =  b, figure 7.2 à droite. Cette force

défini deux tronçons : entre x = 0 et x = b, entre x = b et x = l. Le moment fléchissant pour x
compris entre 0 et b vaut : Mf1 = x FB = x F c/l. Pour faciliter la mise en équation et la
solution, nous admettons des abscisses négatifs sur le deuxième tronçon, le point origine étant
confondu avec l’articulation en C. Le moment fléchissant sur le second tronçon s’écrit : Mf2 =
x1 FC = x1 F b/l. Soient C1 et C2 les deux constantes d’intégration dans le premier tronçon, C3
et C4 les constantes dans le second tronçon. Ecrivons les intégrations dans le premier tronçon :

y M
E I

x dx F c l
E I

x C' / , .= =
− ⋅

⋅ +zf

z z

aucune valeur de l'angle n'est connue
2

12

y F c l
E I

x dx C dx F c l
E I

x C x C=
− ⋅

⋅ + ⋅ =
− ⋅

⋅ + +zz/ / .
z z

2

1

3

1 22 6

Comme la déformation linéaire est nulle pour x = 0, alors la constante C2 = 0.
Pour le deuxième tronçon, les deux relation sont semblables à celles du premier tronçon car il
suffit de remplacer le rapport c/l par b/l. La constante d’intégration C4 est aussi nulle puisque
au point C, l’articulation est à y = 0. Exprimons la continuité de la poutre sur la ligne d’action
de la force F par : yb’ = - yc’ et yb = yc. En éliminant la constante d’intégration C3 après
substitution, la constante C1 vaut :

C F b c l
E I

l c1 6
= ⋅ +

/ ( ) .
z

Introduisons cette valeur dans l’expression de l’angle et de la déformation linéaire dans le
premier tronçon :

y F c l
E I

l c x y F c l
E I

l c x x' / / .b
z

b
z

et=
−

−
F
HG

I
KJ = − ⋅ −

2 3 6

2 2
2 2 2 3c h

Valeurs particulières intéressantes : la déformation est maximale lorsque y’ = 0, soit à
l’abscisse [(l2-c2)/3]0,5

. La flèche ou la déformation maximale vaut :

f F c l
E I

l c l cmax
/ / .= ⋅ − ⋅ −

9
32 2 2 2

z
c h c h
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Les angles de pivotement de la poutre aux appuis se trouvent par :

tan / tan / .ϕ ϕB
z

Cet= ⋅ − = − ⋅ −
F c l

E I
l c F b l

E I
l b

z6 6
2 2 2 2c h c h

La déformation linéaire sur la ligne d’action de la force F se calcule par :

f y F
E I l

b cF F
z

= =
3

2 2.

3. Poutre sur deux appuis avec force concentrée à mi distance des appuis
Ce cas particulier présente un déformation symétrique par rapport à l’axe de la force

concentrée F. Pour le premier tronçon, soit pour  0 ≤ x ≤ l/2, les déformations se trouvent par
les expressions :

y F l
E I

x
l

y F l
E I

x
l

x
l

' .b
z

b
z

et= ⋅ − FHG
I
KJ

F
HG

I
KJ = ⋅ FHG

I
KJ −
F
HG
I
KJ

F
HG

I
KJ

2 2 3 3

16
1 4

48
3 4

Valeurs particulières : La déformation est maximale sur la ligne d’action de la force F :

f F l
E I

=
3

48 z

.

La déformation angulaire aux appuis B et C de la poutre se calcule par :

tan tan .ϕ ϕB C
z

= − =
F l

E I

2

16

Remarques
1. Le calcul de la poutre sollicitée par une ou plusieurs forces concentrées nécessite la

solution simultanée de deux ou de plusieurs équations différentielles de second ordre.
2. Les constantes d’intégration sont trouvées à partir de la continuité de la poutre en relevant

les mêmes déformations linéaire et angulaire sur les lignes d’action des forces concentrées.

7.1.1.3  POUTRES  SOLLICITÉES  PAR  UNE  CHARGE  RÉPARTIE  CONSTANTE

La charge répartie est représentée par une charge linéique constante sur la longueur totale
de la poutre : q = constante. La charge totale sur la longueur l vaut : F = q l.

1. Poutre en porte-à-faux
En partant de l’extrémité libre de la poutre, figure 7.3 à gauche, nous pouvons calculer

successivement l’effort tranchant FT et le moment fléchissant Mf par intégration en
remarquant que l’effort tranchant et le moment fléchissant sont nuls pour x = 0 :

Effort tranchant : F q x q x C CT d avec= − = − + =z 1 1 0,  pour x = 0.

Moment fléchissant : M q x x q x C Cf d avec= − = − + =z 2

2 22
0.

Les déformations angulaire et linéaire se trouvent par une nouvelle intégration en remarquant
que pour x = l, ces deux déformations sont nulles :

y q
E I

x x q
E I

x C C q l
E I

y q l
E I

x
l

' ' .= = ⋅ + = − = F
HG
I
KJ −
L
NMM

O
QPPz

z z z z

d avec d'où
2 3

3 3

3 3 3

2 6 6 6
1

y q
E I

x l x q
E I

x l x C C q l
E I

= − ⋅ = ⋅ −
F
HG

I
KJ + =z6 6 4 8

3 3
4

3
4 4

4

z z z

d avecc h ,
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d’où : y q l
E I

x
l

x
lz

= ⋅ − + FHG
I
KJ

F
HG

I
KJ

4 4

8
1 4

3
1
3

.

Figure 7.3   Poutres rectilignes avec charge répartie uniformément

Valeurs particulières : Pour x = 0, la déformation linéaire f est maximale et la déformation
angulaire ϕ est minimale. Ces deux grandeurs valent :

tan .maxϕ ϕB B
z z

et≈ ≈ − = =
q l
E I

f y q l
E I

3 4

6 8

2. Poutre sur deux appuis articulés
La charge totale sur la poutre de longueur l étant F = q l, les réactions d’appui sont : FB =

FC = F/2 = q l/2. L’effort tranchant, en fonction de l’abscisse x varie linéairement et passe de
FB à - FC. Son expression devient : FT = q (l/2 – x). Le moment fléchissant devient :

M F x q l x x q l x x C Cf T d d avec= = − = ⋅ − + =zz / / .2 2 02
2 2b g b g c h

Le moment fléchissant Mf est une fonction continue de x sur la distance l entre les points B et
C. Il est possible de trouver l’expression de l’angle et de la déformée par double intégration :

y q
E I

x l x x q
E I

x l x C' .= − = −
F
HG

I
KJ +z2 2 3 2

2
3 2

3
z z

dc h

y q
E I

x l x x C dx q
E I

x l x C x C= −
F
HG

I
KJ + = −

F
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I
KJ + +z z2 3 2 2 12 6

3 2

3

4 3

3 4
z z

d .

Pour x = 0 et x = l, la déformation linéaire est nulle. La constante C4 est donc nulle et la
constante C3 vaut q l2/(24 E Iz). Les relations se simplifient et deviennent :

y q l
E I

x
l

x
l

et y q l
E I

x
l

x
l

x
lz

' .= − FHG
I
KJ + FHG

I
KJ
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I
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F
HG
I
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F
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3 2 3 4 3 4

24
1 6 4

24
2

z

Valeurs particulières : La déformation est maximale à mi distance soit pour x = l/2 et la
déformation angulaire est maximale pour x = 0. Pour ces deux cas particuliers, les grandeurs
des déformations sont :

tan tan .max max /ϕ ϕ= = = = ==B
z z

etq l
E I

y y f q l
E Ix l

3

2

4

24
5

384
Remarque
Ces deux exemples montrent que la recherche des déformations angulaire et linéaire à

partir d’une charge répartie nécessite au moins quatre intégrations. L’équation différentielle
est du quatrième ordre et peut s’écrire sous la forme générale suivante :

y’’’’ = d4y/dx4 = q/(E Iz).
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7.1.1.4  POUTRES  SOLLICITÉES  PAR  UN  COUPLE

Le couple de moment M est supposé appliqué à l’extrémité des deux poutres rectilignes.

1.Poutre en porte-à-faux
Le moment fléchissant est constant sur toute la longueur de la poutre, figure 7.4 à gauche.

Il vaut Mf = - M. La première intégration permet de trouver la pente à la déformée :

y M
E I

x M
E I

x C C M l
E I

y M
E I

x l' ' .= = ⋅ + = − = ⋅ −z
z z z z

d avec d'où1 1 b g

y M
E I

x l x M
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x l x C C M l
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= − = −
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1 .

Valeurs particulières : Pour x = 0, la déformation linéaire est maximale et la déformation
angulaire minimale selon la convention des signes :

tan .maxϕ ϕB B
z z

et≈ ≈ − = =
M l
E I

y f M l
E I

2

2

Figure 7.4   Poutres rectilignes sollicitées par un couple pur

2. Poutre sur deux appuis articulés
Le couple est appliqué au point B à l’appui gauche. Les réactions d’appui forment un

couple de forces opposé au couple donné M. L’intensité des réactions d’appui est : FB = - FC
= M/l. Le moment fléchissant est négatif. Il s’exprime par : Mf = - M (1 – x/l) = M (x/l – 1).
Intégrons l’équation différentielle :
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Pour x = 0 et pour x = l, la déformation linéaire est nulle : y = 0. Il en résulte que C2 = 0 et C1
= - M l / (3 E Iz). Les expressions deviennent :
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Valeurs particulières : Déformation angulaire aux appuis B et C :
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tan tan .ϕ ϕB
z

C
z

= − =
M l
E I

et M l
E I3 6

La déformation angulaire à l’appui où agit le couple, au point B, est deux fois plus grande
qu’à l’autre appui C.
La déformation linéaire est minimale pour y’ = 0, c’est-à-dire à l’abscisse x = l [1-(1/3)0,5].
Cette déformation minimale se trouve par l’expression :

y f M l
E Imin max| | .= =

− 2

9 3 z

7.1.2  SUPERPOSITION  DES  DÉFORMATIONS

En tout point du centre de gravité des sections planes de la poutre, le moment fléchissant
total est égal à la somme des moments fléchissants partiels dues aux forces concentrées, aux
charges réparties et au couples appliqués sur le tronçon isolé. Les contraintes de flexion,
normales aux sections planes perpendiculaires à la ligne moyenne, sont également la somme
des contraintes engendrées par chaque moment composant. Enfin, dans le domaine des
déformations linéaires, les déformations totales sont égales à la somme des déformations
partielles. C’est le principe de la superposition des déformations.

Figure 7.5   Déformations angulaire et linéaire des poutres rectilignes simples

7.1.2.1  APPLICATION  DU  PRINCIPE  DE  SUPERPOSITION

La ligne courbe résultante de la poutre déformée est égale à la somme des formes
courbées provoquées par les charges concentrées, charges réparties et couples. En supposant
la pente à la courbe très faible, y’ << 1, la somme des courbures peut être remplacées par la
somme des dérivées secondes. En appliquant le principe de superposition, il s’ensuit que la
déformation de flexion en un point quelconque peut s’écrire sous la forme générale :
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En utilisant les diverses relations trouvées précédemment pour les déformations des poutres
sollicitées par des charges simples, il est possible d’exprimer la déformation résultante par
superposition des déformations partielles.

Application du principe de superposition
Soit à trouver la déformation au milieu d’une poutre rectiligne à section constante placée

sur deux appuis articulés, sollicitée simultanément par une force concentrée F placée à la
distance b > l/2 de l’appui B, une charge répartie uniformément q sur toute la longueur l, un
couple de moment M placé à l’appui C.
La déformation résultante est égale à la somme des déformations partielles.
1. Déformation due à la charge répartie q : fq = 5 q l4 / (384 E Iz).
2. Déformation due à la charge concentrée F : fF = {F l3 c/(48 E Iz l)} . {4[1-(c/l)2]-1}.
3. Déformation due au couple M en C : fM = M l2 / (16 E Iz).
4. Déformation totale :

f0,5 l = 5 q l4 / (384 E Iz) +{F l3 c/(48 E Iz l)} . {4[1-(c/l)2]-1}+ M l2 / (16 E Iz).

7.2  MÉTHODE  DE  LA  POUTRE  CONJUGUÉE

Cette méthode permet de calculer simplement, dans le cas de charges concentrées ou
réparties uniformément, ou de couples, la déformation linéaire et la rotation de la poutre en
des points particuliers sans utiliser les sommes intégrales. Le principe de ce calcul a été
développé par Mohr et porte le nom de méthode de la poutre conjuguée.

7.2.1  EXPOSÉ  DE  LA  MÉTHODE

Cette méthode est basée sur l’analogie existant entre les relations différentielles du
moment fléchissant et de la déformation linéaire :

1. Moment fléchissant d’une poutre 2. Déformée d’une poutre soumise
    sollicitée par une charge continue q     à un moment fléchissant Mf

d
d

f
2

2

M
x

q x= − ( ); d y
x

M x
E I

2

2d
f

z

= −
( ) . (7.3)

Ces deux relations différentielles de second ordre sont de même type, leurs solutions sont
donc semblables.

7.2.1.1  PRINCIPE

Le calcul de la déformée y(x) peut être remplacé par celui d’un moment virtuel Mv d’une
poutre dite conjuguée sollicitée par :
1. Pour les poutres rectilignes à rigidité flexionnelle constante, E Iz = constante, par le

moment fléchissant réel Mf.
2. Pour une poutre à rigidité flexionnelle variable, E = constante et Iz variable, par le rapport

du moment fléchissant réel au moment quadratique de surface Mf/Iz de la section
transversale.
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Poutre réelle Poutre  conjuguée   Aire      Surface

  Remarques
  Les vecteurs B et C des appuis donnent sous forme logique 1 = vrai, 0 = faux : Déformation linéaire,
  Déformation angulaire,  Moment fléchissant, Effort tranchant.
  Les deux dernières surfaces paraboliques sont limitées par des courbes à tangente initiale nulle.

Figure 7.6   Poutres réelle et conjuguées usuelles, position des centres de gravité

La méthode de la poutre conjuguée est surtout utilisée pour calculer les déformations des
poutres à section constante. La poutre virtuelle est chargée par qv = Mf. Les efforts dans la
poutre seront divisés par le produit  E Iz  pour trouver les déformations linéaire et angulaire.

7.2.1.2  APPUIS  DE  LA  POUTRE  CONJUGUÉE

La poutre conjuguée doit présenter des articulations ou des encastrements correspondant
aux conditions de déformation imposées par la poutre réelle. Les règles à observer pour
obtenir un poutre conjuguée conforme sont les suivantes :
1. Un appui articulé à l’extrémité de la poutre réelle reste un appui articulé sur la poutre

conjuguée.
2. Un appui articulé avec un porte-à-faux se transforme en une articulation.
3. Une extrémité encastrée sur la poutre réelle devient une extrémité libre sur la poutre

conjuguée.
4. Une extrémité libre sur la poutre réelle devient un appui encastré sur la poutre conjuguée.
5. Une articulation, sans appui, sur la poutre réelle se transforme en un appui sur la poutre

conjuguée.
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7.2.1.3  CENTRE  DE  GRAVITÉ  DES  SURFACES

Lorsque la poutre rectiligne est sollicitée par des forces concentrées, le diagramme des
moments fléchissants est constitué par une ligne polygonale. Si la charge est répartie
uniformément, soit par tronçons, soit entrecoupée par des forces concentrées, le diagramme
des moments fléchissants se compose d’arcs de parabole du second degré. Enfin, si la charge
est répartie linéairement, le diagramme des moments fléchissants présente un ou plusieurs
arcs de parabole du troisième degré.
Les positions des centres de gravité pour les cas fondamentaux sont données sur la figure 7.6.
La décomposition de la surface du diagramme des moments fléchissants en surfaces
fondamentales permet de trouver facilement les efforts sur les lignes d’action des forces ou à
l’extrémité de la poutre, sur les appuis réels ou éventuellement la position de la déformation
maximale.

7.2.2  POUTRES  À  SECTION  CONSTANTE

Les exemples proposés sont des applications simples et fondamentales de la méthode dans
des cas de charges sur les poutres rectilignes.

7.2.2.1  POUTRES  ENCASTRÉES  AVEC  PORTE-À-FAUX

1. Force concentrée en un point quelconque
Effort tranchant virtuel : FTv = a . F a/2 = F a2/2.
Déformation angulaire correspondante : ϕF = ϕB = F a2 / (2 E Iz).
Moment fléchissant à l’extrémité libre : Mfv = (l - a/3) F a2/2.
Déformation linéaire à l’extrémité libre : fB = [F a2/(2 E Iz)] . (l - a/3).

Figure 7.7   Poutre encastrée n porte-à-faux et charge virtuelle

2. Plusieurs forces concentrées quelconques

Effort tranchant virtuel : FTv = FTv1 + FTv2 + … + FTvn = F a
i

i i

n

⋅
=
∑ 2

1

2/ .

Rotation à l’extrémité libre : ϕB = FTv/(E Iz) = [1/(E Iz)] . F a
i

i i

n

⋅
=
∑ 2

1

2/ .

Moment fléchissant en B : Mv = Mv1 + Mv2 + … + Mvn.
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Flèche à l’extrémité libre : fB = Mv / (E Iz) = [1/(2 E Iz)] . l a F a
i

− ⋅ ⋅
=
∑ i

n

i i/ .3
1

2b g
3. Charge répartie triangulairement
Le moment fléchissant à l’encastrement vaut : q l2/6, la ligne de charge virtuelle étant une

courbe du troisième degré avec tangente initiale nulle.
Valeurs à l’extrémité libre B de la poutre :
Effort tranchant virtuel : FTv = (l/4) (q l2/6) = q l3/24.
Déformation angulaire : ϕB = FTv/(E Iz) = (q l3) / (24 E Iz).
Moment fléchissant virtuel : Mv = 4 . (l/5) . (q l3/24) = q l4/30.
Flèche maximale : fB = ymax = Mv/(E Iz) = (q l4) . (30 E Iz).

7.2.2.2  POUTRES  SUR  DEUX  APPUIS  SANS  PORTE-À-FAUX

Le calcul commence toujours par la recherche de l’équilibre de la poutre rectiligne en
déterminant les deux réactions d’appui FB et FC, figure 7.8

1. Deux forces F équipollentes à égale distance des appuis
Les réactions des appuis valent : FB = FC = F. Le moment fléchissant est constant entre les

deux lignes d’action des forces FB et FC. Il vaut : Mf = a F.
Réaction d’appui virtuelle : FBv = FCv = [a a F + (l – 2 a) a F]/2 = F a (l – a)/2.
Rotation aux appuis : ϕB = - ϕC = FBv/(E Iz) = [F a (l – a)] / (2 E Iz).
Moment fléchissant virtuel sur la ligne d’action des deux forces équipollentes :

Mfv = a [F a (l – a)/2] – (a/3) (a/2) a F = F a2 (3 l – 4 a)/6.
Déformation linéaire sur F : yF = [F a2 (3 l – 4 a)] / (6 E Iz).
Moment fléchissant virtuel au centre :

Mfv = {(l/2) [F a (l – a)]/2} – (l/2 – 2a/3) F a2/2 – [(l – 2a)/4] [(l – 2a) F a/2],
Mfv = [F a (3 l2 – 4 a2) / 24.

Déformation maximale au centre : yx=l/2 = f = Mfv/(E Iz) = {F a l2 [1 – 4(a/l)2/3]} / (8 E Iz).
Remarque : Dans la partie centrale de la poutre, le moment fléchissant est constant et l’effort
tranchant est nul. La déformée est un arc de circonférence de rayon : a F/(E Iz). Ce cas de
charge s’utilise dans l’essai de flexion pure dit sur 4 points

Figure 7.8   Poutre sur deux appuis sans porte-à-faux et charge virtuelle correspondante
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2. Force concentrée F en un point quelconque entre les deux appuis
Les réactions d’appui sont FB = F c/l et FC = F b/l. Le moment fléchissant est maximal sur

la ligne d’action de la force F et vaut : Mfmax = F b c/l.
Réactions d’appui virtuelle : FBv = (1/l) [(l + c)/3] (l/2) F b c/l = [F b c/(6 l)] (l + c),

FCv = (1/l) [(l + b)/3] (l/2) F b c/l = [F b c/(6 l)] (l + b).
Angles de la poutre : ϕB = [F b c / (6 E Iz l)] (l + c),

ϕC = [F b c / (6 E Iz l)] (l + b).
Moment fléchissant virtuel : MfvF = [b F b c/(6 l)](l + c) – (b/3)(b/2)(F b c)/l = F b2 c2/(3 l).
Déformation maximale : yF = f = F b2 c2 / (3 E Iz l).

3. Charge répartie constante sur la moitié de la longueur de la poutre
Pour résoudre ce problème, nous nous servons du principe de la superposition des aires

virtuelles. La charge appliquée vaut Fq = q l/2. L’équilibre de la poutre permet de trouver les
deux réactions d’appui : FB = 3 q l/8 et FC = q l/8. Le moment fléchissant à mi distance des
appuis se trouve par : Mf(x=l/2) = (l/2) FC = q l2/16. Si la réaction d’appui était la seule force
appliquée sur le tronçon gauche, le moment fléchissant en ce point serait : Mf(x=l/2) = (l/2) FB =
3 q l2/16, valeur représentée par la ligne pointillée. En vérité, ce tronçon est encore sollicité
par une charge répartie q. Calculons les aires virtuelles correspondantes :
Aires virtuelles : Av1 = (1/2) (l/2) 3 q l2/16 = 3 q l3/64,

Av2 = (1/2) (l/2) q l2/16 = q l3/64,
Av3 = - (1/3) (l/2) 2 q l2/16 = - q l3/48.

Réaction d’appui virtuelles : FBv = [(2/3) l Av1 + (1/3) l Av2 – (5/8) l Av3]/l = 9 F l2/192,
FCv = [(1/3) l Av1 + (2/3) l Av2 – (3/8) l Av3)/l = 7 F l2/192.

Rotation aux appuis B et C : ϕB = 9 F l2/(192 E Iz) = 9 q l3/(384 E Iz),
ϕC = - 7 F l2/(192 E Iz) = - 7 q l3/(384 E Iz).

Moment fléchissant virtuel :
Déformation linéaire à x = l/2 : Mfv = (1/2) l FCv – (1/6) l Av2 = 5 q l4/768 = 5 F l3/384.
La flèche au centre de la poutre sollicitée par une charge répartie sur l/2 est égale à la moitié
de la déformation de la poutre sollicitée par une charge répartie sur toute sa longueur, soit :

y(x=l/2) = f = 5 q l4/(768 E Iz) = 5 F l3/(384 E Iz).  Ce résultat est évident !

7.2.2.3  POUTRES  SUR  DEUX  APPUIS  AVEC  PORTE-À-FAUX

1. Poutre sur deux appuis avec porte-à-faux et une charge concentrée
Les réactions d’appui sont FB = F b/l et FC = F (l + b)/l. Le moment fléchissant minimal

est situé au droit de l’appui C. Ce moment vaut : MfC = - b F. La poutre conjuguée se
décompose en deux tronçons articulés au point C : le tronçon BC à gauche et le tronçon CD
encastré à droite.
Réactions d’appui virtuelles :

Tronçon BC : FBv = - F b l/6   et   FCv = - F b l/3.
Tronçon CD : FDv = F b l/3 + (1/2) b b F = (F b/6) (2 l + 3 b).

Angles de rotation : ϕB = (-F b l)/(6 E Iz),    ϕC = (F b l)/(3 E Iz),
ϕD =  [(F b l)/(6 E Iz)] (2 + 3 b/l).

Dans le tronçon BC, le moment fléchissant virtuel est minimal à l’abscisse x = l/(3)0,5 et sa
valeur se trouve par :

M l F b l l l F b F b l
fv = ⋅ − ⋅ ⋅ ⋅ =

3 6
1
3 3

1
2 3 3 9 3

2

.
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Figure 7.9   Poutres avec un porte-à-faux et poutres conjuguées

Flèche à l’abscisse x = l/(3)0,5 : f F b l
E I

= −
2

9 3 z

.

Moment virtuel en D : MfDv = b . F b l/3 + (2/3) b (1/2) b b F = F b2 (l + b)/3.

Flèche à l’extrémité D : f F b l
E I

b
lD

z

= ⋅ +FHG
I
KJ

2

3
1 .

2. Poutre sur deux appuis avec porte-à-faux et un couple à l’extrémité libre
La solution est semblable pour cette poutre dans le tronçon BC, le moment fléchissant

minimal valant M. Il en résulte les déformations suivantes :
Angles de rotation : ϕB = (-M l)/(6 E Iz),    ϕC = (M l)/(3 E Iz).
Déformation à x = l/(3)0,5 : f = M l2 / [9 (3)0,5 E Iz].
L’effort tranchant virtuel en D : FDv = M l/3 + M b = (M/3).(l + 3 b).
Moment fléchissant en D : MfDv = b M l/3 + (1/2) b M b = (M b/6).(2 l + 3b).
Les déformations angulaire et linéaire se calculent finalement par :

ϕ D
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M l
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7.2.3  PIÈCES  À  SECTION  VARIABLE

Si la poutre rectiligne est à section variable, la charge virtuelle à appliquer sur la poutre
conjuguée est donnée par  qv = Mf/Iz  c’est-à-dire par le rapport du moment fléchissant réel
divisé par le moment quadratique de surface. Le principe de la solution reste le même que
précédemment. Mohr avait proposé une méthode graphique pour trouver la valeur des
déformations angulaire aux appuis et linéaire maximale ou minimale. Cette méthode utilise le
polygone funiculaire. Une des difficultés majeure d’appliquer cette méthode est de trouver
correctement la grandeur des déformations compte tenu des échelles introduites pour la
représentation de la pièce, des charges et des distances polaires.

7.2.3.1  MÉTHODE  DE  MOHR  NUMÉRIQUE

Nous proposons d’adapter la méthode fondamentale de Mohr aux conditions actuelles de
calcul numérique. La pièce à section variable est représentée à une échelle convenable et
l’équilibre de la pièce permet de trouver la grandeur du moment fléchissant dans chacune des
sections. Pour une pièce isostatique sur deux appuis articulés B et C, sollicitée par des forces
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concentrées appliquées entre les appuis, la méthode numérique consiste à calculer succes-
sivement les grandeurs suivantes :
1. Charge linéique virtuelle : elle se trouve en divisant le moment fléchissant réel par le

moment quadratique de surface de la section considérée : qvi = Mfi/Izi.
2. Décomposition de la pièce en tronçon à moment quadratique constant, en moment

fléchissant linéairement variable. Le point initial à gauche est désigné par 0, l’extrémité de
chaque tronçon étant numéroté en ordre croissant, voir figure 7.10.

3. Représentation de la poutre virtuelle avec la charge linéique virtuelle : sur chaque tronçon,
la charge linéique virtuelle vaut : à gauche qvig, à droite qvid.

4. Calcul de la charge virtuelle sur chaque tronçon : elle se trouve par l’aire de chaque
trapèze : Fvi = Avi = (xi – xi-1)(qvig + qvid)/2. La charge virtuelle totale est la somme
algébrique des charges virtuelles composantes Σ Fvi.

5. Détermination des réactions d’appui virtuelles : en nous servant de la relation pour le
calcul de l’abscisse du centre de gravité du trapèze, selon figure 7.10 à droite, la réaction
d’appui virtuelle FCv est égale à la somme des moments statiques de surface par rapport au
point B divisée par la distance à l’appui l :
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x x x
q q

q q
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q q
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b g d i b g . (7.4.1)

La réaction d’appui FBv se calculera par la même relation en adoptant des abscisses
positives vers la gauche à partir du point C. Le contrôle de la somme Σ Yv = 0 permettra de
vérifier la justesse du calcul.

6. L’effort tranchant virtuel dans la poutre conjuguée est proportionnel à la déformation
angulaire de la poutre. Dans une section située à l’abscisse xi, la déformation angulaire se
trouve par :

ϕ xi Bv vjg

k

= ⋅ −
F
HG

I
KJ=

∑1
1E

F A
j

. (7.4.2)

7. Le moment fléchissant virtuel dans la poutre conjuguée est proportionnel à la déformation
linéaire en ce point. Dans une section située à l’abscisse xi, la déformation linéaire peut se
trouver par l’expression :

y
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x F x x x A
j

xi i Bv i j cj vjg

k

= ⋅ − − + ⋅
F
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I
KJ=
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1
d i . (7.4.3)

avec xcj la distance au centre de gravité de la surface partielle, comptée vers la gauche.

7.2.3.2  EXEMPLE  NUMÉRIQUE

Soit à trouver la déformation d’un arbre de machine, placé entre deux appuis articulés sans
frottement, sollicité par deux forces concentrées :

F1 = 16 kN   et  F2 = 6 kN.
La pièce se compose de sept tronçons cylindriques selon figure 7.10. L’application des deux
forces concentrées et des deux réactions d’appui FB et FC défini neuf  tronçons de calcul. Le
module d’élasticité de l’arbre en acier vaut E = 210 000 N/mm2.
La mise en équilibre statique de l’arbre permet de trouver les deux réactions d’appui :

FB = 14,08 kN    et    FC = 7,92 kN.
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Figure 7.10   Calcul de la déformation d’un arbre de machine par la méthode de Mohr

Résultat du calcul numérique

Calcul d’un arbre en flexion par la méthode numérique de Mohr
(Valeurs numériques tirées de la figure 7.10)

Point      Diamètre d Moment Charge sur la poutre conjuguée Effort Effort

No d
mm

Iz
Cm4

Mfi
m.N

Qvig
N/mm3

Qvid
N/mm3

Li
mm

Avi
N/mm2

FTvi
N/mm2

Mfvi
N/mm

0
1
2
3

50
60
65

30,68
63,62
87,62

140,8
1126,4
1689,6

0,0
0,2213
1,2855

0,4589
1,7706
1,9282

10
70
40

2,29
69,72
64,28

290,66
288,36
218,65
154,37

0,0
2 899,0

21 277,3
28 823,4

4
5
6
7

65
80
65
65

87,62
201,06
87,62
87,62

1612,8
1363,2
1267,2
871,2

1,9282
0,8021
1,5557
1,4462

1,8406
0,6780
1,4462
0,9942

40
130
50
50

75,38
96,21
75,05
61,01

78,99
-17,22
-92,26

-153,27

33 478,9
37 327,4
34 567,4
28 334,5

8
9

50
40

30,68
12,57

79,2
0,0

2,8997
0,6303

0,2582
0,0

100
10

154,89
3,15

-308,16
-311,32

3 102,7
0,0

 Point 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

 ϕ en ° 0,0793 0,0787 0,0597 0,0421 0,0216 -0,0047 -0,0252 -0,0418 -0,0841 -0,0849

 y (mm) 0,0 0,014 0,101 0,137 0,159 0,178 0,165 0,135 0,015 0,0

Nous avons laissé de côté le détail de toutes les opérations effectuées et tous les calculs ont
été entrepris avec deux chiffres de plus que ceux indiqués dans le tableau.



Contraintes simples

- 138 -

Déformation angulaires aux deux appuis B et C de l’arbre :

ϕ

ϕ

B
Bv

C
Bv

mm
mm

rad ou

mm
mm

rad ou

= = = °

= =
−

= − − °

F
E

N
N

F
E

N
N

290 7
210000

0 001384 0 079

311 3
210000

0 001482 0 085

2

2

2

2

, /
/

, , .

, /
/

, , .

La déformation linéaire devient maximale entre les points 4 et 5. Elle vaut approximativement
0,18 mm.

7.3  POUTRES  CONTINUES  HYPERSTATIQUES

Si toutes les réactions d’appui d’une poutre rectiligne sollicitée principalement en flexion
se trouvent à partir des équations d’équilibre statique, le problème est dit statiquement
déterminé et la poutre est dite isostatique. Lorsque les équations de la statique ne permettent
pas de trouver l’équilibre de la pièce, le système est dit hyperstatique et le problème
statiquement indéterminé. Le degré ou l’ordre d’hyperstatisme s’établit par le nombre
d’inconnues qui ne peuvent pas se trouver par les conditions d’équilibre statique.
Rappelons les propriétés suivantes : un appui articulé impose seulement une force concentrée
comme réaction d’appui, un encastrement faisant intervenir simultanément un couple et une
force. Pour trouver l’équilibre d’un corps sollicité seulement par des forces parallèles, il faut
poser deux équations d’équilibre, soit une ou deux sommes de moments, soit une somme de
forces et une somme de moments.

7.3.1  POUTRE  RECTILIGNE  SUR  DEUX  OU  TROIS  APPUIS

Pour résoudre un problème de poutre continue statiquement indéterminé en flexion,
plusieurs méthodes sont à disposition de l’ingénieur. Dans ce sous-chapitre, nous traiterons le
principe de superposition des déformations et des efforts.

7.3.1.1  POUTRE  ENCASTRÉE  SUR  DEUX  APPUIS

La poutre rectiligne, à section constante, est encastrée à l’une de ses extrémités, soutenue
à l’autre par un appui articulé indéformable. La charge sur la poutre peut être quelconque :
forces concentrées et / ou charges réparties.
La méthode de résolution comporte les opérations suivantes :
1. Recherche de l’équilibre statique.
2. Suppression de l’appui articulé et calcul de la déformation linéaire au droit de cet appui

sous l’effet de la charge appliquée sur la poutre.
3. Application de la réaction d’appui de façon à éliminer la déformation au droit de l’appui

articulé.
4. Superposition des efforts et des déformations pour trouver les grandeurs résultantes.

Exemple 1
Soit une poutre rectiligne de longueur l entre appuis, sollicitée par une charge répartie

constante q, appui B articulé, appui C encastré. Trouver les efforts et les déformations
résultantes, figure 7.11 à gauche.
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1.1 Equilibre statique :
Σ Y = 0 : FB + FC – q l = 0.
Σ M(C) = 0 : q l2/2 – l FB – MC = 0.

C’est un problème hyperstatique du premier ordre à trois inconnues : FB, FC et MC.
1.2 Déformation de la poutre isostatique sans l’appui B
La déformation linéaire à l’extrémité libre de la poutre isostatique sous l’action de la charge q
l  se trouve par :  fB1 = q l4 /(8 E Iz).
1.3 Valeur de la réaction d’appui FB
Sous l’effet de la réaction d’appui FB, pour l’instant inconnue, la poutre se déforme au point B
vers le haut de : fB2 = FB l3 / (3 E Iz). La déformation au droit de l’appui articulé B devant être
nulle, les flèches FB1 et FB2 doivent se compenser. Il en résulte :

F l
E I

q l
E I

F q l F q lB

z z
B Cd'où et

3 4

3 8
3
8

5
8

= = = .

Figure 7.11   A gauche : Déformation d’une poutre sollicitée par une charge répartie
A droite : Déformation d’une poutre sollicitée par une force concentrée F
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1.4 Efforts dans la poutre
Le moment fléchissant dans l’encastrement vaut : M(C) = q l2/2 – 3 q l2/8 = q l2/8. L’effort
tranchant à l’abscisse x se trouve par : FTx = 3 q l/8 – x q. L’effort tranchant devient nul pour x
= 3 l/8. Le moment fléchissant maximal dans cette section vaut Mfmax = 9 q l2/128 soit l’aire
du diagramme des FT jusqu’à x = 3 l/8.
1.5 Ligne élastique
L’équation de la ligne élastique peut s’écrire en calculant la différence entre la ligne élastique
d’une poutre en porte-à-faux avec charge répartie uniformément q et la même poutre avec la
force concentrée FB de sens opposé :

y q l
E I

x
l

x
l

x
lx( ) .= ⋅ ⋅ − FHG

I
KJ + FHG

I
KJ

F
HG

I
KJ

4 2 3

48
1 3 2

z

La déformation maximale se trouve par : f ≈ q l4/(185 E Iz) à l’abscisse x = [1 + (33)0,5].l/16.

7.3.1.2  POUTRE  ENCASTRÉE  AUX  DEUX  EXTRÉMITÉS

La poutre rectiligne à section constante est encastrée aux deux extrémités. Toutefois, ces
deux encastrements ont seulement pour but de maintenir la direction de la déformée suivant
l’axe primitif en ces points. La poutre peut donc se déplacer dans le sens axial. La charge sur
la poutre peut être concentrée et / ou répartie. La méthode de résolution consiste en :
1. Recherche de l’équilibre statique et détermination du degré d’hyperstatisme.
2. Suppression des deux encastrements et recherche de la déformation angulaire aux deux

appuis supposés articulés sous l’effet de la charge.
3. Charge de la poutre par les deux moments d’encastrement et calcul des déformations

angulaires correspondantes afin d’éliminer celles produites sur la poutre articulée.
4. Superposition des efforts et des déformations pour trouver les grandeurs résultantes.

Exemple 2
Soit à trouver l’équilibre et la déformation d’une poutre à section constante, encastrée aux

deux extrémités, sollicitée par une force concentrée F placée au milieu des appuis, figure 7.11
à droite.
2.1 Equilibre statique :

Σ Y = 0 : FB + FC – F = 0.
Σ M(B) = 0 : MB + l FC – l F/2 – MC = 0.

C’est un problème hyperstatique du deuxième ordre à quatre inconnues : FB, FC , MB et MC.
2.2 Déformation de la poutre isostatique sous l’effet de la force F
La rotation des sections terminales supposées articulées vaut : ϕB = F l2/(16 E Iz) et ϕC = - ϕB,
car la charge est symétrique. Comme la recherche des moments d’encastrement fait intervenir
les efforts tranchants virtuels sur la poutre conjuguée, nous pouvons utiliser directement ces
efforts dans le calcul des moments d’encastrement.
2.3 Moments dans les encastrements
L’équilibre de la poutre conjuguée, sollicitée par un moment fléchissant linéairement variable
de MB à MC, permet de trouver toutes les réactions d’appui virtuelles : FBv = l (MB + 2 MC)/6
et FCv = l (2 MB + MC)/6. Egalons les déformations angulaires :

F l l M M F l l M M2 2

16
2

6 16
2

6
=

+
=

+B C B Cetb g b g ,
avec  |MB| = |MC| par raison de symétrie. Il s’ensuit que :
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M M F l
B C= =

8
.

2.4 Efforts dans la poutre
Les réactions d’appui force étant égales, on obtient évidemment  FB = FC = F/2  et un moment
fléchissant maximal au milieu des appuis, sur la ligne d’action de la force valant :

Mfmax = F l/8.
2.5 Ligne élastique
Elle est donnée par la différence entre les deux lignes élastiques composantes. Comme la
poutre est encastrée des deux côtés, la poutre conjuguée est une poutre sans appui ! La
déformation linéaire maximale a lieu sur la ligne d’action de la force F et se trouve par :

f
E I

l F l l l F l
E IF

z z

= ⋅ ⋅ ⋅ −FHG
I
KJ =

1 1
2 4 8

5
12 12 192

3

.

7.3.1.3  POUTRE  SUR  TROIS  APPUIS  ARTICULÉS

La poutre à section constante sur trois appuis articulés, le premier pouvant être fixe, les
deux autres sur rouleaux. La charge sur cette poutre continue peut être soit concentrée et / ou
répartie. La méthode de résolution consiste à :
1. Trouver l’équilibre statique de la poutre hyperstatique.
2. Supprimer l’appui central et déterminer la déformation de cette pièce sur deux appuis

articulés, sur la ligne d’action de l’appui central, la charge primitive étant conservée.
3. Calculer la déformation de la poutre sous l’effet de la réaction d’appui centrale afin de

redresser la pièce et lui imposer sa forme primitive.
4. Superposer les efforts et les déformations pour trouver les grandeurs résultantes.

Exemple
Soit une poutre continue à section constante, longueur totale 2 l, distance entre les appuis l

dans chaque tronçon, sollicitée par une force répartie uniformément q sur la longueur totale de
la poutre.

Figure 7.12   Poutre sur trois appuis avec charge répartie uniformément

1. Equilibre statique de la poutre continue
Σ Y = 0 : FB + FC + FD – 2 q l = 0.
Σ M(B) = 0 : l FC + 2 l FD - 2 q l2 = 0.
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Les trois réactions d’appui FB, FC, FD sont inconnues. C’est un problème hyperstatique du
premier ordre.

2. Déformation de la poutre  sous charge répartie 2 q l sans l’appui C
La déformation linéaire au centre de la poutre continue sollicitée par une charge répartie se
trouve par l’expression :

f
q l

E I
q l
E IC

z z

= =
5 2
384

80
384

4 4b g .

3. Force concentrée comme réaction au point C
La déformation linéaire au centre des appuis vaut :

fC↑ = [F (2 l)3]/(48 E Iz) = (8 FC l3) / (48 E Iz).

4. Réactions d’appui et équilibre total
Comme les trois appuis sont supposés alignés, la flèche au centre doit rester nulle. La somme
des deux valeurs précédentes, compte tenu du sens des déplacements, doit permettre d’écrire
l’égalité :

80
384

8
48

5
4

4 3q l
E I

F l
E I

F q l
z

C

z
Cd'où= = .

Comme le système est symétrique par rapport au point C, les deux réactions d’appui FB et FD
sont égales et valent :

FB = FD = 3/8  q l.
5. Moment fléchissant
Le moment fléchissant est maximal ou minimal lorsque l’effort tranchant est nul. En partant
du diagramme des efforts tranchants FT, il est possible de calculer :

M q l M q l
f fetmax min .= = −

9
128 8

2 2

7.3.2  ÉQUATION  DES  TROIS  MOMENTS

L’équation des trois moments, démontrée par Clapeyron, est applicable aux poutres
continues à rigidité flexionnelle constante dans chaque travée. C’est une méthode très
élégante pour calculer les moments fléchissants au droit des appuis et trouver les réactions
d’appui successives.

7.3.2.1  CONVENTIONS  ET  SUBSTITUTIONS

Une poutre rectiligne sur deux appuis articulés est statiquement déterminée. Une poutre
continue rectiligne sur n appuis articulés est hyperstatique d’ordre n-2. Pour résoudre ce genre
de problème hyperstatique, il faut poser n-2 relations de déformation afin de lever les valeurs
primitivement indéterminées.
Pour appliquer correctement l’équation des trois moments, les déformations angulaires et les
moments fléchissants aux appuis sont supposés se réaliser comme suit :
1. Les rotations des sections au droit des appuis s’effectuent vers l’intérieur des travées.
2. Les moments fléchissants sont comptés positivement s’ils sont dirigés vers l’intérieur des

travées.
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3. L’équation des trois moments est encore applicable lorsque la poutre continue présente un
ou deux appuis en porte-à-faux ou lorsqu’une ou les deux extrémités sont encastrées.

Figure 7.13   Conventions de signes pour les rotations et les moments aux appuis

3.1 Partie en porte-à-faux : cette partie n’est pas comprise dans l’équation des trois moments.
Le tronçon en porte-à-faux est remplacé par le moment de la charge et par la charge en
porte-à-faux. Cette opération revient à réduire, au droit de l’appui, les efforts appliqués sur
le tronçon en porte-à-faux.

Figure 7.14   Effet des porte-à-faux et des encastrements

3.2 Section terminale encastrée : comme la rotation de la poutre à l’encastrement est nulle,
cette condition particulière peut se simuler en remplaçant l’encastrement par une travée
fictive de longueur nulle.

4. Si un couple est appliqué au droit d’un appui, cet effort peut être rapporté sur la travée
gauche ou sur la travée droite, ou partagée sur les deux travées simultanément en le
décomposant arbitrairement.

7.3.2.2  MISE  EN  ÉQUATION

L’équation des trois moments est basée sur le fait qu’au droit des appuis, le moment
fléchissant ne varie pas, à moins d’un couple extérieur, et que la poutre est continue.
L’inclinaison de la ligne déformée est identique à gauche et à droite de chaque appui articulé.
La poutre continue est décomposée en poutres simples articulées sur chaque appui et sollicitée
en ces points par des moments de forces inconnus.
Soit une poutre continue sur n appuis supportant des charges concentrées, réparties ou des
couples., Proposons-nous de trouver la déformation angulaire de cette pièce au droit d’un
appui. Soit les deux travées successives de longueur li-1 et li, et soit i-1, i, i+1 les trois appuis
articulés. Les moments fléchissants au droit des appuis valent respectivement Mi-1, Mi et Mi+1.
L’inclinaison de la déformée au point i doit être la même pour les deux tronçons. Cette
rotation est égale à la différence entre la déformation due à la charge réelle appliquée et celle
provoquée par l’action des moments Mi-1 et Mi sur le tronçon (i-1) → i. Compte tenu du signe
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adopté pour les moments, vers l’intérieur du tronçon considéré, l’angle à gauche de la poutre
se trouve par :

F
E I

M l
E I

M l
E I

Tvg

zg

i i

zg

i i

zg

+ + =− − −1 1 1

6 3
 rotation à gauche de l’appui i.

Exprimons les mêmes caractéristique pour la rotation à droite de l’appui i :
F
E I

M l
E I

M l
E I

Tvd

zd

i i

zd

i+1 i

zd

+ + =
3 6

 rotation à droite de l’appui i.

Dans ces deux expressions, FTvg et FTvd représentent les réactions d’appui virtuelles de la
poutre conjuguée correspondant au tronçon gauche ou au tronçon droit. Comme la poutre doit
rester continue, nous pouvons égaler :
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E I
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En écrivant à gauche les termes contenant les moments aux appuis et à droite les termes
contenant les efforts tranchants virtuels sur les deux poutres conjuguées, la relation générale
s’écrit :

M l
I

M l
I

l
I

M l
I

F
I

F
Ii

i

zg
i

i
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I
KJ1

1 1
12 6 . (7.5.1)

Cette relation générale de l’équation des trois moments se simplifie si les moments quadra-
tiques sont les mêmes dans les deux tronçons :

M l M l l M l F Fi i i i i i i Tvg Tvd− − − ++ + + = − +1 1 1 12 6b g d i. (7.5.2)

C’est l’équation des trois moments. La simplification par Izg = Izd n’est évidemment possible
que si les deux moments quadratiques sont constants et égaux dans les deux tronçons ou
travées.

7.3.2.3  ÉQUILIBRE  ET  EFFORTS

Si n est le nombre d’appuis articulés, il faut poser n-2 équations des trois moments en
choisissant chaque fois une paire de travées. La solution du système d’équations linéaires
permet de trouver les moments fléchissants au droit de tous les appuis. L’équilibre statique de
chaque travée est calculé en introduisant la charge appliquée sur la travée et les moments
fléchissants aux extrémités du tronçon isolé. La réaction d’appui FBi totale sur la poutre
continue au point i est égale à la somme des réactions d’appui partielles FBig et FBid des deux
travées adjacentes. D’une manière générale, la réaction d’appui se trouve par l’expression :

F F F F F M M
l

M M
lI Ig Id Ig Id

i i

i

i i

i

= + = + +
−

+
−−

−

+' ' ,1

1

1 (7.6)

avec : F’Ig   réaction sur l’appui i due à la charge sur la travée de gauche.
F’Id   réaction sur l’appui i due à la charge sur la travée de droite.
(Mi-1 – Mi)/li-1   réaction d’appui due aux moments Mi-1 et Mi sur la travée de gauche.
(Mi+1 – Mi)/li     réaction d’appui due aux moments Mi+1 et Mi sur la travée de droite.

Pour construire le diagramme des moments fléchissants, il suffit de construire les diagrammes
des moments dans chaque travée en supposant la poutre continue articulée à chaque appui. Au
droit des appuis, porter les moments des appuis Mi, positif vers le haut, négatif vers le bas, et
relier ces valeurs aux appuis par des segments rectilignes jointifs. La surface comprise entre
les deux lignes représente le diagramme résultant des moments fléchissants.
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7.3.2.4  EXEMPLE  DE  CALCUL  D’UNE  POUTRE  CONTINUE

Soit une poutre continue à rigidité flexionnelle constante E Iz sur toute sa longueur 16 a,
encastrée à gauche, avec porte-à-faux à droite, reposant sur quatre appuis articulés sans
frottement. La poutre est sollicitée par quatre forces concentrées F et une charge répartie
uniformément q = F/(2 a).

Figure 7.16   Poutre continue BCDEGF sollicitée par des charges concentrées et répartie

1. Equilibre statique
Les équations d’équilibre statique sont :

Σ Y = 0 : FB + FC + FD + FE + FG – 4 F - 4 q a = 0.
Σ M(B) = 0 : 3 a FC + 7 a FD + 11 a FE + 7 a FD + 15 a FE –

(4 a F + 6 a F + 9 a . 4 q a + 13 a F + 16 a F + MB) = 0.
Les inconnues du système sont les réactions forces FB, FC, FD, FE, FG et le couple MB, soit six
inconnues. Ce problème est indéterminé du quatrième ordre.

2. Travées articulées et charge des moments fléchissants
La poutre continue est supposée articulée à chaque appui et sollicitée par une charge répartie
correspondant aux surfaces des moments fléchissants dans chaque travée. Les réactions
d’appui des charges virtuelles valent :
2.1 Moments fléchissants :

Travée B – C : Mfmax = 0.
Travée C – D : Mfmax = a F.
Travée D – E : Mfmax = (F/2 a) . 4 a . 4 a/8 = a F.
Travée E – G : Mfmax = 2 a . F/2 = a F.
Point G : Mf(G) = - a F.
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2.2 Réactions d’appui virtuelles
Point B : FBv = 0.
Travée B – C : FCvg = 0.
Travée C – D : FCvd = FDvg = (3 a . a F)/2 = 3 F a2/2.
Travée D – E : FDvd = FEvg = [2/3 . 4 a . a F)/2 = 4 F a2/3.
Travée E – G : FEvd = (1/2 . 4 a . a F)/2 = F a2,

FGvg = F a2 avec le moment provoqué Mf(G) par la charge.

3. Equations des trois moments
Travée 0 – B – C : 2 MB

 . 3a + MC
 . 3a = 0.

Travées B – C – D : MB
 . 3a + 2 MC

 . 7a + MD
 . 4a = - 6.3 F a2/2 = - 9 F a2.

Travées C – D – E : MC
 . 4a + 2 MD

 . 8a + ME
 . 4a = - 6 (3/2 + 4/3) F a2 = - 17 F a2.

Travées D – E – G : MD
 . 4a + 2 ME

 . 8a – aF . 4a = - 6 (4/3 + 1) F a2 = - 14 F a2.
Après simplification par la dimensions a, ce système d’équations linéaires peut s’écrire sous
la forme matricielle suivante :
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La matrice carrée des coefficients est une matrice tridiagonale.

4. Moments au droit des appuis
Le déterminant de la matrice carrée valant 5488, ce système d’équations linéaires possède la
solution suivante :

MB = 0,224490 a F, MC = - 0,448980 a F, MD = - 0,846939 a F,
ME = - 0,413265 a F, MG = - a F   donné par la force sur le porte-à-faux.

5. Réactions d’appui
Les travées sont isolées et mises en équilibre statique. Les réactions d’appui partielles et
totales se trouvent par les opérations suivantes :
Appui B : FB = - (0,224490 + 0,448980) a F / (3 a) = - 0,224490 F,

MB = 0,224490 a F.
Appui C : FCg = - FB = 0,224490 F,

FCd = F + (0,448980 – 0,846939) a F / (4 a) = 0,900510 F,
FC = 1,125 F.

Appui D : FDg = F + (0,846939 – 0,448980) a F / (4 a) = 1,099490 F,
FDd = F + (0,846939 – 0,413265) a F / (4 a) = 1,108418 F,
FD = 2,207908 F.

Appui E : FEg = F + (0,413265 – 0,846939) a F / (4 a) = 0,891582 F,
FEd = F/2 + (0,413265 –1) a F / (4 a) = 0,353316 F,
FE = 1,244898 F.

Appui G : FG = 3 F/2 + (1 – 0,413265) a F / (4 a) = 1,646684 F.
Contrôle de l’équilibre statique :

Σ Y = 0 : FB + FC – 2 F + FD – 2 F + FE – F + FG – F = 0.

Σ M(B) = 0 :   MB + 3a FC – 5a 2 F  + + 7a FD – 9a 2F + 11a FE – 13a F  + 15a FG
– 16 a F = 0,000004 a F.
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6. Diagrammes des efforts
Le diagramme des moments fléchissants Mf se construit à partir des diagrammes pour la
poutre articulée aux divers appuis et les valeurs des moments aux appuis. Le diagramme des
efforts tranchants FT se dessine comme d’habitude en partant du premier effort FB à gauche
de la poutre continue et en portant les charges de gauche à droite.

7. Déformation
La déformation linéaire et la déformation angulaire peuvent se trouver en intégrant successi-
vement le diagramme des moments fléchissants depuis l’encastrement et en divisant le résul-
tat par la rigidité flexionnelle E Iz de la poutre.

7.4  MÉTHODE  DE  LA  MATRICE  DE  TRANSMISSION

La méthode de la matrice de transmission a été développée par Falk. Elle permet de
trouver simultanément les efforts FTi et Mfi, les déformations ϕi et yi dans une pièce rectiligne
à section variable sollicitée par des forces concentrées, des charges réparties ou des couples.
Elle permet de trouver ces grandeurs pour des pièces isostatiques et hyperstatiques.

7.4.1  MISE  EN  ÉQUATION

Le principe de la méthode consiste à diviser la poutre rectiligne en divers éléments :
1. Travée : une portion de poutre comprise entre deux appuis consécutifs.
2. Tronçon : une portion de travée soumise uniquement à une charge répartie uniforme q, ou

aucune charge q, ayant une rigidité flexionnelle E Iz = constante, le long de laquelle l’effort
tranchant FT, le moment fléchissant Mf, la rotation de la section ϕ et la déformation linéaire
y ne subissent pas de discontinuité.

3. Frontière : une section droite particulière, comprise toujours entre deux tronçons. Cette
notion complémentaire permet d’introduire des discontinuité de charge, de rigidité, des
forces concentrées ou des couples.

Pour trouver la déformation de la pièce et les valeurs des efforts inconnus, le procédé repose
sur la mise en équilibre de chaque tronçon et sur la continuité de la poutre. Dans ce chapitre,
nous traiterons tout d’abord les poutres isostatiques à section variable d’une seule travée,
sollicitées par des efforts situés dans un plan.

7.4.1.1  CONVENTIONS

Soit un tronçon à rigidité flexionnelle constante, sollicité par une charge répartie unifor-
mément, isolé et déformé par diverses forces extérieures et efforts intérieurs. En partant des
hypothèses et conventions usuelles définies en résistance des matériaux, soit :
1. Déplacement positifs vers le bas.
2. Rotation depuis l’axe initial O x jusqu’à l’axe déformé du tronçon, positive dans le sens des

aiguilles de la montre.
3. Moment fléchissant positif lorsqu’il tend les fibres inférieure.
4. Efforts tranchants positifs lorsqu’ils tendent à faire tourner le tronçon isolé dans le sens des

aiguilles de la montre.
Nous pouvons écrire successivement :
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7.4.1.2  MATRICE  DE  TRONÇON

Le point de départ de la mise en équation de la matrice de tronçon est l’expression de la
dérivée quatrième de la ligne élastique par rapport à l’abscisse x, la charge linéique étant
supposée constante dans ce tronçon :

y y
x

q
E I

' ' ' ' .= =
d
d z

4

4

Intégrons successivement quatre fois cette relation différentielle pour obtenir l’expression
générale  y = f(x), chaque intégration indéfinie faisant apparaître une constante d’intégration.
L’écriture des termes de ces opérations successives s’effectue dans le sens inverse.

y = A + B x + C x2 + D x3 + [q/(24 E Iz)] x4,
y’ =  B + 2 C x + 3 D x2 + [q/(6 E Iz)] x3.
y’’ = 2 C + 6 D x + [q/(2 E Iz)] x2.
y’’’ = 6 D + [q/(E Iz)] x.
y’’’’ = q/E Iz.

Les constantes d’intégration A, B, C, D sont trouvées à partir des conditions initiales. Pour x =
0, nous obtenons :

y = A,
y’ = B,
y’’ = 2 C d’où C = y’’(0)/2,
y’’’ = 6 D d’où D = y’’’(0)/6.

 En remplaçant les dérivées successives par les valeurs des efforts et déformation FT, Mf et ϕ,
les relations précédentes s’écrivent :

y(x) = y(0) + ϕ(0) x – Mf(0) x2/(2 E Iz) – FT(0) x3/(6 E Iz) + q x4/(24 E Iz),
ϕ(x) =    ϕ(0)   Mf(0) x/(E Iz) - FT(0) x2/(2 E Iz) + q x3/(6 E Iz),
Mf(x) =   Mf(0) + FT(0) x  - q x2/2,
FT(x) =    FT(0)  - q x,
q(x) =    q.

Ces cinq relations peuvent s’écrire sous forme matricielle :
1. Deux vecteurs à cinq éléments contenant la déformation linéaire, l’angle de rotation, le

moment fléchissant, l’effort tranchant, la charge linéique restant constante sur la longueur
du tronçon.

2. Une matrice carrée de cinq lignes et cinq colonnes dont les éléments non nuls se composent
d’expressions avec la charge linéique q, la rigidité flexionnelle E Iz du tronçon et la
longueur du tronçon l.

Nous pouvons écrire ces expressions sous la forme générale entre les points 0 et 1 :
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{V1} [M1] {V0}
Désignons par V0 et V1 les vecteurs à gauche et à droite du tronçon, par M1 la matrice carrée,
dite matrice de tronçon, le vecteur final à droite se trouve par :

V1 = M1
 . V0.

Cette expression matricielle est valable pour tout tronçon de dimensions connues, de charge et
de déformation initiale déterminée.

7.4.1.3  VECTEUR  FINAL

Pour un système élastique composé de n tronçons, les équations matricielles de définition
de l’ensemble s’écrivent successivement :

V1 = M1
 . V0 .

V2 = M2
 . V1 = M2

 . M1
 . V0 .

V3 = M3
 . V2 = M3

 . M2
 . M1

 . V0 .
Vn = Mn

 . Vn-1 = Mn
 . Mn-1

 . . . . . M2
 . M1

 . V0 . (7.7.2)
Pour trouver le vecteur efforts et déformations à droite d’un tronçon, le vecteur efforts et
déformations à gauche du tronçon est prémultiplié par la matrice de tronçon.

Figure 7.17   Conventions de signe et découpage d’une pièce en tronçons

7.4.1.4  DISCONTINUITÉS

Les expression proposées sont valables pour un tronçon à section constante sollicité
seulement par une charge répartie uniformément. Falk avait proposé d’introduire une sixième
ligne prévoyant une charge linéique linéairement variable. Très souvent la poutre est sollicitée
par des forces concentrées, des couples ou l’effet d’un appui. Ces discontinuités sont
introduites dans la relation matricielle au moyen d’une matrice ou d’un vecteur frontière F.
Pour passer de la gauche à la droite d’une frontière, il faut ajouter au vecteur gauche un
vecteur exprimant la variation des effort et des déformations. Il est aussi possible d’introduire
une matrice frontière, dimensions 5 x 5, post multipliée par le vecteur gauche :
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La matrice de frontière F peut s’introduire dans le produit matriciel sous la forme suivante :
Vm+1 = (Fm+1 + Mm+1) . Vm. (7.8.2)

L’utilisation du vecteur frontière permet d’économiser de la place dans les opérations
matricielles.

7.4.2  APPLICATION  DE  LA  MÉTHODE  EN  ISOSTATIQUE

L’application de la méthode de la matrice de transmission est réservée au calcul par
ordinateur ou calculateur programmable. L’utilisation de sous-programmes matriciels facilite
grandement la mise en œuvre des diverses opérations.

7.4.2.1  EFFET  DES  APPUIS  ET  DES  FORCES  CONCENTRÉES

La présence d’un ou de plusieurs appuis sur la poutre introduit chaque fois une ou
plusieurs inconnues qu’il faut lever impérativement afin d’obtenir un résultat valable.

1. Appui fixe
La déformation linéaire en ce point est égale à zéro et la rotation de la poutre, à gauche et

à droite de l’appui, est identique. Le moment fléchissant ne varie pas au droit de l’appui. Au
passage d’un appui, considéré comme frontière entre deux tronçons successifs, le vecteur de
droite se trouve par :

Vmd = Vmg + UT, (7.9.1)

avec : U = {0   0   0   FB   0}, UT étant la transposée du vecteur ligne U.

2. Force concentrée
Habituellement, les forces concentrées sont comptées positivement lorsqu’elles agissent

vers le bas. La présence d’une force concentrée détermine une frontière et modifie seulement
la valeur de l’effort tranchant. Le vecteur droite se trouve par :

Vmd = Vmg + TT, (7.9.2)

avec  T = {0   0   0   -F   0}, TT étant la transposée du vecteur ligne T.

3. Appui élastique
La présence d’un appui déformable élastique de raideur k détermine une frontière et

impose une déformation linéaire proportionnelle à la réaction d’appui : FB = k y, les autres
grandeurs restant conservées.

y

M
F k

y

M
F

ϕ ϕ

f

T

d

f

T

g

1 0 0 0 0
1 0 0

1
1

11

0 0
0 0 0 0

0 0 0
0 0 0 0 1

R

S
|||

T
|||

U

V
|||

W
|||

=

F

H

GGGGG

I

K

JJJJJ
⋅

R

S
|||

T
|||

U

V
|||

W
|||

. (7.9.3)



7. Déformation en flexion de poutres rectilignes

- 151 -

Le passage de la frontière peut s’exprimer par le produit matriciel ci - avant. L’appui élastique
n’introduit pas d’inconnue supplémentaire dans la solution du problème car la variation de
l’effort tranchant est fonction de la déformation y au droit de l’appui.

Figure 7.18   Effet des appuis et des forces concentrées

4. Encastrement indéformable
Dans un encastrement, soit au début de la poutre, soit à la fin de la poutre, les défor-

mations linéaire et angulaire sont nulles tandis que les efforts Mf et FT sont inconnus. Le
vecteur correspondant possède la structure représentée sur la figure 7.18.

5. Articulation sans frottement
Au passage d’une articulation sans frottement placée dans la poutre, la déformation

linéaire à droite de la frontière est égale à celle de gauche, l’effort tranchant restant conservé,
le moment fléchissant étant nul et la rotation subissant une variation brusque au droit de la
rotule. En posant Mf = 0, il est possible de déterminer la variation angulaire lors du passage de
cette frontière, figure 7.18 à droite.
Une autre possibilité pour résoudre le même problème consiste à introduire un tronçon de
longueur très petite vis à vis des autres dimensions, à rigidité flexionnelle également très
petite. Cette méthode convient bien aux calculateurs capables de représenter des nombres
positifs très petit, inférieurs à 10-64.La matrice de tronçon aura la configuration suivante :
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7.4.2.2  EXEMPLES  DE  CALCUL  DE  POUTRES  ISOSTATIQUES

Montrons par deux exemples l’application de la méthode de la matrice de transmission, le
premier calcul étant effectué à partir de la matrice de tronçon et de produits effectués
manuellement.

1. Poutre encastrée avec charge répartie uniformément
Soit à trouver la déformation d’une poutre à section constante E Iz , en porte-à-faux,

encastrée à gauche, libre à droite, sollicitée par une charge q répartie uniformément sur la
longueur totale libre l, problème identique résolu, voir figure 7.3 à gauche.
Les conditions particulières imposées par l’énoncé du problème sont :
1. Pour x = 0, y0 = 0,     y’ = 0,     Mf0 = ?   et   FT0 = ?.
2. Pour x = l,  yl = ?,     y’l = ?,     MFl = 0   et  FTl = 0.
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Appliquons l’équation matricielle en introduisant les valeurs particulières connues et
inconnues.
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Développons la relation matricielle et écrivons les résultats des divers produits :
y = - Mf(0) l2/(2 E Iz) – FT(0) l3/(6 E Iz) + q l4/(24 E Iz),
ϕ = - Mf(0) l/(E Iz) – FT(0) l2(2 E Iz) + q l3/(6 E Iz),
0 = Mf(0) + FT(0) – q l2/2,
0 = FT(0) – q l.

De ces quatre relations, il est possible de trouver :
FT(l) = q l,
Mf(l) = - q l2/2,
ϕ (l) = q l3/(6 E Iz),
y(l) = q l4/(8 E Iz).

Ces grandeurs concordent avec celles trouvées par les méthodes usuelles d’intégration.

2. Pièce à section variable et charge répartie
Prenons comme application l’arbre de machines représenté à la figure 7.10 en introduisant

des charges réparties à la place des forces concentrées et 12 tronçons. Valeurs des charges
réparties :
2 tronçons, diamètre 65 mm, longueur 2 x 40 mm, q = 16 000 N/80 mm = 200 N/mm.
2 tronçons, diamètre 65 mm, longueur 2 x 50 mm, q = 6 000 N/100 mm = 60 N/mm.
Le résultat du calcul numérique est donné dans le tableau ci-dessous.

Tableau 7.2
Efforts et déformations dans un arbre à section variable

Longueurs Déformations Efforts
No

∆l
mm

x
mm

Linéaire
mm

Angulaire
Rad

Mf
mm.N

FT
N

0
1
2
3
4

20
10
70
40

0
20
30

100
140

-0,0272
0

0,0136
0,0996
0,1347

0,001362
0,001362
0,001351
0,001019
0,000725

0
0

140 800
1 126 400
1 529 600

0
14 080
14 080
14 080
6 080

5
6
7
8
9

40
65
65
50
50

180
245
310
360
410

0,1568
0,1735
0,1753
0,1623
0,1333

0,000377
0,000139
-0,000081
-0,000431
-0,000715

1 612 800
1 488 000
1 363 200
1 192 200
871 200

- 1 920
- 1 920
- 1 920
- 4 920
- 7 920

10
11
12

100
10
20

510
520
540

0,0146
0

-0,0294

-0,001453
-0,001468
-0,001468

 200
0
0

-7 920
0
0
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Figure 7.19   Arbre de machine, Efforts et déformations calculés

Caractéristiques calculées
Nombre de tronçons dans la pièce :   12
Position de l'appui gauche :   1,   position de l'appui à droite : 11
Moment fléchissant maximal :   1621440 mm.N, moment fléchissant minimal :  0.
Effort tranchant maximal :   14080 N,   effort tranchant minimal :   -7920 N.
Déformation y maximale :   0,1763 mm,   déformation y minimale :   -0.0294 mm.
Angle maximal en radian : 0.001362 ( 0,078°), angle minimal en radian : -0.001468 (-0,084°).
Remarque
La déformation linéaire et la rotation des sections sont pratiquement identiques aux valeurs
trouvées pour deux charges concentrées au moyen de la méthode de Mohr numérique.
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7.4.3  POUTRE  CONTINUE  HYPERSTATIQUE  À  SECTION  VARIABLE

Si la section de la poutre continue reste à section constante dans chaque travée, l’équation
des trois moments sous sa forme générale s’applique aisément à la recherche des efforts. En
construction de machines, il est très rare de concevoir des pièces à section constante dans
chaque travée. La section de la pièce est le plus souvent variable.

7.4.3.1  APPLICATION  DE  LA  MATRICE  DE  TRANSMISSION

La méthode de la matrice de transmission peut s’utiliser pour résoudre un problème
hyperstatique constitué par une pièce à section variable reposant sur plusieurs appuis. Pour
une poutre sur appuis articulés, les déformations angulaires au droit des appuis sont identiques
à gauche et à droite de chaque appui. Par contre, l’effort tranchant varie brusquement car les
réactions d’appui modifient cet effort. Si les appuis sont indéformables, la déformation
linéaire est nulle en chaque appui.

1. Conditions au passage d’un appui articulé indéformable
Dans les cas d’une poutre continue sur plusieurs appuis articulés, si le vecteur des efforts

et des déformations est connu à gauche de la travée, les grandeurs intermédiaires peuvent se
trouver par des opérations de multiplication matricielle de toutes les matrices de tronçon. Soit
une travée constituée par n tronçons à section et/ou charge variable. La multiplication à
gauche des diverses matrices de tronçon peut s’écrire, les éléments résultants étant désignés
par mij, sous la forme :

Vn = M . V0   ou encore    
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M représente la matrice carrée résultante des produits de toutes les matrices des tronçons. Si la
déformation linéaire aux appuis est nulle, nous pouvons trouver la valeur à droite par :

yd = 0 = m12 ϕg + m13 Mfg + m14 FTg + m15,
ϕd = ϕg + m23 Mfg + m24 FTg + m25,
Mfd = Mfg + m34 FTg + m35,
FTd = FTg + m45.

En éliminant FTg et FTd de ces diverses relations, la rotation de la travée et le moment
fléchissant à droite s'expriment par :
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ou encore sous forme générale : Sd = Y . Sg. (7.10.3)
Au droit d’un appui articulé, le vecteur S ne subit pas de variation. Il en résulte que le vecteur
à gauche de la travée i+1 est égal au vecteur à droite de la travée i :

Si+1g = Sid. (7.10.4)
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2. Conditions de passage aux extrémités de la poutre continue
Pour une poutre continue comprenant n travées, nous pouvons exprimer le vecteur Spd à

l’extrémité droite de la poutre en fonction du vecteur Spg à l’extrémité gauche de la même
poutre par :

Spd = Yp
 . Spg, (7.10.5)

avec : Yp = Yn
 . Yn-1

 . . . . . Y2
 . Y1.

La matrice carrée résultante Yp sera de la forme générale :

Yp =  
y y y
y y y

11 12 13

21 22 23

0 0 0

F

H
GG

I

K
JJ .  (7.10.6)

Si la poutre continue repose aux extrémités sur des appuis articulés, les moments fléchissants
en ces deux points sont nuls : Mfg = Mfd = 0. La rotation de la poutre sur l’appui gauche se
trouve par :

ϕg = - y23/y21. (7.11.1)
Connaissant la rotation ϕg, il est possible de trouver tous les vecteurs Vi dans chaque travée. A
gauche de chaque travée, l’effort tranchant se calcule à partir de la matrice résultante des
produits des matrices de tronçon par :

F
m m M m

mTg
g fg= −
+ +12 13 15

14

ϕ
. (7.11.2)

Toutes les valeurs des composantes du vecteur V0 de chaque travée sont connues. Le pro-
blème peut alors se résoudre comme celui de la poutre sur deux appuis pour chaque travée.

7.4.3.2  APPLICATION  NUMÉRIQUE

Cette méthode est utilisée pour déterminer les efforts et les déformations d’une turbo -
machine reposant sur quatre paliers lisses, supposés rigides et alignés. Les caractéristiques
longitudinales sont données sur la figure 7.20.
Les dimensions sont :
Travée BC : longueur entre appuis : 4000 mm, nombre de tronçons du modèle de calcul : 11.
Travée CD : longueur entre appuis : 4500 mm, nombre de tronçons du modèle de calcul : 15.
Travée DE : longueur entre appuis : 4000 mm, nombre de tronçons du modèle de calcul : 8.
La forme exacte de l’ensemble a été simulé par des cylindres homogènes dans chaque
tronçon. La charge est représentée par le poids propre de chaque tronçon, la charge étant
toujours linéique.
La charge totale sur les quatre appuis vaut environ 280 kN. Les réactions d’appui trouvées par
la méthode sont :
FB = 27,7 kN,   FC = 93 kN,   FD = 118,3 kN  et  FE = 42 kN.
La figure 7.20 montre la variation du moment fléchissant le long de la pièce, la valeur
maximale étant située dans la deuxième travée. Pour la charge proposée, ces moments
valent dans chaque travée:
MBC max = 27,5 m.kN, MCD max = 67,5 m.kN, MDE max = 45 m.kN.
Sous l’effet du poids propre seulement, les déformations sont très faibles. Dans la représen-
tation graphique de la ligne élastique, les ordonnées sont fortement exagérées afin de se faire
une idée sur l’allure de la déformation linéaire.
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Figure 7.20   Efforts et déformations d’un modèle de turbo – machine sur 4 paliers lisses

La machine se compose de trois pièces assemblées par deux accouplements rigides. Habituel-
lement, la position des accouplements est choisie dans les parties de la poutre continue où les
moments fléchissants sont nuls. Le premier accouplement est situé un peu trop près du rotor
dans la deuxième travée tandis que le deuxième accouplement est bien placé. Ces éléments
transmettent principalement le moment moteur entre les divers composants.
Pour diminuer la valeur du moment fléchissant négatifs au droit des paliers intermédiaires,
certains constructeurs prévoient des paliers non alignés, la position des axes de rotation étant
tangente à la déformée.
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CHAPITRE  8

RÉPARTITION  DES  CONTRAINTES  COMPOSANTES

DANS  LES  SECTIONS  PLANES

La recherche de la répartition des contraintes dans les sections planes de contrôle suit la
mise en équilibre de la pièce et le calcul des contraintes simples. Les déformations se trouvent
habituellement soit par les méthodes exposées précédemment pour les pièces rectilignes, soit
par les méthodes énergétiques.

8.1  EFFORTS  INTÉRIEURS

Avant tout contrôle de contrainte et de déformation, la pièce isolée doit se trouver en
équilibre sous l’effet des forces extérieures statique et/ou dynamiques, des effets du poids
propre et des forces d’inertie. C’est habituellement le problème le plus difficile à résoudre
lorsque la pièce n’est pas située entièrement dans un plan ou lorsque les efforts extérieurs sont
spatiaux. Avant de discuter de la répartition des contraintes composantes dans les pièces
allongées, proposons-nous de trouver les efforts intérieurs réduits au centre de gravité de la
section plane en examen.

8.1.1  PIÈCES  RECTILIGNES

Les arbres de machines sont souvent équipés d’éléments constitués par des poulies, des
roues, des leviers, des tambours, sollicités par des forces spatiales. Si ces pièces sont guidées
dans des appuis comme les paliers, il faudra définir la position de l’appui supportant la charge
axiale grâce à la présence d’une butée et connaître le ou les tronçons transmettant les couples
de torsion vers l’extérieur.

8.1.1.1  ÉQUILIBRE  DES  PROJECTIONS  DES  EFFORTS

Habituellement, la recherche de l’équilibre d’une pièce rectiligne soumise à l’action de
forces spatiales s’effectue par l’intermédiaire des projections orthogonales : vue de face, vue
de dessus et vue de gauche (à ne pas oublier !). La solution correspond aux diverses méthodes
exposées au chapitre 5.

Rappelons ici les principes de la solution.
1. Recherche de l’équilibre de la pièce après avoir choisi le système de coordonnées ortho-

normé O x y z, la vue de face est repérée par les deux axes O y et O z, la vue de dessus par
O x et O y, l’axe O y étant l’axe de la pièce. Six équations doivent être posées :

Equilibre de translation : r
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. (8.1.1)
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Equilibre de rotation : r
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2. Représentation des trois vues techniques : vue de face, vue de dessus, vu de gauche, et des
projections de toutes les forces et couples dans ces trois vues.

3. Décomposition de toutes les forces en composantes radiale et axiale. Les composantes
axiales, placées sur O y, sont identiques dans les deux premières vues.

4. Construction des diagrammes des efforts dans les deux premières vues : efforts normaux au
moyen des composantes axiales, efforts tranchants dans les deux vues, moments
fléchissants dans les deux vues et moment de torsion selon l’axe O y.

5. Recherche des valeurs extrémales par combinaison des diagrammes partiels. En effet,
l’effort tranchant résultant et le moment fléchissant résultant sont limités par une courbe
spatiale dans le cas général, voir figure 8.2.

La solution par voie graphique, c’est-à-dire par construction du polygone funiculaire dans les
diverses vues, permet de résoudre le même problème.

8.1.1.2  ÉQUILIBRE  PAR  RÉDUCTION

La méthode par réduction permet de trouver aussi l’équilibre et les efforts appliqués dans
la pièce rectiligne en introduisant les opérations simples de multiplication et de division. Elle
utilise le principe de la réduction des forces et couples en un point déterminé, le plus souvent
le point origine du système de coordonnées.

Figure 8.1   Réduction de forces et couples à l’origine du système de coordonnées
Equilibre d’un arbre de machine équipé de deux roues dentées hélicoïdales

Soit un système de référence trirectangle orthonormé O x y z, l’axe O y correspondant à la
fibre moyenne de la pièce rectiligne. La réduction des forces et couples connus à l’origine du
système de coordonnées fait apparaître :

1. Une résultante générale donnée par :
r r
F F

i
R i

n

=
=
∑ .

1

(8.2.1)

2. Un couple principal calculable par la somme des moments de force par rapport à l’origine
du système de référence et la somme des couples Mj:
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(8.2.2)

Les couples de forces sont des grandeurs vectorielles libres et peuvent se déplacer en tout
point sans modifier leur effet. La réduction des forces et couples connus étant effectuée, la
recherche des actions des appuis s’effectue en mettant la pièce en équilibre statique :
1. Equilibre de translation : la somme vectorielle de toutes les forces, connues et inconnues,

doit être nulle.
2. Equilibre de rotation : la somme vectorielle des moments de forces et des couples, connus

et inconnus, doit être nulle.
En partant des composantes scalaires des forces et des moments ou couples, il est facile de
trouver les composantes axiales des réactions d’appui : appui fixe supportant la poussée axiale
résultante, les autres appuis n’ayant habituellement que des composantes radiales.

8.1.1.3  EXEMPLE  DE  RECHERCHE  DES  EFFORTS  DANS  UN  ARBRE

Montrons par un exemple simple l’utilisation de cette méthode et la construction des
diagrammes des efforts dans un arbre centré dans deux paliers B, C, équipé de deux roues
dentées cylindriques, direction hélicoïdale. Les efforts appliqués sont :

Pignon 1 Roue 2 Composantes
Ft1 = 16 667 N Ft2 = 6 531 N tangentielle
Fr1 = 6 202 N Fr2 = 2 461 N radiale
Fy1 = 3 543 N Fy2 = 1 750 N axiale

Le couple transmis entre les deux roues vaut 800 m.N, le sens des hélices étant identique sur
ces roues afin de diminuer l’effort axial à compenser sur le palier B, figure 8.1 à droite.
La réduction des forces et couples connus à l’origine du système de coordonnées O, placée au
centre du palier C, donne :

Résultante générale : FR = 
14206 N
-1793 N
329 N

F

H
GG
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K
JJ , Couple principal : M(O) = 
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Les réactions d’appui de chaque palier valent :
Palier B : FBx = - 10 205 N, Palier C : FCx = - 4 001 N.

FBy =   1 793 N, FCy = 0 N.
FBz =    5 503 N, FCz = - 5 832 N.

Le couple de torsion entre les deux roues vaut 800 m.N.

Tracé des diagrammes des efforts
Le tracé des diagrammes des efforts peut s’effectuer en supposant les forces concentrées si

la répartition de la charge extérieure est très localisée. Dans le cas contraire, il est vivement
recommandé de répartir la charge sur chaque tronçon de l’arbre. Par exemple, les compo-
santes rectangulaires des forces sur les dentures sont réparties si possible sur toute la largeur
des roues.
Sur la figure 8.2, les quatre efforts dans la pièce ont été représentés en supposant des charges
concentrées aux divers points : milieu des paliers B et C, milieu des dentures du pignon 1 et
de la roue 2. Comme la pièce est rectiligne et les efforts dans l’espace, les diagrammes des
moments fléchissants et des efforts tranchants possèdent deux composantes rectangulaires, la
première dans le plan O x y, la seconde dans le plan O y z. L’effort résultant est égal à la
somme vectorielle des composantes rectangulaires.
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Figure 8.2   Représentation des efforts normaux, tranchants et moments fléchissants
Arbre de machine selon figure 8.1 à droite (hypothèse : forces concentrées)

Pratiquement, les diagrammes sont dessinés dans les deux vues de projection : vue de face et
vue de dessus, les valeurs maximales et minimales étant construites à partir des composantes.

8.1.2  POUTRES  PLANES  CURVILIGNES

Plusieurs éléments de machines courants et des pièces de structure métallique sont
assimilables à des poutres planes en forme de cadre ou à des poutres incurvées. La recherche
des efforts, principalement des moments fléchissants, présente quelques difficultés que nous
voulons présenter ici.

8.1.2.1  GÉOMÉTRIE  DE  LA  LIGNE  MOYENNE

Soit une poutre plane curviligne, repérée par rapport à un système de référence ortho-
normé O x y, sollicitée par des efforts situés dans son plan. Exprimons tout d’abord la
géométrie de la poutre et ses diverses caractéristiques.

1. Système de coordonnées rectangulaires
Equations de la courbe : Explicite : y = f(x).

Implicite : F(x,y) = 0.
Paramétrique : x = x(t) et y = y(t)  avec t le paramètre.

2. Système de coordonnées polaires
Equations de la courbe : Explicite : r = r(ϕ).

Implicite : F(r, ϕ) = 0.
Paramétrique : r = r(t) et ϕ = ϕ (t)  avec t le paramètre.

3. Caractéristiques géométriques complémentaires

Tangente à la courbe : y y
x

y t
x t

' tan /
/

.= = =
d
d

d d
d d

α
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Direction de la tangente : sin ,α = =
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Variation élémentaire : dx = ds cosα = r dα cosα,
dy = ds sinα = r dα sinα.

Ou encore : d
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8.1.2.2  TRANSFORMATIONS

1. Projections des charges réparties
Exprimons par qr et qt les charges réparties dans le sens transversal et dans le sens tangen-

tiel par rapport à la ligne moyenne de la poutre, par qx et qy les charges réparties horizontales
et verticales, le système de référence O x y étant dirigé horizontalement et verticalement. La
transformation des charges réparties sur un tronçon élémentaire de longueur ds, incliné d’un
angle α par rapport à l’axe O x, fait intervenir les relations suivantes entre les charges :

Figure 8.3   Définition et transformation des charges réparties

Charges réparties initiales sur le tronçon élémentaire
qr qt qx qy

Transformation
qx = qr qx = qt qr = qx sin2α qr = qy cos2α.
qy = qr qy = - qt qt = qx sinα cosα qt = - qy sinα cosα.

2. Relations entre les efforts dans une coupe quelconque

Les relations de transformation entre les efforts normaux et tranchants, les moments
fléchissants, dans deux coupes, l’une normale à la ligne moyenne, l’autre parallèle à l’axe de
référence O y, compte tenu des conventions de signes usuelles, s’écrivent sous la forme
matricielle suivante :

Transformation normale - axiale :
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(8.3.1)
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Transformation axiale - normale :
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Figure 8.4   Transformation normale – axiale   ou   axiale – normale
Relations différentielles entre les efforts

Le moment fléchissant dans une section quelconque de la poutre plane ne dépend pas de
l’orientation de la coupe. Les deux matrices carrées sont les matrices de transformation
angulaire ; les vecteurs sont les vecteurs efforts dans la poutre.

3. Relations différentielles entre les divers efforts
Soit un tronçon de poutre élémentaire, de longueur ds, de rayon de courbure ρ, en

équilibre sous l’action de forces et de couples appliqués sur les sections normales, figure 8.4 :
- A gauche : FN, FT et Mf.
- A droite : FN + dFN, FT + dFT, Mf + dMf.
Charges transversales : qr et tangentielle qt.

Les projections sur la tangente et la normale au tronçon imposent l’équilibre de rotation :
Sur la tangente : - FN + (FN + dFN) + (FT + dFT) dα + qt ds = 0,

ou : dFN = - FT dα – qt ds.
Sur la normale : FT – (FT + dFT) + (FN + dFN) dα – qr ds = 0,

ou : dFT = FN dα – qr ds.
Equilibre de rotation : - Mf + (Mf + dMf) – (ds/2) qr ds – ds (FT + dFT) = 0,

ou : dMf = FT ds.
Ces relations sont écrites en négligeant les différentielles d’ordres supérieurs. En intro-
duisant : ds = ρ dα, ces relations peuvent s’écrire :
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Exprimons la valeur de l’effort normal et de l’effort tranchant à partir des deux premières
relations différentielles :
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Ces deux relations sont des équations différentielles des efforts dans la poutre curviligne
plane.
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8.1.2.3  PIÈCES  COMPOSÉES  DE  TRONÇONS  RECTILIGNES

Les pièces planes, constituées par des tronçons rectilignes, sont assez fréquentes en
construction métallique. Les efforts intérieurs, nécessaires à la recherche des contraintes
composantes, se trouvent par les méthodes générales exposées précédemment. Les
particularités sont :
1. Dans un coude à angle droit, l’effort normal du premier tronçon se transforme en effort

tranchant dans le tronçon suivant et vice versa.
2. Au droit d’un coude, le moment fléchissant reste constant s’il n’y a pas de couple appliqué

en ce point. La position des fibres tendues ou comprimées reste conservée sur les côtés
extérieurs ou intérieurs.

Les diagrammes des efforts sont toujours dessinés perpendiculairement à la ligne moyenne de
la pièce. Le diagramme des moments fléchissants se représente du côté des fibres tendues.

Exemple
Soit à déterminer les efforts dans la structure représentée sur la figure 8.5 constituée par

un arc à trois articulations et quatre tronçons. Dessiner les diagrammes des efforts normaux et
tranchants, des moments fléchissants.

Figure 8.5   Efforts dans un arc à trois articulations sollicité par :
une force concentrée et des charges réparties

1. Charges
L’arc à trois articulations, géométriquement symétrique, est sollicité par la force

concentrée F sur l’arc BC, par une charge répartie uniformément q = F/a sur les deux tronçons
de l’arc CD. Cette charge est une charge transversale.

2. Equilibre de la pièce
L’équilibre est trouvé analytiquement en considérant tout d’abord l’ensemble, ensuite

chaque arc est considéré pour lui-même, les forces composantes sur les axes étant calculées
par des sommes des moments de force.

2.1 Equilibre de l’ensemble

Σ M(B) = 0 : FDy = (a F/2 + 3 a F/2 – a F/2)/(2 a) = 3 F/4.
Σ M(D) = 0 : FBy = (3 a F/2 + a F/2 + a F/2)/(2 a) = 5 F/4.
Σ Y = 0 : 5 F/4 – F – F + 3 F/4 = 0.

2.2 Equilibre de l’arc BC

Σ M(C) = 0 : FBx = (5 a F/4 – a F/2)/a = 3 F/4,
FCx = - 3 F/4.

Σ Y = 0 : FCy = F – 5 F/4 = - F/4.



Combinaison des contraintes

- 164 -

2.3 Equilibre de l’arc CD
Σ M(C) = 0 : FDx = (a F/2 + a F/2 – 3 a F/4)/a = F/4,

FCx = F – F/4 = 3 F/4.
Σ Y = 0 : FCy = F – 3 F/4 = F/4.

3. Efforts
3.1 Efforts dans l’arc BC
Le tracé des diagrammes des efforts part des points B et C en tenant compte des

composantes normale et transversale des forces en B et C sur l’arc BC.
FN/BE = (34)0,5 (F/4) cos[arctan(2) – arctan(5/3)] ≈ 1,453 F,
FN/EC = - 3 F/4.
FT/BE = (34)0,5 (F/4) sin[arctan(2) – arctan(5/3)] ≈ -0,1118 F,
FT/EC = F/4.
MfB = MfC = 0,
MfE = a F/8.
3.2 Efforts dans l’arc CD
Le tracé des diagrammes dans ces deux tronçons part aussi des efforts aux articulations C

et D. La variation de l’effort tranchant le long des deux branches permet de trouver le moment
fléchissant par intégration de l’aire du diagramme des FT.

FN/CG = - 3 F/4,
FN/GD = (10)0,5 (F/4) cos[arctan(2) – 2 – arctan(3)] ≈ -0,5590 F.
FT(C) = F/4,   FT(G)g = - F/4,
FT(D) = (10)0,5 (F/4) sin[arctan(2) – 2 – arctan(3)] ≈ - 0,5590 F,
FT(G)d = (1+1/4)0,5 a q + FT(D) ≈ 0,5590 F.
Mf(C) = Mf(D) = Mf(G) = 0.
Au milieu de CG : Mfmax = a F/32,
Au milieu de GD : Mfmax ≈ 0,1562 a F.

Les diverses valeurs calculées sont représentées sur la figure 8.5 ci-dessus. Comme la charge
répartie q est uniforme, la variation du moment fléchissant dans les deux tronçons CG et GD
est parabolique.

8.1.2.4  PIÈCES  COMPOSÉES  DE  TRONÇONS  CURVILIGNES

Les pièces planes constituées par des tronçons curvilignes se rencontrent assez souvent en
construction de machines sous forme de ressorts ou en construction métallique. On admet très
souvent les caractéristiques suivantes :
1. Le plan de courbure est un plan de symétrie de la section transversale.
2. Les efforts sont tous situés dans le plan de courbure.
3. Le matériau suit la loi de proportionnalité de Hooke.
4. La rigidité de la pièce est assez grande pour que le principe de superposition des efforts soit

applicable.
Les efforts dans les diverses sections de contrôle se réduisent à l’effort normal, l’effort
tranchant et le moment fléchissant. Les conventions usuelles de la résistance des matériaux
s’appliquent à ce type de poutre en particulier les diagrammes des moments fléchissants sont
représentés du côté des fibres tendues. Les efforts sont portés perpendiculairement à l’axe
normal de la section considérée, cette section étant perpendiculaire à la tangente à la courbe.
Les efforts intérieurs dans une section droite sont déterminés par la méthode des sections
imaginaires et l’équilibre du tronçon retenu dans l’étude. Pour les charges réparties, ces
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charges peuvent se transformer en composantes : charge tangentielle et charge transversale, en
se servant des relations de transformation vues précédemment.

Exemple
La pièce est constituée par deux demi circonférences de rayon R appuyée au point B sur

rouleaux, articulée sur le point D. Le premier arc BC est sollicité par une charge répartie
uniformément q = F/R à direction transversale, le second arc par une force concentrée F.
Déterminer l’équilibre et les diagrammes des efforts FN, FT et Mf dans cette pièce

Figure 8.6   Efforts dans un arc à deux demi cercles

1. Equilibre
Pour trouver l’équilibre de cette pièce, la charge répartie transversale qt est transformée en

une charge verticale qy = qr. Cette opération revient à projeter la charge répartie sur l’axe
horizontal BC. La poussé résultante vaut :

FBCy = q . 2 R = F/R . 2 R = 2 F.

Σ M(B) = 0 : FDy = FD = (R . 2 F – 3 R F)/(4 R) = - F/4.
Σ M(D) = 0 : FBy = FB = (3 R . 2 F – R F )/(4 R) = 5 F/4.
Σ Y = 0 : 5 F/4 – 2 F + F – F/4 = 0.

Comme la charge répartie est symétrique par rapport à l’axe vertical, la somme des poussées
horizontales est nulle : Σ X = 0.

2. Efforts dans les arcs
2.1 Arc BC sollicité par FB et qr

La réaction d’appui FB provoque une compression donc un effort normal négatif et la
charge répartie modifie cet effort le long de l’arc. L’effort tranchant est nul aux deux
extrémités et varie en fonction de la position de la coupe le long de l’arc. Il en résulte une
augmentation du moment fléchissant depuis le point B.

2.2 Arc CD sollicité par la force F et la réaction FD

Ces deux forces provoquent une modification de l’effort normal qui devient nul sur la
ligne d’action de la force F, une variation brusque de l’effort FT sur cette même ligne
d’action, le moment fléchissant étant nul au point D.
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8.1.3  POUTRES  SPATIALES

La recherche des efforts dans les pièces de forme quelconque sollicitées par des efforts,
forces et couples, situées dans l’espace, s’effectue par la méthode des sections imaginaires.
Nous traiterons en détail le tracé des diagrammes des efforts normaux et tranchants, des
moments fléchissants et de torsion, dans le chapitre 10 au moyen des méthodes énergétiques.

8.2  CONTRAINTES  NORMALES  ET  TANGENTIELLES

La détermination des contraintes simples dans une section droite quelconque d’une barre
prismatique se résout en réduisant, au centre de gravité de cette section, tous les efforts
appliqués sur le tronçon de poutre en examen. La réduction de ces forces et couples fait
apparaître une résultante de force, appelée résultante générale, et une résultante couple,
appelée couple principal.

8.2.1  CONTRAINTES  SIMPLES

La recherche des contraintes simples est fortement facilité par le tracé de tous les
diagrammes des efforts. Si la pièce est sollicitée par des forces ou des couples disposés d’une
manière quelconque, quatre diagrammes sont à dessiner : un diagramme pour l’effort normal,
un diagramme résultant pour l’effort tranchant, un diagramme résultant pour le moment
fléchissant et finalement un diagramme pour le moment de torsion. Le plan du dessin doit
contenir si possible l’axe normal de la section droite choisie. Le système de coordonnées
trirectangle C x y z se définit par l’axe C x perpendiculaire à la section, le système C y z sur la
section.

8.2.1.1  CALCUL  DES  CONTRAINTES  SIMPLES

La résultante générale se décompose en trois composantes rectangulaires, l’une normale à
la section plane suivant C x correspondant à l’effort normal FN, les deux autres suivant les
axes principaux  C y z de la section FTy et FTz, appelées efforts tranchants. Le couple principal
se décompose également en trois composantes rectangulaires, l’une normale à la section plane
appelée moment de torsion Mt, les deux autres selon les axes principaux de la section Mfy  et
Mfz appelées moments fléchissants.
L’effort normal FN et les deux moments fléchissants Mfy, Mfz provoquent des contraintes
normales dans la pièce, les efforts tranchants FTy, FTz et le moment de torsion Mt des
contraintes tangentielles. La valeur de chacune de ces contraintes se trouve par les relations
démontrées précédemment.
Soit une section sollicitée par les six efforts composants, soit normalement à la section, soit
dans le plan de la section suivant les axes principaux C y et C z. Pour calculer les contraintes
composantes, choisissons sur la section plane une aire élémentaire dA = dy dz située aux
coordonnées y et z. Sur cette partie limitée de la section, les contraintes simples se trouvent
par les expressions :

Contrainte normale due à FN : σ n
N=

F
A

, (répartie uniformément).

Contrainte tangentielle due à FTy : τ xy
Ty

z z

=
F S
b I

z
*

, (répartie paraboliquement).1)
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Contrainte tangentielle due à FTz : τ xz
Tz

y y

=
F S
b I

y
*

, (répartie paraboliquement).1)

Contrainte de flexion due à Mfy : σ fy
fy

y

=
M z

I
, (répartie linéairement).

Contrainte de flexion due à Mfz : σ fz
fz

z

=
−M y

I
, (répartie linéairement).

Contrainte de torsion due à Mt : τ t
t

t

=
M r

I
, (répartie linéairement).2)

Remarques :
1) La répartition parabolique est seulement valable pour une section rectangulaire.
2) La répartition linéaire est seulement valable pour une section circulaire avec r = y + z.

Figure 8.7   Réduction des forces et couples, efforts composants dans la section droite

Les relations proposées sont applicables seulement dans des cas particuliers, la répartition de
la contrainte tangentielle présentant de nombreuses exceptions. Le principe de la réciprocité
des contraintes tangentielles ne doit en aucun cas être mise en défaut. Dans la section droite,
aucune contrainte tangentielle ne peut être dirigée perpendiculairement à la paroi extérieure
de la pièce. Par exemple, sur la section circulaire très fréquente en construction de machines,
la contrainte de cisaillement ne suit pas l’axe principal de la section, mais s’incline pour tout
point situé à l’extérieur de l’axe de la charge. Si la section n’est pas circulaire, la contrainte de
torsion ne peut pas se trouver par la relation fondamentale. Le moment fléchissant Mfz
provoque une contrainte normale négative dans la partie de la surface située dans le premier
quadrant, d’où le signe dans la relation.

8.2.1.2  SOMME  DES  CONTRAINTES

Les contraintes normales engendrées par l’effort normal et les deux moments fléchissants
sont perpendiculaires à la section plane. Les contraintes tangentielles de cisaillement et de
torsion sont situées dans le plan de la section plane. Pour trouver la contrainte normale
résultante, il faut appliquer le principe de superposition aux contraintes en sommant
algébriquement les trois contraintes composantes. Les contraintes tangentielles engendrées
par les deux efforts tranchants et le moment de torsion sont dans le plan de la section plane. Il
faut procéder à une addition vectorielle de ces trois composantes.
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La recherche de la partie de la section la plus sollicitée doit utiliser une méthode simple
englobant toutes les contraintes composantes. Habituellement, pour les pièces élancées, les
deux moments fléchissants et le moment de torsion provoquent des contraintes plus élevées
que l’effort normal et les deux efforts tranchants. Pour les pièces courtes, l’effort tranchant
n’est pas à négliger.

8.2.2  CONTRAINTES  NORMALES

Si une section de la pièce est sollicitée par l’effort normale FN et les deux composantes du
moment fléchissant Mfy + Mfz, trois problèmes sont à résoudre :
1. Quelle est l’expression générale de la contrainte normale résultante sur une aire élémentaire

quelconque dA appartenant à la section ?
2. Quelle est la partie de la section  la plus sollicitée et quelle est la valeur maximale et/ou

minimale de cette contrainte ?
3. Quelle est la répartition de la contrainte normale résultante sur toute l’étendue de la section

plane ?
La mise en équation de la contrainte résultante permet de répondre à ces trois questions. Pour
les matières ne supportant par de contrainte normale positive, la position des efforts
extérieurs, en particulier la force compressive, parallèle à la normale à la section, mais
excentrée, fait apparaître la notion de noyau central de la section.

8.2.2.1  AXE  NEUTRE  DE  FLEXION

La contrainte normale résultante, sur l’aire élémentaire dA = dy dz, placée aux coor-
données y et z, se trouve par la somme algébrique des contraintes simples :

σ ( , ) .y z
F
A

M z
I

M y
I

= + −N fy

y

fz

z

(8.5.1)

Figure 8.8   Répartition des contraintes normales composantes et résultantes
Section rectangulaire

La position de l’axe neutre, c’est-à-dire de l’axe à contrainte normale résultante nulle, se
trouve en égalant cette expression à zéro, soit :

F
A

M z
F i

M y
F i

N fy

N y

fz

N z

1 02 2+ −
F
HG

I
KJ = . (8.5.2)

L’axe neutre z = f(y), défini dans le plan C y z, se trouve par :
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z M
M

i
i

y
i F
M

= ⋅ ⋅ −fz

fy

y

z

y N

fy

2

2

2

. (8.5.3)

Dans cette expression, le coefficient angulaire de la droite vaut : (Mfz/Mfy).(iy
2/iz

2) et
l’ordonnées à l’origine : - iy

2 (FN/Mfy).
Si les rayons de giration iy et iz sont égaux, l’axe neutre des contraintes normales est parallèle
au moment de flexion résultant : Mf = Mfy + Mfz. Dans le cas général, la ligne d’action du
moment fléchissant résultant et l’axe neutre ne sont pas parallèles. Le point de concours de
l’axe neutre avec l’axe C z de la section dépend du rapport FN/Mfy et du rayon de giration iy.
L’axe neutre est d’autant plus près du centre de gravité de la section que le moment
fléchissant Mfy est grand vis à vis de l’effort normal FN.
La position de l’axe neutre de flexion étant trouvé, les contraintes normales sont
proportionnelles à leur distance à l’axe neutre. En particulier, les points les plus éloignés de
cet axe, soit du côté des contraintes positives, soit du côté des contraintes négatives, sont
soumis aux contraintes normales maximale ou minimale.

8.2.2.2  TRACTION  OU  COMPRESSION  EXCENTRÉE

Un cas particulier important est représenté par l’action d’une force extérieure excentrée,
parallèle à l’axe normal de la section plane en étude. La réduction de cette force unique au
centre de gravité de la section engendre :
1. Un effort normal FN = F.
2. Un moment fléchissant Mf décomposable en ses deux composantes Mfy et Mfz avec :

r r r
M M M M z F M y Ff fy fz fy F fz Favec et= + = = − ,

la force F étant supposée positive, placée aux coordonnées yF et zF.

Figure 8.9   Section sollicitée par une force extérieure parallèle à l’axe C x
Répartition des contraintes normales

La contrainte normale résultante, sur l’aire élémentaire dA = dy dz, aux coordonnées y et z, est
donnée par :

σ ( , ) .y z
F
A

z
i

z y
i

y= + ⋅ + ⋅
F
HG

I
KJ

N F

y

F

z

1 2 2 (8.6.1)
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La position de l’axe neutre des contraintes normales se trouve en égalant cette expression
générale à zéro. L’équation de cet axe z = f(y) s’écrit :

z y
z

i
i

y
i
z

= − ⋅ ⋅ −F

F

y

z

y

F

2

2

2

. (8.6.2)

Dans ce cas particulier, si la contrainte résultante doit conserver le même signe en tout point
de la section, la position de l’axe neutre doit se situer à l’extérieur ou, à la limite, sur le
pourtour de la surface de la section considérée.

8.2.2.3  NOYAU  CENTRAL  DE  LA  SECTION

On appelle noyau central de la section le lieu géométrique des points d’application de la
force axiale extérieure F pour lesquels les contraintes normales résultantes conservent le
même sens sur toute l’étendue de la section.
La notion de noyau central de la section est particulièrement importante pour les pièces
sollicitées en compression excentrée, constituées par un matériau ne supportant pas des
contraintes normales positives. L’équation de l’axe neutre peut s’écrire également sous la
forme suivante :

z z
i

y y
i

F

y

F

z
2 2 1+ = − . (8.7.1)

Dans cette expression, iy et iz sont les rayons de giration définissant une ellipse, appelée
ellipse quadratique, d’équation : y2/iz

2 + z2/iy
2 = 1. L’axe neutre est l’antipolaire du point

d’application de la force axiale par rapport à l’ellipse quadratique. Pour tracer l’axe neutre, il
suffit de trouver les points d’intersection de cette droite avec les axes C y et C z, figure 8.10.

Figure 8.10   Noyau central de la section, construction du noyau central et cas particuliers

Etudions maintenant la position de l’axe neutre quand le point d’application de la force axiale
se déplace sur une droite passant par le centre de gravité C de la section. Si le point
d’application de F est très éloigné de ce point, point 1 sur la figure, l’axe neutre en 2 est très
près du point C car la contrainte normale est négligeable vis à vis de la contrainte de flexion.
Par contre, quant le point d’application de la force se rapproche du point C, l’axe neutre
s’éloigne du centre de gravité jusqu’à devenir tangent au contour de la section. Dans cette
position particulière du point d’application de la force axiale, point 3 sur la figure, tous les
points de la section sont sollicités par des contraintes normales de même signe. Le point
d’application de la force F est situé sur le pourtour du noyau central de la section.
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Soit maintenant une surface polygonale quelconque, repérée par rapport à un système d’axes
principaux C y z et soit iy et iz les rayons de giration de cette surface. Si l’axe neutre est
confondu avec l’un des côtés du polygone, par exemple le côté a-b, parallèle à C y, et que la
force extérieure F possède une ligne d’action coupant l’axe C z, cette ligne d’action doit se
situer à la distance :

z
i

zF
y

a b

= −
−

2

, (8.7.2)

car yF = 0. Cette distance peut se construire graphiquement sur la surface étudiée. Ecrivons la
relation sous une forme légèrement différente :

z z iF a b y⋅ = −−
2 . (8.7.3)

Le rayon de giration  iy est moyenne géométrique du produit zF 
. za-b. La position de la ligne

d’action de la force F, située sur le pourtour du noyau central de la section, se trouve en
construisant un triangle rectangle f-g-h, f étant sur le côté a-b, g à l’extrémité  de iy et h sur
l’axe C z. Le point h est un point du noyau central. Supposons maintenant que l’axe neutre se
trouve confondu avec le côté a-e du polygone. La ligne d’action de la force F, coupant l’axe C
y, doit se trouver à l’abscisse :

y i
yF

z

a e

= −
−

2

, (8.7.4)

car zF = 0. La construction du deuxième triangle rectangle, rectangle à l’extrémité de iz,
permet de trouver un deuxième point du noyau central de la section. Le passage de l’axe
neutre situé sur le côté a-b à l’axe neutre situé sur la côté a-e s’effectue par rotation de cet axe
autour de l’angle du profil polygonal au point a. Il en résulte que le noyau central de la section
est constitué par un segment rectiligne reliant les points de coordonnées (0,zF) et (yF,0). La
construction peut continuer d’une manière semblable par l’axe neutre sur le côté e-d du
polygone.
Si l’axe neutre se trouve maintenant confondu avec le côté c-d, les coordonnées du point
d’application de la force se trouvent par :
1. En prolongeant le côté jusqu’à l’intersection j avec l’axe C z et en construisant le triangle

rectangle dont la hauteur sur l’hypoténuse vaut iy, d’où zF.
2. En construisant le triangle rectangle à partir du point c situé sur l’axe C y, hauteur sur

l’hypoténuse égale à iz, d’où yF.
Ce point d’application est relié au côté déjà construit du noyau central. L’axe tournant autour
du point c provient du déplacement de la ligne d’action de la force extérieure sur le côté du
noyau central parallèle au côté a-e. Le dernier côté du polygone représentant le noyau central
se construit d’une façon analogue.

Cas particuliers
1. Noyau central d’un rectangle : la position limite de la force F sur l’axe C y est imposée par

la relation : yF = - iz
2/y avec iz

2 = h2/12 et y = - h/2, d’où :
yF = h/6.

Le déplacement maximal sur l’axe C z est limité par : zF = - iy
2/z avec iy

2 = b2/12 et z =
- b/2, d’où :

zF = b/6.
Le noyau central d’une section rectangulaire, dimensions b et h, est un losange de
diagonales h/3 et b/3.
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2. Noyau central d’une surface circulaire : par raison de symétrie, le noyau central de la
section circulaire est aussi circulaire. En utilisant la relation générale pour z = 0,
l’abscisse du point vaut : yF = - iz

2/y avec iz
2 = iy

2 = d2/16 et y = - d/2, d’où :
yF = zF = d/8.

Le diamètre du noyau central de la section vaut : d/4.
3. Noyau central d’une surface annulaire : par raison de symétrie, le noyau central de la

section est aussi une surface circulaire. En partant des relations générales et pour z = 0,
l’abscisse du point vaut yF = - iz

2/y avec iz
2 = (de

2 + di
2)/16 et y = - de/2, d’où :

y d d d
F

e e i=
+ 2

8
/ .

Le diamètre du cercle représentant le noyau central de la section vaut : (de + de2/di)/4.
4. Noyau central d’une surface inscrite dans un rectangle : le noyau central de la section est

un quadrilatère possédant un axe de symétrie si la section présente également un axe
de symétrie.

Application en construction de machines
Comme la plupart des matériaux métalliques possèdent des caractéristiques mécaniques

semblables en traction et en compression, la recherche ou la construction du noyau central de
la section s’effectue rarement. Par contre, l’emploi de ciment et de béton dans le bâtiment
impose un contrôle détaillé de la répartition des contrainte normales, l’hypothèse la plus
fréquente étant de supposer ces matériaux impropres à la transmission de contraintes normales
positives.

8.2.3  CONTRAINTES  TANGENTIELLES

Si une section plane imaginaire dans la pièce est sollicitée par un effort tranchant
quelconque, décomposable en deux composantes rectangulaires suivant les axes principaux de
la surface, et par un moment de torsion, les problèmes à résoudre sont :
1. Déterminer la répartition des contraintes tangentielles dans la section, en particulier sur le

pourtour de la section.
2. Calculer la contrainte tangentielle résultante engendrée par l’effort tranchant et le moment

de torsion au point de contrôle.

8.2.3.1  CONTRAINTES  DE  CISAILLEMENT

Après décomposition de l’effort tranchant FT en ses deux composantes FTy et FTz suivant
les axes principaux de la section, les contraintes de cisaillement se trouvent en appliquant :
1. La relation générale de la contrainte de cisaillement s’il y a présence d’un moment

fléchissant dans la section, ce qui est habituellement le cas réel et le plus courant de
sollicitation ou la relation particulière du cisaillement simple si le moment fléchissant est
absent.

2. Le principe de la réciprocité des contraintes tangentielles qui ne doit pas se trouver en
défaut dans toute partie de la section, en particulier sur son pourtour.

Le système d’axes principaux étant représenté par C y z, les largeurs des sections aux
ordonnées y, z, par bz et by, les moments statiques de surface par S*z et S*y, les deux
contraintes de cisaillement sur l’aire dA se calculent par :
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Contrainte suivant l’axe C y : τ xy
Ty z

z z

=
F S
b I

*

.

Contrainte suivant l’axe C z : τ xz
Tz y

y y

=
F S
b I

*

.

Figure 8.11   Axes principaux, contraintes de cisaillement composantes et résultante

La répartition de ces deux contraintes de cisaillement est parabolique dans les sections carrées
ou rectangulaires. Ces deux composantes sont perpendiculaires. La contrainte de cisaillement
est égale à la somme vectorielle des composantes :

r r r
τ τ τc xy xz= + .

Les deux relations de calcul des contraintes composantes sont valables seulement si le
principe de réciprocité des contraintes tangentielles n’est pas mis en défaut par la direction de
la contrainte de cisaillement résultante. En particulier, les contraintes de cisaillement aux
environs de la surface extérieure du profil ne peuvent se diriger que suivant une parallèle à la
tangente au profil. Dans les sections constituées de profilés à parois minces, la contrainte de
cisaillement suit la direction de la ligne moyenne du profil.

Cas particuliers
1. Section rectangulaire
La présence de l’effort tranchant à direction quelconque fait intervenir la décomposition

de FT en deux composantes rectangulaires à directions parallèles aux côtés du profil. Le
principe de la réciprocité des contraintes tangentielles n’est pas mis en défaut par ces deux
composantes. Sur le pourtour du profil, les contraintes résultantes de cisaillement sont
parallèles aux côtés. Aux quatre coins du rectangle, les contraintes de cisaillement sont nulles.
Effet de la composante FTy :
La contrainte de cisaillement à l’abscisse y, sur la surface élémentaire b dy, se trouve par
l’expression :

τ xy
Ty= ⋅ − FHG

I
KJ

F
HG

I
KJ

3
2

1 2 2F
A

y
h

.

Effet de la composante FTz :
La contrainte de cisaillement à l’ordonnée z, sur la surface élémentaire h dz, se trouve par
l’expression :
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τ xz
Tz= ⋅ − FHG

I
KJ

F
HG

I
KJ

3
2

1 2 2F
A

z
b

.

Figure 8.12   Répartition des contraintes de cisaillement dans une section rectangulaire

La contrainte résultante est égale à la somme vectorielle des contraintes composantes. La
figure 8.12 montre la répartition de la contrainte de cisaillement engendrée par les deux
composantes et la recherche de la contrainte résultante.

2. Section circulaire
La présence d’un effort tranchant à direction quelconque ne modifie pas la répartition de

la contrainte de cisaillement dans la section. La contrainte de cisaillement sur l’axe supportant
l’effort FT vaut :

τ xw
T= ⋅ − FHG

I
KJ

F
HG

I
KJ

4
3

1 2 2F
A

w
d

.

avec : w distance du centre du cercle au point de calcul (|w| = |(y2 + z2)0,5|. Compte tenu des
hypothèses introduites précédemment, les contraintes de cisaillement, pour des points
quelconques de la surface circulaire, se trouvent par :

τ
ϕ( ) cos

,y,z
T= − FHG

I
KJ

F
HG

I
KJ ⋅

4
3

1 2 12F
A

w
d

avec : ϕ  angle compris entre l’axe C w et le rayon passant par le point de calcul.

Figure 8.13   Répartition de la contrainte de cisaillement dans la section circulaire
et dans la section en double T

La direction de cette contrainte passe par le point d’intersection des deux tangentes au cercle à
ce niveau. Cette répartition de contrainte correspond assez bien aux conditions réelles.

3. Sections quelconques
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Choisissons pour la discussion une section en double té symétrique par rapport aux deux
axes principaux C y et C z, l’effort tranchant étant oblique par rapport à C y. En introduisant le
principe de la superposition des effets, la section plane est soumise :
3.1 Effet de l’action de FTy :

Une contrainte de cisaillement linéairement variable dans les ailes du profil, une
contrainte de cisaillement répartie paraboliquement dans l’âme, la circulation du flux de
cisaillement s’effectuant comme représenté sur la figure 8.13, partie gauche.

3.2 Effet de l’action de FTz :
Une contrainte de cisaillement répartie paraboliquement dans les deux ailes du profil,
l’âme ne participant pratiquement pas à la transmission de l’effort tranchant, figure 8.13,
partie droite.

4. Remarque finale
Le calcul de la contrainte de cisaillement engendrée par un effort tranchant à direction

quelconque par rapport au système d’axes principaux fait presque toujours intervenir un
certain nombre d’hypothèses simplificatrices, partiellement vérifiées. La mesure des
déformations locales provoquées par la contrainte de cisaillement ne permettra pas de
retrouver l’effort tranchant dans la section à partir des diverses relations proposées car les
diverses simplifications apportées ne se vérifient pas toujours en pratique.

8.2.3.2  CONTRAINTES  DE  TORSION

Le calcul et la détermination des contraintes de torsion ne sont simples que pour les
sections circulaires pleines et annulaires, les profils fermés à parois minces. Tous les autres
profils présentent une répartition des contraintes tangentielles non calculable par les relations
élémentaires proposées ici.
Pour les sections circulaires pleines ou annulaires, la contraintes de torsion dans une section
plane se trouve par la relation générale :

τ t r
t

p
( ) ,= ⋅

M
I

r

avec : r  distance du centre à l’aire élémentaire dA considérée. Pour les profils constitués par
une paroi mince fermée, la contrainte tangentielle est supposée constante sur le segment
normal à la ligne moyenne du profil. Cette contrainte se trouve par :

τ t
t

m

=
M
A s2

,

avec : Am  l’aire de la surface plane délimitée par la ligne moyenne fermée.
s  l’épaisseur de la paroi ou la longueur du segment normal à la ligne moyenne.

Pour les autres formes de surface, le calcul de la contrainte ne peut s’effectuer qu’en certains
points particuliers du profil par :

τ t M
t

t
( ) ,=

M
W

avec : Wt  module de résistance à la torsion valable seulement au point M selon tableau 6.1.
La répartition de la contrainte de torsion est supposée distribuée paraboliquement le long des
segments rectilignes du pourtour du profil, la contrainte étant nulle dans les coins afin de
satisfaire le principe de la réciprocité des contraintes tangentielles.
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A défaut d’expression plus complètes pour le calcul, nous admettrons que ces diverses
hypothèses sont applicables au calcul de la répartition des contraintes de torsion dans les
diverses sections.

8.2.3.3  CONTRAINTE  TANGENTIELLE  RÉSULTANTE

Pour une section plane soumise simultanément à l’effort tranchant et à l’action d’un
couple de torsion, la contrainte tangentielle résultante se trouve par addition vectorielle des
contraintes tangentielles composantes :

r r r r r
τ τ τ τ τrés xy xz t= = + + .

La contrainte de cisaillement est presque toujours accompagnée d’une contrainte normale
provenant du moment fléchissant. La combinaison des contraintes normales et tangentielles
ne peut s’effectuer en additionnant géométriquement leurs résultantes car les matériaux ne
résistent pas identiquement à ces deux genres de contrainte. Les hypothèses ou critères de
résistance permettent de juger de l’effet résultant.

8.3  FLEXION  DES  PIÈCES  À  FORTE  COURBURE

L’étude de la répartition de la contrainte normale de flexion dans les pièces fléchies s’est
faite pour des poutres rectilignes élancées. Si la courbure de la poutre est petite, les
expressions trouvées par la théorie générale est applicable directement. Par contre, si la
courbure est forte, la répartition de la contrainte dans une section primitivement plane ne suit
pas les hypothèses émises par Hooke et Bernoulli. Si h représente la hauteur de la section et si
R est le rayon de courbure de la fibre moyenne, lieu géométrique des centres de gravité des
sections planes, la théorie générale peut encore s’introduire tant que h/R ≤ 1/5.
La présence de flexion dans les poutres faiblement incurvées provoque une modification du
rayon de courbure. La relation générale de la déformation en flexion peut s’écrire sous la
forme :

1 1

0R R
M

E I
− = − f

z

. (8.8)

avec : R0 le rayon de courbure de la barre non chargée,
     R  le rayon de courbure après application de la charge.

Les méthodes énergétiques permettent de trouver facilement les déplacements des sections
sous l'effet des efforts tels les moments fléchissants.

8.3.1  CONTRAINTE  DE  FLEXION

8.3.1.1  CONVENTIONS  DES  SIGNES

Les moments fléchissants dans la pièce à forte courbure sont comptés positivement si la
courbure est augmentée sous l’effet de la charge, négativement dans le cas contraire. Les
abscisses y sont comptés positivement vers l’extérieur de la pièce à partir du centre de gravité
de la section plane, négativement vers l’intérieur de la courbure.
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8.3.1.2  RÉPARTITION  DES  CONTRAINTES

Soit un tronçon élémentaire de la poutre cintrée limité par deux sections imaginaires
voisines, normales à la fibre moyenne non déformée de la pièce. L’angle au centre étant
désigné par dϕ, la longueur élémentaire de la fibre moyenne se trouve par : ds = R dϕ et sa
déformation longitudinale par ∆ds, car la position de la fibre neutre ne correspond pas ici à
celle de la fibre moyenne. L’allongement spécifique peut s’écrire par : ε0 = ∆ds /ds. La
contrainte normale correspondante se calcule à partir du module d’élasticité par : σ0 = ε0 E.

Figure 8.14   Répartition de la contrainte normale dans une pièce à forte courbure

Une fibre quelconque, distante du centre de courbure de  R + y, possède une longueur élémen-
taire dsy = (R + y) dϕ = R dϕ + y dϕ = ds + y dϕ. Sa déformation axiale vaut ∆dsy. Comme les
sections sont supposées rester planes après déformation, cet allongement peut aussi s’expri-
mer par :

∆dsy = ∆ds + y ∆dϕ. (8.9.1)
L’allongement spécifique peut aussi se calculer par le rapport : εy = ∆dsy/dsy ou en remplaçant
les diverses grandeurs par leurs valeurs respectives :
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(8.9.2)

La contrainte normale correspondante, à l’abscisse y dans la section, se trouve par :

σ ε ε
ϕ
ϕ

εy y
d

d
= = +

+
−

F
HG

I
KJ

F
HG

I
KJE E y

R y0 0
∆ . (8.9.3)

Cette contrainte normale est entièrement déterminée dès que l’allongement spécifique sur la
fibre moyenne ε0 et la variation relative d’angle ∆dϕ/dϕ sont connus. Les conditions
d’équilibre du tronçon élémentaire, en particulier les efforts élémentaires et totaux sur la
surface plane de droite, imposent les relations :

1. Equilibre de translation : F A E y
R y

A
AAN d d

d
d= = +

+
−

F
HG

I
KJ

L
NM

O
QPzz σ ε

ϕ
ϕ

ε0 0
∆ .
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2. Equilibre de rotation : M y A E y
R y

y A
AAf d d

d
d= = +

+
−

F
HG

I
KJ

L
NM

O
QPzz σ ε

ϕ
ϕ

ε0 0
∆ . .

Dans ces deux sommes intégrales, les valeurs ε 0 et ∆dϕ sont des constantes. Ces deux
expressions permettent d’écrire les simplifications suivantes :
1. Pour l’axe C z passant par le centre de gravité de la section plane :

ε ε0 0dA A
A

=z , ε 0 0y A
A

d =z .

2. Introduction d’un facteur numérique κ dépendant de la forme de la section :

y
R y

A A
A +

= −z d κ .

y
R y

A R y y
R y

R y
R y

A y A R y
R y

A R A
AAAA

2 2

+
=

+
+

−
+

F
HG

I
KJ ⋅ = −

+
=zzzz d d d d κ .

En remplaçant ces diverses valeurs dans les relations d’équilibre, nous obtenons finalement
les relations :

F E A AN
d

d
= − −

F
HG

I
KJ

L
NM

O
QP

ε
ϕ
ϕ

ε κ0 0
∆ .    et    M E A Rf o

d
d

= −
F
HG

I
KJκ

ϕ
ϕ

ε
∆ .

Ces deux relations permettent de trouver :
∆d
d

etf
N

fϕ
ϕ

ε
κ

ε− = = ⋅ +FHG
I
KJ0 0

1M
E A R E A

F M
R

.

La contrainte normale à l’ordonnée y, d’une pièce à forte courbure sollicitée dans sa section
par un effort normal FN et un moment fléchissant Mf, se trouve par :

σ
κy

N f f= + + ⋅
+

F
A

M
R A

M
R A

y
R y

. (8.10.1)

Dans cette expression, le facteur numérique κ dépendant de la forme de la section se calcule
par l’expression :

κ = − ⋅
+z1

A
y

R y
A

A
d . (8.10.2)

Pour les sections de forme simple, cette grandeur peut se trouver par intégration analytique.
Pour les sections compliquées ou composées, elle se détermine par intégration numérique.

8.3.2  RÉPARTITION  DE  LA  CONTRAINTE  NORMALE

Les particularités de la répartition de la contrainte normale sont :
1. La répartition de la contrainte normale n’est pas linéaire comme dans la flexion des pièces

rectilignes. Cette répartition suit une loi  hyperbolique. Une des asymptotes passe par le
centre de courbure.

2. La contrainte normale sur la fibre moyenne, confondue avec l’axe de gravité C z de la
section, est différente de zéro, même en l’absence d’un effort normal FN dans la section.
Pour y = 0, elle se trouve par :

σ 0 = +
F
A

M
R A

N f .
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3. L’expression du facteur numérique κ doit être calculée avec grande précision afin de ne pas
fausser la recherche de la contrainte normale totale.

8.3.3  CALCUL  DU  FACTEUR  DE  SECTION

Pour la section rectangulaire, largeur b, hauteur h, rayon de courbure de la fibre moyenne
R, le facteur κ se trouve par :

κ = −
+

= − + − + =
+
−

−
−

+

−

+z1 1 0 5
0 5

1
2

2

2

2

b h
y

R y
b dy

h
R y R R y R

h
R h
R hh

h

h

h

/

/

/

/ln( ) ln / ,
/ ,

.

Tableau 8.1
Facteur de section k pour les sections rectangulaires

h/R =
κ =

0,2
0,00335

0,3
0,00760

0,4
0,01366

0,5
0,02165

0,6
0,03173

0,7
0,04413

0,8
0,05912

0,9
0,07711

1,0
0,09861

h/R =
k =

1,1
0,12433

1,2
0,15525

1,3
019277

1,4
0,23900

1,5
0,29727

1,6
0,37327

1,7
0,47783

1,8
0,65580

1,9
0,92819

Pour la section circulaire, le calcul du facteur de section κ peut s’effectuer en introduisant un
angle auxiliaire ψ défini par : sin(2 ψ) = d/(2 R) si d est le diamètre de la section transversale.
Le facteur de section vaut alors :

κ ψ= =
F
HG

I
KJtan tan arcsin .2 2 1

2 2
d
R

Pour une section quelconque, le découpage de la section totale en bandes élémentaires d’aire
dA = by dy permettra de poser la relation générale :

κ = − ⋅
+z1

A
y

R y
b y

A y d .

L’intégration s’effectuera en exprimant la largeur by en fonction de l’abscisse y, soit en
découpant des bandes de largeur finie et en sommant les expressions partielles.
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8.4  CADRES  ET  PORTIQUES  HYPERSTATIQUES

La méthode générale introduite dans le calcul des poutres rectilignes statiquement
déterminées ou indéterminées peut aussi s’appliquer dans les cas simples à l’étude des cadres
et des portiques. Les déformations axiales, dues aux efforts normaux et l’effet de l’effort
tranchant, sont habituellement négligées dans les pièces élancées. Les méthodes énergétiques,
présentées au chapitre 10, permettent de résoudre  ces problèmes par des solutions plus
élégantes.

8.4.1  CADRES  SUR  DEUX  APPUIS  ARTICULÉS

Soit un cadre articulé B-C-D-E, articulé sur deux appuis fixes B et E, sollicité par une force
concentrée F placée au milieu de la partie horizontale C-D de longueur l, hauteur h. Les
moments quadratiques des profils utilisés sont respectivement :
1. Pour le tronçon horizontal C-D :  Ih.
2. Pour les deux tronçons verticaux B-C et D-E : Iv.
La solution du problème passe par la recherche des déformations linéaires et angulaires de
chacun des tronçons.

Figure 8.15   Cadre sur deux appuis articulés : décomposition par tronçons

8.4.1.1  SOLUTION  PAR  DÉCOMPOSITION  EN  TRONÇONS

Après la recherche des conditions d’équilibre statique du cadre, les déformations de
chacun des tronçons permet de lever les inconnues du problème.

1. Equilibre
Par raison de symétrie, nous pouvons poser :

Σ X = 0 : FBx + FEx = 0.
Σ Y = 0 : FBy + FEy – F = 0   avec   FBy = FEy = F/2.

Le problème présente deux équations et quatre inconnues ou trois inconnues si le système est
symétrique.

2. Déformation du tronçon horizontal C-D
Ce tronçon est isolé en appliquant à chaque extrémité une force correspondant à la moitié

de la charge F et un couple MC en C, MD en D. Les déformations angulaires aux points C et D
se trouvent par :
Sous l’action de la force F seule : ϕF = F l2 / (16 E Ih).
Sous l’action des couples seuls : ϕM = MC l / (2 E Ih) = MD l / (2 E Ih).



8. Répartition des contraintes composantes

- 181 -

La déformation résultante est égale à la somme des deux déformations partielles, compte tenu
du sens des rotations de chaque côté du tronçon :

ϕCh =ϕF – ϕM = F l2/(16 E Ih) – M l/(2 E Ih).

3. Déformations des tronçons verticaux B-C et E-D
Sous l’effet du couple M appliqué aux points C et D, les déformations angulaires en ces

points se trouvent par :
ϕCv =ϕDv = M h/(3 E Iv).

4. Valeur du moment aux points C et D
Les liaisons rigides aux deux angles du cadre imposent une rotation égale aux points C et

D. Il est possible d’écrire :
ϕCh =ϕCv = F l2/(16 E Ih) – M l/(2 E Ih) = M h/(3 E Iv).

ou encore : M M F l
h I I lC D

h v

= =
+

2

16 3 2/ / /
.b gb g

5. Valeurs des composantes horizontales FBx et FEx

Connaissant la valeur du moment M aux angles du cadre, la composante horizontale de la
réaction d’appui au point B se trouve par :

F F M
h

F l
h I I h lBx Ex

h v

= − = = ⋅
+

2

16
1

3 2/ / /
.b gb g

8.4.1.2  SOLUTION  PAR  RECHERCHE  DIRECTE  DES  RÉACTIONS FBx et FEx

Cette seconde méthode consiste à rendre tout d’abord le cadre statiquement déterminé en
supposant que l’appui de droite E est placé sur des rouleaux sans frottement.

Figure 8.16   Cadre sur deux appuis articulés : recherche par déplacements horizontaux

1. Déplacement horizontal de l’appui E
Le mouvement horizontal x1 de l’appui E par rapport au point D se trouve par :

x h F l
E I

h1 1

2

16
= ⋅ = ⋅ϕ D

h

.

2. Déformation sous l’effet de la composante horizontale FEx de la réaction d’appui
Le mouvement du point E sous l’effet de FEx est égal à la somme des mouvements partiels

engendrés par la déformation angulaire au point D et la déformation linéaire de D-E :
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x h F h
E I

F h l
E I
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3 2 3
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3. Valeur des composantes horizontales des réactions d’appui
Comme les appuis B et E sont montés sur des articulations fixes, le déplacement hori-

zontal résultant doit être nul. Il en résulte l’égalité :
F l

E I
h F h l

E I
h
E Ih

2 2 3

16 2 3
⋅ = +

F
HG

I
KJEx

h v

.

ou finalement : F F F l
h I I h lBx Ex

h v

= = ⋅
⋅ +

2

16
1

3 2/ / /
.b g b g

4. Diagrammes des efforts
Ils sont représentés à droite sur les figures 8.15 et 8.16.

8.4.2  CADRE  FERMÉ  SOUMIS  À  UNE  CHARGE  RÉPARTIE

Soit un cadre entièrement fermé B-C-D-E sollicité intérieurement par une charge répartie
uniformément sur chacun des côtés. Les longueurs des côtés sont désignés par b et l, les
moments quadratiques correspondants par Ib et Il, la charge répartie par q.
Le problème consiste à trouver les diagrammes des efforts dans chacun des tronçons du cadre.
Pour trouver ces sollicitations, le cadre est décomposé en tronçons rectilignes B-C, C-D, D-E
et E-B, soumis à l’action d’une charge répartie uniformément. Les extrémités sont supposées
articulées sans frottement et soumis à une force et un couple.
Comme le cadre est symétrique, les couples à chaque extrémité des tronçons sont égaux et
désignés par M. Calculons les déformations angulaires dans les angles du cadre ou aux
extrémités articulées des tronçons.

Figure 8.17   Cadre rectangulaire sollicité par une charge répartie uniformément q

1. Déformation angulaire aux extrémités des tronçons C-D et E-B
La charge répartie totale vaut : Fl = q l. La déformation angulaire aux points C, D, E, B se

trouve par addition des déformations angulaires partielles dues à la charge répartie et aux
couples, compte tenu du signe des déformations :

ϕ l
l l

q l
E I

M l
E I

= −
3

24 2
.
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2. Déformation angulaire aux extrémités des tronçons B-C et D-E
La charge répartie totale vaut : Fb = q b. La déformation angulaire aux points B, C, D, E se

trouve par addition des déformations angulaires partielles dues à la charge répartie et aux
couples, compte tenu du signe :

ϕ b
b b

q b
E I

M b
E I

= −
3

24 2
.

3. Valeur des moments fléchissants dans les angles du cadre
Comme les angles du cadre sont supposés indéformables, les directions des tangentes aux

diverses déformées aux points B, C, D, E restent rectangulaires et forment des angles égaux
par rapport aux axes des barres non déformées. Il s’ensuit que l’on doit avoir :

ϕl = - ϕb,
ou en remplaçant les angles par leurs expressions en fonction de la charge :

q l
E I

M l
E I

q b
E I

M b
E Il l b b

3 3

24 2 24 2
− = − + .

Les moments fléchissants valent :

M M M M M q l I b I
l I b I

l b

l b

= = = = = ⋅
+
+B C D E 12

3 3/ /
/ /

.

Figure 8.18   Diagrammes des efforts dans le cadre

4. Moments fléchissants au milieu des côtés
Les tronçons isolés sont sollicités par les moments aux extrémités et par deux réactions

d’appui directement opposées à la charge. Les moments fléchissants au centre de chaque côté
se trouvent par :

Tronçons C-D et E-B : M q l Mlf ( / ) .2

2

8
= −

Tronçons B-C et D-E : M q b Mbf ( / ) .2

2

8
= −

5. Efforts normaux et tranchants dans les tronçons
5.1 Efforts normaux
L’effort normal dans chacun des tronçons provient de la charge répartie sur les tronçons

voisins. Il en résulte les efforts normaux suivants :
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Tronçon C-D et E-B : F q b
N =

2
.

Tronçons B-C et D-E : F q l
N =

2
.

5.2 Efforts tranchants
Ils varient linéairement le long de chaque tronçon. Ils valent la moitié de la charge répartie

aux extrémités de chaque tronçon et sont nuls aux centres des tronçons.

6. Déplacement des sections médianes
Le déplacement de la section médiane, située au milieu de la longueur l par exemple, se

trouve par superposition des déformations dues à la charge continue et aux moments dans les
angles du cadre :

f q l
E I

M l
E Il

l l
( / ) .2

4 25
384 16

= ⋅ −
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CHAPITRE  9

STABILITÉ  DES  PIÈCES  ÉLANCÉES  OU  MINCES

À part les contrôles des contraintes et des déformations, certaines pièces doivent se
vérifier au point de vue stabilité. Les barres longues, soumises à la compression, peuvent se
déformer non seulement dans le sens axial mais aussi transversalement et devenir instable. Il
en va de même pour les parois minces des âmes des profilés en flexion qui peuvent se voiler
par manque de rigidité transversale. Les tubes en enveloppes minces cylindriques peuvent
s’écraser sous l’effet des pressions extérieures.

9.1  FLAMBEMENT  DES  PIÈCES  COMPRIMÉES

Dans la compression de pièces élancées, l’équilibre entre les forces extérieures et les
efforts intérieurs, dus à la cohésion du matériau, peut devenir instable et provoquer la rupture
de la pièce par suite de déformations transversales trop importantes. Une légère augmentation
de la charge axiale peut engendrer une variation très importante de cette déformation telle que
la combinaison des contraintes normales de compression et de flexion amène la rupture de la
pièce. Les conditions d’équilibre et surtout la solution de ce problème ont été étudiées par
Leonhard Euler à la fin du XVIIIe siècle.

9.1.1  RELATION  D’EULER

Bien que la déformation transversale de la barre élancée soit très importante lorsqu’il y a
instabilité, la théorie développée par Euler part des relations simplifiées des déformations en
flexion élastique simple.

9.1.1.1  HYPOTHÈSES  INITIALES

Les hypothèses suivantes sont introduites dans la mise en équation du phénomène de
flambement :
1. La section transversale de la barre comprimée reste constante sur sa longueur totale l entre

les deux articulations terminales.
2. Les contraintes normales maximales dans toute section de la barre ne dépassent pas la

contrainte à la limite élastique du matériau.
3. Le matériau obéit à la loi de Hooke, c’est-à-dire les contraintes sont proportionnelles aux

déformations.
4. Les extrémités de la barre sont parfaitement articulées, sans frottement, ni encastrement.
5. L’équilibre de la barre, primitivement rectiligne, se résume à l’action de deux forces

compressives directement opposées, passant par le centre de gravité des sections
terminales.

9.1.1.2  ÉQUATION  DIFFÉRENTIELLE

Considérons une barre de longueur l soumise à l’action de deux forces extérieures F
progressivement croissantes, repérée par rapport à un système de coordonnées O x y, figure
9.1. Admettons que sous l’effet de ces forces, la barre s’incurve légèrement vers l’extérieur.
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Dans toute section plane perpendiculaire à l’axe de la barre, à l’abscisse x, les contraintes
normales valent :

1. Contrainte normale de compression : σ = =
F
A

F
A

N .

2. Contrainte de flexion engendrée par le déplacement y du centre de gravité par rapport à la
ligne d’action des forces extérieures, le moment fléchissant valant : Mf = y F :

σ f
f

z z

= =
M

W
y F e
I'min 'min

' ,

avec : Wz’min = Iz’min/e’ le module de résistance à la flexion défini par rapport à l’axe C z’
confondu avec la direction à rigidité minimale.

Figure 9.1   Barre articulée sans frottement soumise au flambement

Deux sections droite successives, primitivement parallèles et distantes de dx, présentent entre
elles, après déformation, un angle élémentaire dϕ. En introduisant la relation simplifiée de la
déformation en flexion de la barre et en négligeant l’effet de la compression, il est possible
d’écrire :

d
d

f

z

2

2

y
x

M
E I

= −
'min

. (9.1.1)

En remplaçant le moment fléchissant par sa valeur particulière : Mf = y F, l’équation diffé-
rentielle du second ordre devient :

d
d z z

2

2
2y

x
y F

E I
F

E I
y c y= − = − ⋅ = − ⋅

'min 'min

, (9.1.2)

avec : c2 = F/(E Iz’min) pour simplifier l’écriture et la solution. Cette expression est une
équation différentielle linéaire, homogène, de second ordre, à coefficients constants.

9.1.1.3  SOLUTION  DE  L’ÉQUATION  DIFFÉRENTIELLE

La solution générale de cette équation différentielle est une fonction harmonique
d’expression générale :

y = C1 sin(c x) + C2 cos(c x). (9.2.1)
Les constantes C1 et C2 sont imposées par les particularités de la déformation aux extrémités
de la barre. Pour x = 0 et pour x = l, l’ordonnée vaut y = 0. L’articulation gauche impose une
constante C2 nulle car : y = C1

 . 0  + C2. Pour x = l, la solution devient :
y = C1 sin(c l) = 0. (9.2.2)

Cette dernière relation admet deux solutions :
1. C1 = 0 : la barre reste rectiligne et non déformée. Le phénomène de flambement n’inter-

vient pas dans ce cas.
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2. sin(c l) = 0 : cette seconde condition impose : c l = n π, n étant un nombre entier quel-
conque.

La constante c se trouve par : c = n π/l. En remplaçant c par sa valeur primitive, il devient
possible d’écrire :

F
E I lz

n

'min

.=
2 2

2

π (9.2.3)

Cette expression permet de trouver la valeur de la force provoquant le flambement par :

F E I
l

z=
n2 2

2

π 'min . (9.2.4)

9.1.1.4  FORCE  CRITIQUE

La force axiale F est minimale lorsque n = 1. Cette force est appelée première force
critique ou force d’Euler provoquant le flambement de la barre. Elle vaut :

F E I
lcr

z=
π2

2
'min . (9.3.1)

L’équation de la ligne élastique, représentée par une demi sinusoïde, d’amplitude ymax
inconnue, s’écrit :

y y x
l

= ⋅max sin .π (9.3.2)

Pour n = 2, la déformée est une sinusoïde complète, pour n = 3 une sinusoïde et demie, pour n
= 4 deux sinusoïdes, etc. La solution de l’équation différentielle montre qu’il faut atteindre
des conditions de charges axiales particulières pour obtenir l’instabilité de la barre. À
l’extérieur de ces valeurs locales, la barre devrait rester rectiligne, ce qui ne correspond pas
exactement à la réalité !

9.1.2  DOMAINE  DE  VALIDITÉ  DE  LA  SOLUTION  D’EULER

La solution d’Euler de l’équation différentielle simplifiée fait apparaître une force critique
de flambement indépendante de la contrainte normale dans la barre.

9.1.2.1  CONTRAINTE  CRITIQUE

Introduisons la notion de contrainte critique, définie arbitrairement par le rapport de la
force critique Fcr à l’aire A de la section de la barre :

σ cr
cr z z= = =

F
A

E I
A l

E i
l

π π2

2

2 2

2
'min 'min . (9.4.1)

En posant : λ = l/iz’min le degré de sveltesse ou d’élancement de la barre, la contrainte critique
s’exprime par :

σ
λcr =
π2

2

E . (9.4.2)

C’est la contrainte de compression simple pour laquelle la barre commence à présenter le
flambement.
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9.1.2.2  SVELTESSE  MINIMALE

L’hypothèse initiale 3 introduit la proportionnalité entre les déformations et les
contraintes. La relation d’Euler n’est applicable que dans le domaine élastique des matériaux.
Calculons la valeur minimale du degré de sveltesse de la barre λmin pour laquelle la solution
d’Euler reste encore valable. La comparaison s’effectue sur la contrainte simple de
compression : σcr = Fcr/A.
En introduisant la contrainte à la limite élastique du matériau, désignée ici par Rél, dans la
relation générale de la contrainte critique : σcr = Rél, le degré de sveltesse minimal se trouve
par :

λmin .= π
E
Rél

(9.4.3)

Cette limite sera d’autant plus faible que la contrainte à la limite élastique sera élevée à même
module d’élasticité. Les valeurs numériques de calcul sont donnés dans le tableau 9.1.

9.1.2.3  EFFET  DES  ATTACHES

La relation d’Euler est valable, dans sa forme fondamentale, pour une barre guidée et
articulée sans frottement aux attaches. En utilisant les propriétés de la déformation d’une
barre soumise au flambement, il est possible de calculer la charge critique sur la pièce en
remplaçant la longueur réelle de la barre lb par la longueur de calcul désignée par l.

Figure 9.2   Effet des attaches de la barre et longueur de calcul

Nous pouvons considérer quatre cas fondamentaux d’attaches :
Cas 1 : la barre est encastrée d’un côté, libre à l’autre, longueur de calcul l = 2 lb.
Cas 2 : la barre est articulée sans frottement aux deux extrémités, appui fixe d’un côté, appui

guidé de l’autre côté, longueur de calcul l = lb. Ce cas représente le cas fondamental
d’Euler.

Cas 3 : la barre est encastrée d’un côté, articulée et guidée de l’autre côté, longueur de calcul l
= 0,7 lb.

Cas 4 : la barre est encastrée d’un côté sur appui fixe, encastrée dans un appui coulissant de
l’autre côté, longueur de calcul l = 0,5 lb.

Dans l’application pratique de ces cas théoriques, il est nécessaire d’estimer le type de
guidage des extrémités de la barre et choisir le coefficient de correction en conséquence,
éventuellement une valeur intermédiaire.
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9.1.2.4  REMARQUES  SUR  L’ÉQUATION  D’EULER

La solution de l’équation différentielle d’Euler : y’’ + c2 y = 0 est y = ymax sin(π x/l). Dans
cette expression, la déformation maximale ou l’amplitude de la déformation reste inconnue.
Elle ne peut pas se trouver à partir des hypothèses initiales ou du développement
mathématique. En partant de la théorie générale de la déformation en flexion et sans
introduire la relation simplifiée pour la déformation, l’équation différentielle à poser pour
résoudre le problème du flambement de la barre serait :

d
d

d
d z

2

2

2 3 2

1y
x

y
x

y F
E I

= + FHG
I
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F
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I
KJ ⋅ −
F
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I
KJ

/

'min

. (9.5)

La solution de cette équation différentielle n’est plus aussi simple que celle proposée par
Euler. Si la force axiale dépasse la charge critique, la déformation transversale augmente
assez rapidement. La figure 9.3 montre le rapport entre l’amplitude maximale dans la barre et
la longueur de calcul d’une part, le rapport de la force axiale à la charge critique d’autre part.

Figure 9.3   Valeur de la déformation relative transversale en fonction du rapport F/Fcr

Les valeurs représentées sur la figure sont calculées en supposant que le matériau se déforme
seulement dans le domaine élastique quelle que soit la déformation transversale.
Une deuxième question qui vient à l’esprit est de savoir ce qui se passe lorsque la force axiale
est légèrement inférieure ou supérieure à la charge critique. Supposons tout d’abord que
l’effort axial soit plus petit que la charge, que les deux constantes d’intégration C1 et C2 soient
toutes deux nulles. Ainsi, la barre reste rectiligne tant que la charge critique n’est pas atteinte.
Si l’effort axial dépasse la charge critique, la solution de l’équation différentielle impose à
nouveau deux constantes d’intégration nulles. La barre devrait se redresser pour une charge
croissante, ce qui est certainement contraire au phénomène physique. De plus, le flambement
en régime élastique peut s’accompagner d’une torsion ce qui diminue la charge critique [11].

9.1.3  DOMAINES  ÉLASTOPLASTIQUE  ET  PLASTIQUE

Si le degré de sveltesse de la barre est inférieur à la valeur limite λmin définie précé-
demment, l’expérience montre que la barre peut devenir instable pour une charge axiale
inférieure à celle donnée par la relation d’Euler.

9.1.3.1  DOMAINE  ÉLASTOPLASTIQUE

Les expériences réalisées par Tetmajer dans le laboratoire de résistances des matériaux de
Zürich (EMPA) ont montré que la limite de flambement dans le domaine élastoplastique était
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représentée par une relation approximativement linéaire, éventuellement par une loi du second
degré d’équation de forme générale :

σcr = σ0 – c1 λ + c2
2 λ2, (9.6)

avec : c1 et c2 des constantes dépendant des caractéristiques du matériau.
Dans le domaine élastoplastique, une partie de la section est sollicitée par une déformation
élastique due à la superposition de la contrainte de compression et de la contrainte de flexion
positive. Dans la partie opposée de la section, la superposition des contraintes de compression
et de flexion de même signe amène des déformations plastiques. La relation d’Euler serait
encore applicable dans ce cas particulier si la valeur du module d’élasticité local  E’ = dσ/dε
était connu. Cette grandeur n’est malheureusement pas calculable simplement dans la plupart
des cas pratiques.
La relation proposée par Tetmajer est valable entre les contraintes de compression simple :
contrainte à la limite élastique Rél et la contrainte à la limite apparente d’élasticité ReL pour les
matériaux présentant cette grandeur. Pour les matériaux très fragiles, la relation de Tetmajer
est pratiquement valable jusqu’à la contrainte de rupture (fonte grise par exemple). Bien
souvent, les points de concours de la droite de Tetmajer avec l’hyperbole d’Euler ne
correspondent pas exactement aux valeurs théoriques.

Tableau 9.1
Caractéristiques de résistance et coefficients de Tetmajer en calcul élastoplastique

Valeurs en
N/mm2

Contrainte en N/mm2

 Coefficients c1 et c2

Domaine de
Validité   Matériaux

Rél ReL σ0 c1 c2

Module
d’élasticité
E  N/mm2 de λmin

 Acier pour profilés
 Nuance Ac 37 192 240 310 1,14 - 210 000 61 104

 Ac 50-2
 Ac 70-2
 Ac 52

264
321

310
420
340

464

589

2,272

3,818

-
-
-

210 000
205 000
210 000

68 88
79
65

 Ac au nickel
 Fonte grise

380 470
776

2,3
12

-
0,053

205 000
110 000

39
80

 Sapin et pin
 Bois dur

30
37,5

0,20
0,25

-
-

100
100

  Ac 37 ↔ Fe 360   et   Ac 52 ↔ Fe 510

9.1.3.2  DOMAINE  PLASTIQUE

Dès que la droite ou la courbe de Tetmajer coupe l’horizontale correspondant à la limite
apparente d’élasticité du matériau en compression, la contrainte critique ou contrainte limite
pour des degrés de sveltesse plus faibles est représentée par ReL.
Si la contrainte normale calculée en compression par : σ = F/A dépasse cette valeur, la pièce
est soumise à une déformation plastique.
Dans le domaine plastique, le contrôle de la pièce comprimée s’effectue en suivant les
méthodes exposées dans le chapitre 2 : Compression simple.
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Figure 9.4   Contraintes limites pour un acier de la nuance Ac 37-2 avec droite de Tetmajer

La difficulté majeure du calcul des dimensions d’une pièce élancée en compression consiste à
déterminer dans quel domaine de calcul le contrôle doit s’effectuer, soit :
1. Dans le domaine élastique en introduisant la relation d’Euler.
2. Dans le domaine élastoplastique en utilisant la relation de Tetmajer.
3. Dans le domaine purement plastique d’où contrôle de la pièce en compression simple.

9.1.4  CALCUL  D’UNE  BARRE  COMPRIMÉE

La contrainte normale de compression dans toute section droite de la barre ne doit en
aucun cas dépasser la contrainte admissible. Cette dernière se calcule à partir de la contrainte
critique et du coefficient de sécurité au flambement Scr par le rapport :

σ
σ

adm
cr

cr

≤
S

. (9.7.1)

Le coefficient de sécurité Scr dépend du type de construction et des insécurités dans
l’estimation de la charge maximale sur la structure et de sa transmission des attaches dans la
barre. Deux problèmes peuvent se présenter :
1. les dimensions de la barre et les attaches sont parfaitement connues : il s’agit de trouver la

charge admissible sur la pièce.
2. la charge est connue et les dimensions transversales sont à déterminer, compte tenu des

attaches et du coefficient de sécurité.

9.1.4.1  BARRE  À  GÉOMÉTRIE  CONNUE

Les dimensions de la barre sont connues. Il suffit de trouver les conditions d’attache de la
barre et d’estimer le cas de calcul : 1, 2, 3 ou 4, ou éventuellement un cas intermédiaire. La
longueur de calcul est égale à la longueur de la barre lb multipliée par le facteur d’attache. La
forme de la section constante transversale étant fixée, calculer l’aire de la surface, la position
des axes principaux, le moment quadratique minimal par rapport à l’axe principal
correspondant. Le rayon de giration peut se calculer par :

i I
Az

z
'min

'min .= (9.7.2)
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Déterminer ensuite le degré de sveltesse de la barre :

λ =
l

iz'min

. (9.7.3)

Connaissant les caractéristiques mécaniques du matériau, il est possible de déterminer le
domaine de calcul : élastique selon la relation d’Euler, élastoplastique suivant Tetmajer ou
plastique en compression simple. La force critique peut alors se calculer aisément et la charge
admissible sur la structure sera :

F F
Sadm

cr

cr

≤ . (9.7.4)

Le coefficient de sécurité adopté en construction de machines est habituellement relativement
grand, soit :

En charges statiques : Scr = 4 à 8.
En charges dynamiques : Scr = 6 à 12.

9.1.4.2  BARRE  À  GÉOMÉTRIE  INCONNUE

Le problème le plus fréquent est celui de la recherche de la forme et de l’étendue de la
section transversale à partir de la charge appliquée, de la longueur nominale de la barre et des
conditions d’attache, le matériau étant adopté.

Figure 9.5   Organigramme général pour trouver la section transversale d’une barre
à section constante sollicitée en compression centrée
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Ces conditions initiales entraînent la méconnaissance du degré de sveltesse de la barre, clef de
la méthode de calcul à adopter par la suite. Le choix de la section définitive, compte tenu du
coefficient de sécurité à respecter, doit s’effectuer par des essais successifs ou par élimination
successive des solutions ne convenant pas au but recherché.
La relation fondamentale d’Euler suppose la section de la barre constante sur toute la
longueur de calcul. En construction de machines, il est excessivement rare de rencontrer ce
type de pièce, les sections étant le plus souvent cylindriques par tronçons.
Supposons pour débuter que la barre est de longueur de calcul connue l, de charge axiale F
donnée. Recherchons le diamètre à prévoir de telle sorte que le coefficient de sécurité Scr soit
atteint.
L’organigramme général sur la figure 9.5 représente la méthode générale de calcul d’une
pièce comprimée à section constante. Après l’introduction de la force axiale et de la longueur
nominale, la recherche de la section va dépendre également du type d’attache et de la nuance
de la matière utilisée.
Le contrôle de la construction fait intervenir une investigation dans les trois domaines de
déformation : plastique, élastoplastique ou élastique. Le choix définitif de la section
transversale doit garantir un coefficient de sécurité Scr suffisant pour le domaine choisi et un
degré de sveltesse λ situé vraiment dans le domaine de contrôle.

Exemple
Une colonne verticale, longueur entre appuis 4,5 mètres, est sollicitée par une charge

compressive centrée de F = 360 kN. Déterminer le profil HEA à adopter de telle sorte que le
coefficient de sécurité soit au moins :
1. Dans le domaine plastique : 1,6.
2. Dans le domaine élastique : 2,5.
3. Dans le domaine élastoplastique : variant linéairement avec λ de 1,6 à 2,5.
Acier : nuance Ac 37 avec variation de λ dans le domaine élastoplastique allant de 61 à 104.
Commençons le calcul par un contrôle dans le domaine plastique, donc en compression
simple. Dans ce domaine et d’après le tableau 9.1, ReL = 240 N/mm2.
L’aire de la section résistante doit être : A = 360 000 N . 1,6 / 240 N/mm2 = 2 400 mm2.
Choix de la section : HEA 120 avec A = 2 530 mm2.
De la table des profilés HEA, il est possible de lire le rayon de giration minimal, soit iz’min =
iy = 30,2 mm.
Degré de sveltesse : λ = 4 500 mm / 30,2 mm = 149 ⇒ donc pas dans le domaine plastique.
Le calcul effectué jusqu’ici n’est donc pas valable. Pour trouver la section correcte, le type de
profilé étant choisi, il est plus simple de dresser un tableau contenant les sections existantes.

Tableau de recherche des dimensions

 Profilé de type HEA 120 140 160 180 200 220 Unité
 Aire de la section
 Rayon minimal iy

2530
30,2

3140
35,2

3880
39,8

4530
45,2

5380
49,8

6430
55,1

mm2

mm
 Degré de sveltesse λ
 Domaine

149,0
él

127,8
él

113,1
él

99,6
él-pl

90,4
él-pl

81,7
él-pl

-
-

 Contrainte FN/A
 Contrainte critique

142,3
93,4

114,6
126,9

92,8
162,0

79,5
196,5

66,9
206,9

56,0
216,9

N/mm2

N/mm2

 Coefficient Scr
 Coefficient Scr min

0,656
2,5

1,107
2,5

1,746
2,5

2,472
2,41

3,093
2,22

3,873
2,03

-
-
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De ce tableau, il est possible de choisir le profilé tel que Scr > Scr min. Ce profil est le HEA 180.

9.1.4.3  STABILITÉ  GLOBALE  ET  STABILITÉ  LOCALE

Une structure mécanique ou métallique est dite stable si pour tout écart si petit soit-il, à
partir de sa position d’équilibre, le système abandonné à lui-même, revient dans sa position
initiale. Il est dit instable s’il ne revient pas dans sa position initiale. Une structure sollicitée
par des efforts et charges extérieurs peut être stable ou instable localement ou dans son
ensemble. Par exemple, une colonne comprimée, constituée par une structure composée de
barres articulés, formant une poutre triangulée, peut être instable dans son ensemble bien que
toutes les barres comprimées, prises isolément, soient stables localement. Il en résulte que le
contrôle de la stabilité d’un système doit comporter :
1. Le contrôle de la stabilité de toutes les composantes prises isolément, d’où contrôle de la

stabilité locale.
2. Le contrôle de la stabilité globale de la structure entière.
Le contrôle de la stabilité locale peut s’étendre à la recherche de la stabilité des constituants
de l’élément local comme par exemple d’une barre comprimée comprenant très souvent deux
profilés travaillant en parallèle.

9.2  AUTRES  PROBLÈMES  DE  STABILITÉ

Il existe de nombreux problèmes de stabilité des structures en résistance des matériaux :
pièces en compression excentrée représentant le cas général des pièces comprimées, réservoir
et conduite à paroi mince sous pression extérieure, pièces à section transversale variable,
voilement et déversement des profilés, etc. Nous nous proposons de traiter quelques cas parti-
culiers simples dans ce chapitre.

9.2.1  PIÈCES  EN  COMPRESSION  EXCENTRÉE

Soit une poutre, primitivement rectiligne, à rigidité flexionnelle constante, encastrée d’un
côté, libre à l’autre, sollicitée par une force concentrée F, excentrée de la distance e par
rapport à l’axe longitudinal de la pièce.

Figure 9.6   Pièce à section constante en compression excentrée : recherche de la stabilité

9.2.1.1  DÉFORMATION  TRANSVERSALE

Sous l’effet de la force axiale F, la pièce, primitivement rectiligne, s’incurve et la
déformation transversale d’une section quelconque, placée à l’abscisse x, vaut y. Le moment
fléchissant dans cette section se trouve par :

Mf(x) = - (f + e – y) F = - E Iz y’’, (9.8.1)
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si les déformations de flexion restent petites. En observant que la flèche f et la déformation y
sont des inconnues, cette équation différentielle peut également s’écrire :

E Iz y’’ + F y = (f + e) F,
ou encore : y’’ + c2 y = c2 (f + e), (9.8.2)
avec : c2 = f / (E Iz).
C’est une équation différentielle du second ordre avec second membre. La solution générale
de cette équation différentielle est :

y = C1 sin(c x) + C2 cos(c x) + (f + e). (9.8.3)
C1 et C2 sont des constantes à trouver à partir des conditions particulières de la déformation de
la pièce. Pour x = 0, la déformation transversale vaut y = 0 et la pente initiale ou dérivée de la
ligne élastique est nulle : y’ = 0. Pour x = l, la déformation est y = f et y’ reste inconnue. Les
trois inconnues valent :

C1 = 0, C2 = - (f + e), f = e [1 – cos(c l)] / [cos(c l)].
En remplaçant ces diverses valeurs dans l’expression générale, l’équation de la ligne
déformée s’écrit :

y e
F E I x

F E I l
= ⋅

− ⋅

⋅

1 cos / ( )
cos / ( )

.z

z

(9.8.4)

9.2.1.2  STABILITÉ  DE  LA  PIÈCE  COMPRIMÉE

Exprimons la valeur du moment fléchissant dans la pièce en partant de la définition
fondamentale de la déformée :

Mf(x) = - E Iz y’’ = - E Iz e c2 [cos(c x)/cos(c l)].
Le moment fléchissant est minimal pour cos(c x) = 1, soit pour x = 0.c qui est évident. Ce
moment fléchissant s’exprime par :

Mf min = Mf(x=0) = - (f + e) F = − e F
F l E Icos /

.
2

zb g
 (9.8.5)

Ce moment fléchissant tend vers l’infini lorsque le cosinus tend vers zéro, c’est-à-dire pour :
F l
E I

2 2

4z

=
π .

La force critique s’exprime alors par :

Fcrit = π
2

24
E I
l

z . (9.8.6)

Nous retrouvons ici le flambement selon la relation d’Euler pour une pièce à section
constante, cas 1. Cette relation approximative ne correspond pas tout à fait à la réalité car la
mise en équation suppose des déformations très petites par rapport à la longueur de la barre.
Si les déformations sont importantes, la charge critique diminue en conséquence.
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9.2.2  PIÈCES  AVEC  CHARGES  AXIALES  ET  RADIALES

Un autre problème de stabilité est représenté par une poutre placée sur deux appuis
articulés sans frottement sollicitée par des efforts transversaux et des forces longitudinales.

9.2.2.1  ÉQUATION  DIFFÉRENTIELLE  GÉNÉRALE

Soit une poutre primitivement rectiligne B-C, à rigidité flexionnelle E Iz constante, placée
sur deux appuis articulés sans frottement, sollicitée par des forces transversales Fi, i = 1, 2, …,
n, et par une force axiale F placée au point B, l’articulation en ce point étant supposée sur
rouleaux et sans frottement. Sous l’effet des diverses forces transversales Fi, la pièce fléchit et
la force axiale F produit, dans toute section déformée, un moment fléchissant supplémentaire
valant y F, y étant le déplacement transversal de la dite section.

Figure 9.7   Poutre rectiligne sur deux appuis avec charges transversales et compression axiale

L’équation différentielle s’écrit :
E Iz y’’ = - y F + Mf(Fi).

Transformons cette équation différentielle en introduisant la constante c2 = F/(E Iz) comme
précédemment :

y ‘’ + c2 y = 
M
E I

f Fi

z

( ) .

La solution de cette équation différentielle doit contenir la solution sans second membre et la
solution tenant compte du second membre que nous voulons écrire sous la forme :

y = C1 sin(c x) + C2 cos(c x) + yFi,
où : yFi est la solution particulière de l’équation différentielle.

9.2.2.2  PIÈCE  AVEC  CHARGE  RÉPARTIE  UNIFORMÉMENT

Pour une poutre rectiligne de longueur l en appuis, sollicitée simultanément par une
charge répartie uniformément q sur toute sa longueur et par une force axiale F, le moment
fléchissant engendré par la charge transversale s’exprime par :

Mf(Fi)(x) = x FB – ½ q x2 = ½ q (l x – x2).
L’équation différentielle s’écrit alors :

E Iz y’’ + F y = ½ q (l x – x2),

ou encore : y’’ + c2 y = q
E I2 z

(l x – x2).

La solution de cette équation différentielle, compte tenu du second membre, prend la forme
suivante :
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y = C1 sin(c x) + C2 cos(c x) + q
E I c2 2

z

 (2/c2 + l x – x2).

Les constantes C1 et C2 se trouvent à partir des conditions particulières aux appuis où y = 0
pour x = 0 et x = l. Après substitution et simplification, l’équation de la déformée devient :

y q
E I c

cx cl cx
cl

c l x x= − − − + ⋅ −
L
NM

O
QPz

4

2
21 1

2
cos( ) cos( ) sin( )

sin( )
.b g b g c h

Déterminons à nouveau la valeur du moment fléchissant dans la pièce déformée à partir de la
définition de la dérivée seconde :

Mf = - E Iz y’’,

ou encore : M q
c

cl cx
cl

cxf = ⋅ − + −
L
NM

O
QP2 1 1cos( ) sin( )

sin( )
cos( ) .b g

La valeur maximale du moment fléchissant est atteinte évidemment pour x = l/2 et vaut :

Mf max = q
c

cl
cl2

1 2
2

⋅
− cos( / )
cos( / )

.

Pour cos(c l/2) tendant vers zéro, l’argument devient : c l/2 = π/2 d’où c l = π ou encore :

F E I
l

=
π2

2
z ,

soit la relation fondamentale d’Euler.

9.2.3  STABILITÉ  D’UNE  ENVELOPPE  CYLINDRIQUE  À  PAROI  MINCE
SOUS  PRESSION  EXTÉRIEURE

Soit une enveloppe cylindrique mince, rayon moyen R, épaisseur s, longueur L, sollicitée
par une pression extérieure p de telle sorte que la charge linéique soit : q = p L. Sous l’effet
des efforts extérieurs, cette pièce mince se déforme généralement d’une manière asymétrique.

Figure 9.8  Enveloppe cylindrique à paroi mince sollicitée par une pression extérieure

9.2.3.1  MISE  EN  ÉQUATION

Découpons dans l’enveloppe déformée un tronçon élémentaire de longueur dl = ρ dϕ, ρ étant
le rayon de courbure local légèrement différent du rayon primitif moyen R. Les efforts dans
cette partie fléchie et dans les deux sections imaginaires sont :
- Un effort normal FN,
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- Un effort tranchant FT,
- Un moment fléchissant Mf,
Ces efforts étant supposés agir selon la figure 9.8.
L’effort normal dans l’enveloppe, avant la perte de stabilité, est désigné par FN0 = q R et la
force normale totale au début de la perte de stabilité par : FN0 + FN, la variation de l’effort
normal sur l’arc élémentaire étant dFN. La variation de l’effort tranchant est dFT, celle du
moment fléchissant dMf.
Projetons les forces suivant la normale au tronçon élémentaire, l’angle élémentaire étant dϕ =
dl/ρ ≈ dl/R :

q dl – dFT – (FN0 + FN) . dl/ρ = 0,
ou encore, en divisant l’expression par  R . dl  et en remplaçant FN0 par q R :

q
R R

F
l

F
R

1 1 1 0−
F
HG
I
KJ − ⋅ − =

ρ ρ
d
d

T N . (9.9.1)

Désignons par χ la variation de la courbure de l’enveloppe :

χ
ρ

= −
1 1

R
,

et comme ρ ≈ R, il est possible d’écrire :

q
R

F
l

F
R

χ + ⋅ + =
1 02

d
d

T N . (9.9.2)

C’est la première équation différentielle d’équilibre de l’élément d’enveloppe mince. Les
deux autres relations d’équilibre peuvent s’écrire facilement en négligeant les infiniments
petits de second ordre.
Equilibre par une projection sur la tangente à l’enveloppe :

dFN – 2 FT
 . dϕ/2 = 0,

ou encore : d
d

N TF
l

F
R

− = 0. (9.9.3)

Equilibre de rotation du tronçon élémentaire :
dMf – dl . FT = 0     ou encore     dMf / dl – FT = 0.

En éliminant l’effort normal FN et l’effort tranchant FT de ces diverses relations diffé-
rentielles, il vient :

q
l R

M
l R

M
l

⋅ + ⋅ + ⋅ =
d
d

d
d

d
d

f fχ 1 1 0
3

3 3 . (9.9.4)

Cette dernière relation est une équation différentielle du troisième ordre en Mf, l et χ.

9.2.3.2  SOLUTION  DE  L’ÉQUATION  DIFFÉRENTIELLE

Intégrons une première fois cette équation différentielle du troisième ordre en utilisant la
constante d’intégration C1 :

q
R

M
l R

M C⋅ + ⋅ + ⋅ =χ
1 12

2 3 1
d

d
f

f .

Introduisons la relation générale de la déformation en flexion :

M
R

E I E If z z= −
F
HG
I
KJ ⋅ =

1 1
ρ

χ ,
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et remplaçons le moment fléchissant Mf dans la première relation différentielle :

q E I
R R

E I
l

Cz+FHG
I
KJ ⋅ + =3

2

2 1
1

χ
χ

z
d
d

,

ou en normant cette équation différentielle par multiplication par  R/(E Iz) et en séparant les
variables des constantes, l’expression devient finalement :

d
d z z

2

2 2 1
1χ

χ
l

q R
E I R

C R
E I

+ +
F
HG

I
KJ ⋅ = ⋅ .

Posons comme précédemment : c2 = q R / (E Iz) + 1/R2  et résolvons cette équation
différentielle de second ordre avec second membre :

χ = ⋅ + ⋅ + ⋅C R
c E I

C cl C cl1 2 2 3
z

sin( ) cos( ). (9.9.5)

Comme l’enveloppe est un anneau fermé de longueur circonférentielle 2 π R, la fonction
trouvée pour χ ne doit pas changer, donc le produit  c l  représentant l’argument des fonctions
trigonométriques est déterminé à 2 π radians près.
Ainsi : c (l + 2 π R) – c l = 2 π n, n étant entier, d’où  c R = n  et :

n
R

q R
E I R

2

2 2

1
= +

z

.

Cette expression permet de tirer la valeur de la charge linéique critique qcrit par :

q
n E I

Rcrit
z=

− ⋅2

3

1c h
. (9.9.6)

La charge critique minimale est atteinte lorsque n = 2. Introduisons finalement l’expression de
la pression  p = q/L  et la valeur du moment quadratique axial de la section  Iz = L s3/12. La
pression critique se trouve par :

p E s
R

E s
Rcrit = = ⋅FHG
I
KJ

3
12 4

3

3

3

. (9.9.7)

Cette expression suppose un réservoir non raidi par des fonds et non soumis à une poussée
axiale engendrée sur les fonds. La forme du réservoir, après la perte de la stabilité, est
dessinée en ligne pointillée sur la figure 9.8.
Le calcul de la pression critique a fait l’objet de nombreuses études et plusieurs formules de
calcul sont proposées dans les prescriptions. Par exemple, la relation proposée par H. Meinke
dans la revue Konstruktion 32, pages 9 à 12, prend la forme suivante :

p E D
L

s c
D

e

e
crit = −

⋅ +FHG
I
KJ ⋅

−F
HG
I
KJ1

0 42
1

2

ν
, .

avec :
De  diamètre extérieur du réservoir,
L    longueur du réservoir entre deux renforcements,
s    épaisseur d’exécution,
c1  supplément d’épaisseur de paroi.
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9.3  PIÈCE  COMPRIMÉE  À  SECTION  VARIABLE

La discussion sur le flambement des pièces comprimées s’est limité aux poutres à section
constante sur toute leur longueur. En construction de machines, la plupart des pièces
comprimées sont à section variable. Dans ce cas, la relation d’Euler n’est plus applicable.
Dans ce chapitre, nous introduisons les hypothèses suivantes :
1. Le phénomène de flambement se situe exclusivement dans le domaine élastique, les

domaines élasto-plastique et plastique n’étant pas pris en considération.
2. Toutes les sections à moment quadratique minimal sont placées dans le même plan, celui

du dessin de la pièce.
La solution de ce genre de problème peut introduire divers types de calcul et les principales
méthodes sont :
1. Solution analytique en écrivant l’équation différentielle fondamentale pour chacun des

tronçons composant la pièce.
2. Solution grapho-analytique proposée par Vianello.
3. Recherche du travail des forces extérieures et de l’énergie élastique dans la pièce déformée.

9.3.1  CONDITIONS  CRITIQUES  POUR  UNE  POUTRE  COMPRIMÉE

La méthode de Vianello consiste à rechercher la force critique sur la pièce par approxi-
mations successives et application de la relation différentielle pour les déformations élastiques
en flexion. Montrons tout d’abord la condition à remplir par les déformations pour atteindre
les conditions critiques sans résoudre l’équation différentielle de second ordre.
Soit une pièce à section constante, articulée sans frottement à ses deux extrémités, de
longueur l, présentant une déformation initiale dont la valeur, à l’abscisse x = 0,5 l vaut y0.
Sous l’effet de la force compressive F, la pièce se déforme de la quantité supplémentaire y1,
déterminée en travaillant par superposition des déformations. Cette déformation est reliée à la
déformation primitive par :

y y F l
k E I

y1 1 0

2

0= = ⋅α
min

.

Mais, sous l’effet de cette nouvelle déformation, les moments fléchissants dans la poutre
prennent de nouvelles valeurs, d’où nouvelle déformation calculable par :

y2 = α2 y1 = α1 α2 y0.
La déformation totale de la poutre s’exprime par :

ytot = y0 (1 + α1 + α1 α2 + α1 α2 α3 + . . . ).
Du fait de la proportionnalité entre les moments fléchissants et les déformations transversales,
les coefficients α sont identiques. Il en résulte :

ytot = y0 (1 + α + α2 + α3 + . . . ) = y0 
1

1−α
.

Pour α = 1, la déformation ytot devient infiniment grande et la charge appliquée sur la pièce
correspond à la charge critique Fcr recherchée par cette méthode.



9. Stabilité des pièces élancées

- 201 -

Figure 9.9   Déformations successives d’une pièce à section constante sous l’effet de F
Valeur d’une aire délimitée par une fonction du second degré.

9.3.2  MÉTHODE  DE  VIANELLO

La méthode de Vianello, dans sa version originale, était une représentation graphique de la
déformée trouvée par la construction de Mohr, appliquée au cas particulier des moments
fléchissants proportionnels à la déformation linéaire transversale. Elle est basée sur l’équation
différentielle du second ordre écrite sous la forme particulière :

y F
E I

yi i+ = − ⋅1
"

min

. (9.10.1)

Dans cette expression, yi est la déformation trouvée au pas i et yi+1’’ est la dérivée seconde
obtenue au pas suivant.
La condition critique de flambement est atteinte, lorsque d’un pas au suivant, le coefficient α
vaut 1 dans une section quelconque de la poutre. Après avoir adopté une déformation
arbitraire pour la pièce à section variable, l’intégration de la surface des moments fléchissants
divisée par la rigidité flexionnelle de chaque tronçon permet de trouver une première
approximation pour la force critique Fcrit1. A partir de ce premier calcul, la construction est
répétée pour obtenir une deuxième approximation et une nouvelle valeur de la force critique
Fcrit2 qui s’approche de la valeur vraie de la charge critique.
Cette méthode converge relativement bien et peut se remplacer par un calcul numérique des
moments virtuels et des déformations successives.

9.3.3  INTÉGRATION  NUMÉRIQUE  PAR  TRONÇ0NS

La méthode numérique, due à Mohr, pour trouver la déformation d’une poutre fléchie,
s’applique habituellement au poutres sollicitées par des forces concentrées. Les charges
virtuelles de calcul varient alors linéairement dans chaque tronçon, comme sur la figure 7.10.
Pour les pièces comprimées et déformées transversalement, le moment fléchissant dans une
section quelconque doit être proportionnel à la déformation y et varie selon une fonction
harmonique. Pour trouver la nouvelle déformation dans le pas suivant, il devient nécessaire
d’estimer le mieux possible l’aire de la surface de trapèzes curvilignes. Pour simplifier le
calcul de ces aires, nous supposons que la courbe sinusoïdale, dans chaque tronçon, peut être
remplacée par un arc de parabole du second degré.
Chaque tronçon est divisé en deux parties de même longueur : ∆xi = 0,5 li. La déformation est
calculée en trois points. Ces forces doivent produire la même charge et même couple que la
charge répartie. En indiçant par g les valeurs au début du tronçon, par m les valeurs au milieu
et par d les valeurs en fin de chaque tronçon, les forces virtuelles valent :
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F x q q q

F x q q q

F x q q q

vg g m d

vm g m d

vd g m d

= + −

= + +

= − + +

∆

∆

∆

24
7 6
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24
6 7

d i

d i

d i

,

,

.

(9.10.2)

Remarquons que la charge virtuelle peut s’écrire : qx = (F y)/(E Imin) = (F/E) . (y/Imin), le
rapport F/E étant constant.

9.3.4  APPLICATION  PRATIQUE  DE  LA  MÉTHODE  DE  VIANELLO

L’adaptation de la méthode graphique de Vianello au calcul numérique fait apparaître les
pas de calcul suivants :
1. Initialisation :

Module d’élasticité E, nombre de tronçons.
Introduction pour chacun des tronçons : longueur, moment quadratique axial minimal ou
éventuellement le diamètre pour les pièces entièrement cylindriques.
Calcul de la longueur totale de la pièce : ltot = Σ li.

2. Premier pas de calcul selon Vianello
Déformation arbitraire de la pièce entre ses deux extrémités, par exemple une déformation
de forme sinusoïdale avec y = f sin(π x/ltot) où f est la déformation transversale maximale.

3. Recherche des charges virtuelles
La recherche des charges se simplifient si l’on adopte : F = 1. Le moment fléchissant dans
une section quelconque, soumise à l’action d’une force unitaire F = 1, vaut y. La charge
linéique virtuelle se trouve en divisant y par le moment quadratique minimal de la section.
La charge répartie est remplacée par des charges concentrées en début, au centre et en fin
de chaque tronçon en appliquant les relations proposées précédemment.

4. Recherche des nouvelles déformations
En calculant la somme des moments des forces virtuelles sur la pièce, par rapport à
l’extrémité gauche ou droite de la poutre, il est possible de trouver les réactions virtuelles.
Les moments fléchissants peuvent se trouver dans chacune des sections en calculant la
somme des moments par rapport à ces sections.

Figure 9.10   Pièce composée de 10 tronçons avec déformation initiale et charges virtuelles réparties
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5. Valeur de la force critique
Dans la même section de calcul, là où la déformation primitive et arbitraire était la plus
grande, le moment fléchissant vaut ym1 alors que la valeur primitive étant ym0. La charge
critique se trouve simplement par :

Fcrit = (ym0/ym1) E,
car : ym1 = ym0

 . α1m,
avec αm1 = 1 pour la charge critique.

6. Amélioration des résultats
Pour trouver une valeur plus près de la charge critique réelle, la déformation ym1 est égalée
à l’unité en divisant toutes les déformations par ym1. Le calcul est répétée jusqu’à ce que la
précision du résultat donne une valeur presque constante.

9.3.5  EXEMPLES  NUMÉRIQUES

Premier exemple numérique
La méthode de Vianello est testée sur une pièce à section constante, diamètre 20 mm,

longueur entre appuis articulés 1000 mm. Pour cet axe, le rayon de giration vaut 5 mm et le
degré de sveltesse λ = 1000 mm / 5 mm = 200. Pour un acier avec un module d’élasticité de E
= 206 000 N/mm2, la charge critique vaut :

Fcrit = π π2

2

2

4
15968E d

λ
⋅ = N.

Pour le calcul numérique de la charge critique, la pièce est découpée en 10 tronçons de 100
mm chacun. Le tableau donne les résultats pour chaque tronçon. Le calcul est effectué ici avec
10 chiffres significatifs. La charge virtuelle indiquée est celle du tronçon entier.

Valeurs calculées d’après un programme écrit en Pascal

 x = 0 100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000
 y0 = 0 0,30902 0,58779 0,80902 0,95106 1,00000 0,95106 0,80902 0,58779 0,30902 0
 Fv = 0,00198 0,00576 0,00897 0,01130 0,01252 0,01252 0,01130 0,00897 0,00576 0,00198

Résultat
Somme des charges : Σ Fv = 0,0810572
Réactions virtuelles égales : FBv = FCv = 0,04052861.
Déformation maximale au centre : ym1 = 12,90048223.
Force critique calculée numériquement : Fcrit1 = 15 968,4 N !
Le résultat du calcul numérique est excellent.
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Deuxième exemple numérique
Un axe en acier, module d’élasticité 206 000 N/mm2, est constitué par 10 tronçons

cylindriques de diverses longueurs et divers diamètres selon figure 9.11. La charge critique
est déterminée par itération successives jusqu’à ce que l’erreur relative entre deux itérations
soit inférieure à 0,001 %.

Figure 9.11   Pièce à section variable sollicitée en compression

Les résultats du calcul sont condensés dans le tableau ci-dessous.

Caractéristiques géométriques de la pièce et déformation relative

Dimensions axiales de la pièce Dimensions transversales
Tronçon Point ∆l x Diamètre I min

Déformation
Relative

- 0 - 0,0 - - 0,00000
1
-
2
-
3
-

1
2
3
4
5
6

200,00
-

220,00
-

240,00
-

100,0
200,0
310,0
420,0
540,0
660,0

20,0
-

24,0
-

28,0
-

7854

16286

30172

0,12611
0,24438
0,36222
0,46691
0,56663
0,65312

4
-
5
-
6
-

7
8
9

10
11
12

260,00
-

280,00
-

300,00
-

790,0
920,0

1060,0
1200,0
1350,0
1500,0

32,0
-

36,0
-

40,0
-

51472

82448

125664

0,73340
0,80188
0,86407
0,91619
0,96232
1,00000

7
-
8
-
9
-

13
14
15
16
17
18

320,00
-

340,00
-

360,00
-

1660,0
1820,0
1990,0
2160,0
2340,0
2520,0

35,0
-

30,0
-

25,0
-

73662

39761

19175

1,02695
1,03643
1,01870
0,96476
0,85039
0,66603

10
-

19
20

380,00
-

2710,0
2900,0

20,0
-

7854 0,37445
0,00000

Charge critique calculée : 10 104.6 N.
Nombre d’itérations nécessaires : 11.
Erreur relative entre les deux dernières itérations : 0,007 %o.
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CHAPITRE  10

MÉTHODES  ÉNERGÉTIQUES  APPLIQUÉES

EN  RÉSISTANCE  DES  MATÉRIAUX

Les diverses méthodes énergétiques appliquées en résistance des matériaux permettent de
résoudre élégamment de nombreux problèmes posés par la recherche des efforts, des
contraintes et des déformations dans les systèmes isostatiques et hyperstatiques. Pour les cas
simples, nous avons déjà démontré les expressions de l’énergie élastique en déformation. Il
s’agit maintenant d’établir les relations et propriétés générales pour des charges et des
structures quelconques.

10.1  ÉNERGIE  POTENTIELLE  ÉLASTIQUE

Après un rappel rapide des diverses déformations élastiques des pièces sollicitées par les
efforts fondamentaux, ce chapitre établira l’expression générale de l’énergie élastique
accumulée dans une barre de forme quelconque sollicitée par des efforts extérieurs

10.1.1  TRACTION  SIMPLE

Soit une barre prismatique de section constante, d’aire transversale A, de longueur totale l,
soumise à l’action de deux forces directement opposées F progressivement croissantes.
L’allongement total de la barre obéit à la loi de Hooke et se trouve par l’expression
fondamentale :

∆l F l
A E

= .

À chaque instant de la déformation, il y a équilibre entre les forces extérieures et les efforts
intérieurs. Comme la déformation est proportionnelle à l’intensité de la tension axiale, le
travail produit par les forces extérieures peut se trouver par : Wp = F ∆l/2. Si la barre reste
parfaitement élastique, le principe de la conservation de l’énergie mécanique impose que le
travail produit par les forces extérieures se trouve entièrement accumulé sous forme d’énergie
potentielle élastique dans la barre. Désignons par Wu cette énergie élastique interne et
exprimons sa valeur par :

W F l F l
A E

A E l
lu = ⋅ = =

∆ ∆
2 2 2

2 2

. (10.1.1)

 La première expression donne l’énergie mécanique accumulée en fonction de la charge axiale
F dans la barre, la seconde en fonction de la déformation ∆l. Calculons l’énergie potentielle
élastique par unité de volume en divisant les expressions précédentes par le volume de la
barre, soit V = A l et désignons par wu cette énergie volumique :

w W
A l E

E
u

u= = =
σ ε2 2

2 2
, (10.1.2)

avec dans le cas général :
σ = dFN /dA  la contrainte normale sur l’aire élémentaire dA,
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ε = ∆dl/dl  l’allongement spécifique dans un tronçon élémentaire de la barre.
Pour une pièce de forme quelconque sollicitée seulement par des efforts normaux, l’énergie
élastique élémentaire accumulée dans un tronçon élémentaire de longueur dx , d’aire dA = dy
dz, se trouve par :

d d d
d

NW F x
E Au =

2

2
,

et l’énergie totale par : W F x
E AA

l

u
Nd d

d
= zz 2

0 2
. (10.1.3)

Figure 10.1   Déformation axiale et déformation transversale d’une barre prismatique.
Cisaillement simple. Energie potentielle accumulée dans un volume élémentaire

10.1.2  CISAILLEMENT  SIMPLE

Sous l’effet de l’effort tranchant FT seul, réparti uniformément dans la section d’aire A, le
parallélépipède élémentaire de base dy et dz, de longueur dx, se déforme de l’angle γ en
cisaillement pur. La face avant du volume se déplace de la quantité ∆dy = dx tanγ ≈ γ dx.
Comme l’angle de glissement γ est relié à la contrainte de cisaillement par la relation
générale : γ = τ/G avec τ = dFT/dA, l’énergie élastique accumulée dans le volume élémentaire
est égale au travail produit par la force dFT, soit :

d d d et d d d d d
dd

T
u

T T
T

W F x W F x
G

F x
G AF = = =

∆
2 2 2

2τ .  (10.2.1)

L’énergie élastique totale se trouve en sommant les énergies élémentaires :

W F x
G AA

l

u
Td d

d
= zz 2

0 2
.

L’énergie élastique volumique se calcule également par :

w
G

G
u = =

τ γ2 2

2 2
. (10.2.2)

Comme le cisaillement simple est excessivement rare en pratique, l’expression de l’énergie
potentielle élastique doit tenir compte de la répartition réelle de la contrainte de cisaillement
dans la section considérée.
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10.1.3  FLEXION  SIMPLE

Soit une barre prismatique de section constante, moment quadratique axial Iz, sollicitée
par deux couples de moment Mf directement opposés, placés aux deux extrémités de la pièce.
Sous l’effet de ces deux efforts, la poutre de longueur l se déforme en flexion pur. Les
sections terminales de la barre forment entre elles un angle ∆ϕ. Comme le moment fléchissant
est constant le long de cette pièce, cette déformation angulaire se trouve par :

∆ϕ =
M l
E I

f

z

.

Le travail produit par les deux couples extérieurs doit se retrouver sous forme d’énergie
potentielle élastique dans la barre. Il est donc possible d’écrire :

W M M l
E I

E I
l

WM f

f f

z

z
u= = = =

ϕ ϕ
2 2 2

2 2

. (10.3.1)

L’énergie potentielle élastique accumulée dans un tronçon élémentaire de longueur dx,
sollicité par un moment fléchissant Mf s’exprime par :

d d
du

f

z

zW M x
E I

E I
x

= =
2 2

2 2
ϕ . (10.3.2)

Dans le cas général, l’énergie élastique accumulée dans une barre élastique soumise à l’action
d’un moment fléchissant Mf = Mf(x) est donnée par l’expression :

W M x
E I

l

u
f

z

d
= z 2

0 2
. (10.3.3)

Cette relation est semblable à celle de la barre en traction simple.

Figure 10.2   Déformation angulaire d’une barre prismatique en flexion ou en torsion.
Energie potentielle accumulée dans la barre en flexion ou en torsion

10.1.4  TORSION  SIMPLE

L’énergie potentielle élastique emmagasinée dans une barre à section constante de
longueur l sollicitée par un couple de torsion constant Mt a déjà été calculée au chapitre 6.2.2.
Dans le cas d’une pièce à section variable avec un couple de torsion non constant, l’énergie
potentielle élastique se trouve par l’expression :

W M x
G I

l

u
t

t

d
= z 2

0 2
. (10.4)

Cette relation est semblable à celle trouvée pour l’effort normal et le moment fléchissant.
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10.1.5  EFFET  DU  CISAILLEMENT  EN  FLEXION  USUELLE

Dans la plupart des cas, les pièces sollicitées en flexion sont également soumise à l’effet
de l’effort tranchant provoqué par les forces concentrées ou réparties. La répartition de la
contrainte de cisaillement dans la section n’est pas uniforme, mais le plus souvent
parabolique. Proposons-nous de trouver une expression énergétique semblable aux autres
pour calculer l’énergie potentielle élastique accumulée par l’action de l’effort tranchant :

W k F x
G A

l

u c
T d

= z 2

0 2
, (10.5.1)

avec : kc  facteur de correction dépendant de la forme de la section.

10.1.5.1  RECHERCHE  DE  L’ÉNERGIE  ACCUMULÉE

Considérons dans ce but un pièce à section constante, encastrée à droite, libre à gauche,
sollicitée par une force concentrée F, perpendiculaire à la fibre moyenne rectiligne. La rigidité
flexionnelle et l’aire de la section sont constantes le long de la barre.

Figure 10.3   Energie élastique de cisaillement dans une pièce en porte-à-faux

Afin de pouvoir exprimer le plus simplement possible l’énergie potentielle élastique
accumulée, choisissons une barre à section rectangulaire, largeur b, hauteur h. Dans toute aire
plane, perpendiculaire à la ligne moyenne de la pièce, l’effort tranchant est constant et vaut :
FT = F. Découpons à l’abscisse x un volume élémentaire d’épaisseur dx et déterminons
l’énergie élastique en intégrant sur le volume élémentaire dV = b h dx :

Contrainte de cisaillement : τ xy
T= ⋅ − FHG

I
KJ

L
NMM

O
QPP

3
2

1 4
2F

A
y
h

.

Energie élastique dans dV : dW
G

b y x
h

h

u
xy d d=

−

+z τ 2

2

2

2
,

/

/

dWu = 9
8

1 4 3
5

2

2

2

2

2 2F b
A G

y
h

y x F
G A

x
h

h
T Td d d− FHG

I
KJ

L
NMM

O
QPP
⋅ =

−

+z /

/
. (10.5.2)

Energie élastique totale : Wu = d uW F
G A

l
l

= ⋅ ⋅z0
23

5
. (10.5.3)

L’énergie élastique de cisaillement devant se donner sous la forme habituelle :
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Wu = kc F2 l / (2 G A),
Le facteur de correction de forme de la section rectangulaire vaut :

kc =
6
5

.

Le travail produit par la force F, appliquée à l’extrémité libre de la poutre, vaut WF = F f/2.
L’énergie élastique accumulée dans la pièce est la somme de l’énergie élastique de flexion et
l’énergie élastique de cisaillement. En égalant ces deux types d’énergie, il est possible
d’écrire :

F f F l
E I

F l
G A

F l
E I

h
l

E
Gz2 6

3
5 6

1 3
10

2 3 2 2 3 2

= + = ⋅ + ⋅FHG
I
KJ ⋅

F
HG

I
KJz

.

Finalement, la flèche de la pièce se trouve par :

f = F l
E I

h
l

E
Gz

2 3 2

3
1 3

10
⋅ + ⋅FHG

I
KJ ⋅

F
HG

I
KJ . (10.5.4)

Cette relation montre l’influence du cisaillement sur la déformation totale. La correction à
apporter dépend du carré du rapport (h/l). L’influence de l’effort tranchant est parti-
culièrement important pour les pièces relativement courtes.

10.1.5.2  VALEUR  DU  FACTEUR  DE  CORRECTION  kc

Le facteur de correction kc à introduire dans l’expression de l’énergie élastique engendrée
par le cisaillement ne se trouve habituellement pas dans les tables des profilés ni dans la
plupart des cours sur la résistance des matériaux. Si le calcul de la déformation totale introduit
l’effet de l’effort tranchant, comme par exemple dans les propriétés de l’élément poutre dans
la méthode des éléments finis, il devient nécessaire d’exprimer cette grandeur en calculant la
valeur du coefficient kc.
L’énergie élastique par unité de volume s’exprime par : wu = τ2/(2 G). L’énergie élastique
élémentaire contenue dans le volume  dV = dA dx  se trouve par :

w A x
G

A xu d d d d=
τ 2

2
,

et : d d d d du
T z*

z

W x
G

A x
G

F S
b I

A
A A

= =
F
HG
I
KJz z2 2

2
2

τ .

Sur le tronçon élémentaire d’épaisseur dx, les grandeurs G, FT et Iz sont des grandeurs
invariables pour tout point de l’aire dA de la surface totale. L’énergie élastique élémentaire
accumulée vaut ainsi :

d d d
u

T

z

z*
cz

TW F x
G A

A
I

S dA
b

k F x
G AA

= ⋅ = ⋅z2

2

2

2

2

2 2
. (10.5.5)

Cette dernière expression permet d’écrire la valeur du coefficient de correction sous la forme
générale :

k A
I

S
b

A
Acz

z

z* d= F
HG
I
KJ ⋅z2

2

. (10.5.6)
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Valeurs particulières du coefficient de correction kcz

Forme de la section Facteur kcz

Rectangulaire 6/5
Circulaire pleine 10/9

Circulaire à paroi mince 2

10.1.6  ÉNERGIE  POTENTIELLE  ÉLASTIQUE  TOTALE

Soit à calculer l’énergie potentielle élastique totale accumulée dans une barre d’aire
connue, sollicitée par des forces et des couples extérieurs quelconques. Dans une section
plane quelconque, perpendiculaire à la ligne moyenne de la pièce, les efforts intérieurs sont :
1. L’effort normal FN.
2. L’effort tranchant FT décomposable en deux composantes rectangulaires suivant les axes

principaux de la section FTy et FTz.
3. Le moment fléchissant Mf décomposable en deux composantes rectangulaires suivant les

axes principaux de la section Mfy et Mfz.
4. Le moment de torsion Mt.
Comme l’énergie potentielle élastique est une grandeur scalaire, l’énergie élastique dans un
volume élémentaire dV de la pièce de longueur dx est égale à la somme des énergies
élastiques engendrées par les efforts composants :

d d d d d d duF uF uF uM uM uMN Ty Tz fy fz t
W W W W W W Wu = + + + + + . (10.6.1)

Si les énergies élémentaires élastiques issues de l’effort normal, des moments fléchissants et
de torsion s’expriment par des relations semblables, la répartition non linéaire de la contrainte
de cisaillement impose l’introduction des facteurs de correction kcy et kcz pour les deux
composantes de l’effort tranchant selon C y et C z.
En remplaçant les énergies élastiques élémentaires par les diverses expressions trouvées
précédemment, l'énergie élémentaire accumulée dans le tronçon de longueur dx vaut :

d d d d d d d
u

N
cy

Ty
cz

Tz fy

y

fz

z

t

t

W F x
E A

k
F x

G A
k F x

G A
M x

E I
M x

E I
M x

G I
= + + + + +

2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2
. (10.6.2)

Pour obtenir l’énergie potentielle élastique totale contenue dans la barre de longueur l, il faut
sommer les énergies élastiques élémentaires sur toute la longueur de la barre. L’expression
générale de cette énergie potentielle devient :

W F x
E A

k
F x

G A
k F x

G A
M x

E I
M x

E I
M x

G I
l l l l l l

u
N

cy
Ty
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Tz fy

y

fz

z

t

t

d d d d d d
= + + + + +z z z z z z2

0

2

0

2

0

2

0

2

0

2

02 2 2 2 2 2
. (10.6.3)

Si la barre se compose de plusieurs tronçons, comme par exemple une barre constituée par
plusieurs tronçons rectilignes reliés par des coudes, il est nécessaire de calculer l'énergie
potentielle élastique accumulée dans chaque tronçon, de sommer les énergies partielles pour
trouver l’énergie totale. L’expression générale proposée est donc fonction de tous les efforts
intérieurs de la pièce.
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10.1.7.  SOMME  DES  TRAVAUX  DES  EFFORTS  EXTÉRIEURS

Nous pouvons également exprimer l’énergie potentielle élastique accumulée dans la pièce
sollicitée d’une manière quelconque en introduisant les travaux produits par les efforts
extérieurs, forces et couples. Les déformations sont supposées parfaitement élastiques et
linéaires, donc sans pertes internes. Elles sont réversibles et proportionnelles aux forces et
couples extérieurs qui les engendrent.

Figure 10.4   Système sollicité par des efforts extérieurs. Travail élémentaire d’une force Fi

Considérons un corps solide ou un système élastique quelconque, statiquement déterminé ou
non, reposant sur un nombre quelconque d’appuis, sollicité par n forces extérieures ou m
couples, tous indépendants. Lorsque tous les efforts extérieurs sont nuls, le système est dit
dans son état initial. Déterminons les travaux produits par les efforts extérieurs lors de leur
application en exprimant les travaux élémentaires :
Forces extérieures : dWFi = Fi

 . dsi = Fi
 . dsFi.

Couple extérieurs : dWMi = 
r r

M i id⋅ ϕ  = Mi
 . dϕMi.

Exprimons par  Xi  une force ou un couple extérieur appelé effort généralisé, et par δ i  le
déplacement ou la rotation projeté sur la direction de la force ou du couple, appelé
déplacement généralisé. Le travail total produit par les efforts extérieurs sera représenté par la
somme des travaux de chaque effort extérieur, forces ou couples. A partir des relations
trouvées précédemment, nous pouvons écrire :

W F s M Xtot i Fi
i 1

n

j Mj
j 1

m

i
i

n m

i= ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ = ⋅ ⋅
= = =

+

∑ ∑ ∑1
2

1
2

1
2 1

ϕ δ . (10.7.1)

Coefficients d’influence
La linéarité entre les efforts et les déplacements permet d’appliquer le principe de la

superposition des efforts et des déformations. Les déplacements généralisés δ i sont des
fonctions linéaires des efforts généralisés :

δ i = ci1 X1 + ci2 X2 + . . . + cii Xi + . . . + cij Xij + . . . + cin+m Xn+m.
Cette expression s’écrit sous la forme généralisée suivante :

δ i ij i
j

n m

= ⋅
=

+

∑c X .
1

(10.7.2)
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Les coefficients cij sont appelés coefficients d’influence. Le coefficient d’influence cij est égal
à la projection sur Xi, au point Pi, du déplacement de ce point par une force unité appliquée au
point Pj dans la direction de Xj. En exprimant par p = m+n le nombre d’efforts, forces et
couples, le travail total des efforts extérieurs peut s’exprimer par :

W c X Xtot ij i j
j

p

i

p

=
==
∑∑1

2 11

. (10.7.3)

Comme le système est parfaitement élastique, le travail des efforts extérieurs est accumulé
aussi sous forme d’énergie potentielle élastique dans le corps. Cette expression représente
donc l’énergie élastique du corps et le principe de la conservation des énergies. Il en résulte
qu’il existe deux possibilités d’exprimer l’énergie élastique :
1. Soit en fonction des efforts intérieurs calculés par la résistance des matériaux.
2. Soit en fonction des efforts extérieurs calculés par la mécanique.

10.2  DÉFORMATION  DES  SYSTÈMES  ISOSTATIQUES

Le principe de la conservation de l’énergie potentielle élastique dans les pièces
parfaitement élastiques permet de trouver les déformations sous l’action d’une seule force,
force active en égalant cette énergie au travail produit par la force. Très souvent, il est utile ou
même souhaitable de pouvoir déterminer les déformations ou déplacements de n’importe quel
point de la structure étudiée.

10.2.1  THÉORÈME  DE  RÉCIPROCITÉ  DE  MAXWELL - BETTI

Considérons une poutre rectiligne B-C sur deux appuis sollicitée en un point quelconque
P1 par une force F1. Sous l’effet de cette force, chacun des points de la poutre se déplace plus
ou moins. La flèche sur la ligne d’action de cette force est représentée par y11. Le premier
indice précise la position du point sur la poutre, le deuxième indice la cause de la
déformation. Le travail produit par la force vaut :

W F y FF1
= =

1
2

1
21 11 1 1δ . (10.8.1)

Figure 10.5   Déformation d’une poutre sous l’action de deux forces F1 et F2

Appliquons maintenant au point P2, sur la poutre déjà déformée par la force F1, une force
supplémentaire F2. Sur la ligne d’action de cette dernière force, la déformation de la poutre est
y22 et le travail produit par cette force vaut :
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W F yF2
=

1
2 2 22 .

Pendant l’application progressive de la force F2, le point d’application de la force F1 se
déplace encore de y12 et produit un travail : W12 = F1 y12. Ainsi, le travail total produit par les
deux forces extérieures est égal à la somme des travaux successifs, soit :

W F y F y F ytot = + +
1
2

1
21 11 2 22 1 12 . (10.8.2)

Répétons les opérations de charge sur la poutre en appliquant tout d’abord la force F2
provoquant la déformation y22, puis la force F1 déplaçant son point d’application de y11 et le
force F2 se déplaçant de y21. Le travail total produit vaut :

W F y F y F ytot = + +
1
2

1
22 22 1 11 2 21 . (10.8.3)

Dans les deux cas de charge, l’énergie accumulée dans la poutre élastique est la même et ne
dépend pas de l’ordre d’application de la charge. Il est possible d’écrire :

F1 y12 = F2 y21. (10.8.4)

Ce résultat est à la base du théorème de Maxwell – Betti, énoncé avec F2 = F1 :

   Théorème de Maxwell – Betti
   Le déplacement du point P2 sous l’action d’une force F1 appliquée au point P1
 est égal au déplacement du point 1 sous l’effet de la force F1 appliquée au point
 P2 .

Ce théorème n’est pas limité aux poutres sur deux appuis ou aux pièces sollicitées
principalement en flexion, mais aussi aux autres types d’efforts. Le théorème de Maxwell –
Betti est aussi nommé théorème de la réciprocité des déplacements.

Application 1
Soit une poutre à section et rigidité constantes, placée sur deux appuis articulés sans

frottement, sollicitée par une force F placée à la distance b de l'appui gauche. Calculer la
déformation linéaire de cette pièce au centre de la pièce sous l’effet de la force.
Appliquons la force F au centre de la poutre et calculons la déformation à l’abscisse x = b en
utilisant la méthode de la poutre conjuguée. La réaction d’appui virtuelle vaut FBv = F l2/16 et
le moment fléchissant virtuel à cette même abscisse se trouve par :

M b F l b b b
l

F l F b l b
x bfv( ) .= = − ⋅ ⋅ ⋅ =

−2 2 2

16 3 2
2

4
3 4

48
c h

En introduisant la rigidité flexionnelle de la poutre dans cette expression, la déformation se
trouve par : y(x=b) = Mfv(x=b)/(E Iz). En appliquant le théorème de Maxwell – Betti, la défor-
mation au milieu de la poutre sous l’effet de la force F appliquée à l’abscisse b est égale à la
déformation de la poutre à l’abscisse b lorsque la force F est placée au milieu de la poutre.
Cette déformation vaut :

y
F b l b

E Ix l= =
−

( / ) .2

2 23 4
48
c h

z

Application 2
Soit à calculer la déformation en un point quelconque d’une poutre sur deux appuis sous

l’action de plusieurs forces concentrées.
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Pour résoudre ce problème général, supposons tout d’abord que seule la force F1 agit sur la
poutre placée sur des appuis articulés sans frottement B et C. Le déplacement d’une section
quelconque s dû à l’action de la force F1 est représenté par ys1. Ce déplacement est égal au
déplacement que subirait la section 1 si la force F1 était placée sur la section s. En introduisant
le théorème de Maxwell – Betti, cette déformation y1s se trouve par :

y1s = ys1.
Appliquons le théorème de Maxwell – Betti pour chacune des forces agissant sur la poutre. La
déformation totale de la pièce au droit de la section s se calcule par la somme des
déformations partielles, soit :

ys = ys1 + ys2 + ys3 + . . . + ysn,
ou encore : ys = y1s + y2s + y3s + . . . + yns.

Figure 10.6   Déformation en flexion d’une poutre sur deux appuis au milieu de sa longueur.
Déformation totale d’une poutre sollicitée par plusieurs forces parallèles.

Les déformations partielles y1s, y2s, … , yns peuvent se trouver par des méthodes analytiques
comme par exemple l’équation de la ligne élastique. Afin de généraliser la méthode de calcul,
il est possible de supposer une force unitaire appliquée au point de calcul s, de rechercher les
déformations correspondantes aux points 1, 2, … , n, et finalement d’effectuer la somme des
déformations partielles multipliées chaque fois par le rapport des intensités.

10.2.2  APPLICATION  DE  LA  CONSERVATION  DE  L’ÉNERGIE

Le principe de la conservation de l’énergie mécanique, travail des forces extérieures et
énergie potentielle élastique accumulée dans la pièce, permet de résoudre certains problèmes
simples de déformation.

10.2.2.1  POUTRE  AVEC  UNE  FORCE  DANS  LE  PORTE-À-FAUX

Soit une poutre à rigidité flexionnelle constante E Iz = cte., longueur entre appuis b, partie
en porte-à-faux c, sollicitée par une force F placée au point D. Sous l’effet de cette force, la
pièce se déforme sur la ligne d’action de la force F de la quantité f. Le travail produit par la
force vaut :

W F f
F = 2

.

Si la barre reste parfaitement élastique pendant toute la déformation, le travail produit par la
force extérieure F est accumulé dans la pièce sous forme d’énergie potentielle élastique. Les
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réactions d’appui FB et FC ne produisent aucun travail, car le point B est supposé fixe, l’appui
C se déplaçant perpendiculairement à la réaction d’appui FC.

Figure 10.7   Poutre sur deux appuis avec force en porte-à-faux
Poutre sur deux appuis soumise à l’action d’une masse m en chute libre

1. Tronçon B-C :
L’équilibre de rotation de la poutre impose une réaction d’appui : FB = F c/b. À l’abscisse x
sur le tronçon B-C, le moment fléchissant vaut :

Mfx = x FB = x F c/b.
Energie accumulée en flexion :

Wub = M x
E I

F c b
E I

b F c b
E I

b
fx

z z z

d2 2 2 2

0

3 2 2

2 2 3 6
= ⋅ =z / .

2. Tronçon C-D :
Dans ce tronçon, le moment fléchissant varie de  c F  à zéro. L’énergie élastique accumulée
en flexion vaut :

Wuc = M x
E I

F
E I

c F c
E I

c
fx

z z z

d2 2

0

3 2 3

2 2 3 6
= ⋅ =z .

3. Energie totale en flexion :
L’énergie accumulée dans la barre en flexion est :

Wu = Wub + Wuc = 
F c b c

E I

2 2

6
+b g
z

.

4. Déformation sur la ligne d’action de la force F :
En appliquant le principe de la conservation des énergies mécaniques, nous pouvons écrire :

WF = Wu.
La déformation à l’extrémité libre de la poutre se trouve finalement par :

f = 
F c b c

E I

2

3
+b g
z

.

Cette méthode est limitée aux pièces sollicitées par une seule force active produisant un
travail mécanique.

10.2.2.2  POUTRE  SOUS  L’ACTION  DE  LA  CHUTE  D’UNE  MASSE

Le principe de la conservation des énergies mécaniques permet aussi de trouver la ou les
déformations d’une pièce soumise à l’effet d’un choc provoqué par la chute d’une masse.
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Les hypothèses simplificatrices introduites dans la solution sont principalement :
1. La masse provoquant le choc est parfaitement rigide.
2. La barre soumise à l’action de la masse en chute libre possède un seul degré de liberté. Ses

déformations sont proportionnelles aux forces statiques et ou dynamiques.
3. Au moment du choc, le choc lui-même n’est pas élastique, donc il n’y a pas séparation

entre les deux composants.
4. Les déformations de la poutre soumise au choc restent élastiques.
5. Les déformations élastiques du corps soumis au choc sont les mêmes que celles obtenues

par l’application statique de forces à l’endroit du choc et dans le sens du choc.
6. La vitesse du corps provoquant le choc est petite vis à vis de la vitesse de propagation des

ondes de choc.
Choisissons comme exemple la chute d’une masse m, d’une hauteur h, sur une poutre B-C à
rigidité flexionnelle E Iz constante. Sous l’effet du choc, la poutre se déforme au droit de
l’impact de la quantité ydyn. Désignons la raideur de la poutre par :

k = dF/dy.
Calculons les valeurs des énergies intervenant dans le bilan :
Perte d’énergie potentielle de position :

Wpp = m g (h + ydyn).
Accumulation sous forme d’énergie potentielle élastique de flexion dans la poutre :

Wu = − =
F y k ymax .dyn dyn

2 2

2

Le principe de la conservation des énergies potentielles élastique et de position permet
d’écrire l’égalité :

m g (h + ydyn) = 
k ydyn

2

2
.

En résolvant l’équation du second degré en ydyn et en introduisant la déformation statique de
la poutre sous l’effet du poids de la masse : yst = m g/k, la déformation dynamique se trouve
par :

ydyn = yst + y h y y h
yst st st

st

2 2 1 1 2
+ = + +

F
HG

I
KJ .

Remarques :
1. La flèche maximale trouvée par cette expression représente la limite supérieure vers

laquelle tend la flèche dynamique lorsque le choc s’effectue sans perte d’énergie.
2. La contrainte maximale de flexion peut se calculer en recherchant la valeur de la force

dynamique Fdyn appliquée au moment du choc, soit :
Fdyn = k ydyn,

en calculant le moment fléchissant sur la ligne d’action de cette force et en tirant la valeur
de la contrainte de flexion.

3. Le résultat trouvé par l’expression ne tient pas compte de l’inertie de la poutre dans le bilan
des énergies mécaniques.
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10.2.3   THÉORÈME  DE  CASTIGLIANO

Le principe de la conservation de l’énergie mécanique dans les systèmes élastiques
s’applique facilement aux structures sollicitées par une seule force active extérieure. Il suffit
de déterminer l’énergie potentielle élastique accumulée dans chacun des tronçons de la pièce
et d’égaler cette énergie au travail produit par la force active. Le travail élémentaire d’une
force étant égal au produit scalaire de la force par le déplacement élémentaire de son point
d’application, le principe de la conservation de l’énergie donne le déplacement suivant la
direction de la force. Les déformations dans les autres directions ou les rotations des sections
restent inconnues.

10.2.3.1  ÉNONCÉ  DU  THÉORÈME  DE  CASTIGLIANO

Cette constatation entre le déplacement du point d’application de la force et le travail
produit a été énoncée d’une manière plus générale par Castigliano.

   Théorème de Castigliano
   La dérivée partielle de l’énergie potentielle élastique d’un système par rapport
   à l’effort appliqué est égale au déplacement du point d’application de l’effort
   dans sa propre direction.

Ce théorème permet de trouver la déformation d’un système élastique seulement dans la
direction de l’effort appliqué, force ou couple, ou de la projection du déplacement sur la
direction de l’effort.

Figure 10.8   Système élastique sollicité par des efforts extérieurs (théorème de Castigliano)
Poutre en porte-à-faux avec charge répartie uniformément

Démonstration :
Soit un corps élastique sollicité par des forces concentrées ou répartie, par des couples de

forces. L’énergie potentielle élastique accumulée dans ce corps est désignée par Wu. Donnons
à une force quelconque, par exemple Fn, un accroissement élémentaire dFn et calculons
l’énergie potentielle élastique totale dans cette nouvelle condition :

W W
F

Fu
u

n
nd+

∂
∂

⋅ . (10.9.1)

L’énergie potentielle élastique accumulée dans le corps ne dépend pas de l’ordre d’application
des efforts extérieurs.
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Nous pouvons admettre que la force élémentaire dFn est placée sur le corps avant tout autre
effort extérieur. Sous l’effet de cette force élémentaire, le corps se déforme de dfn dans la
direction de la force élémentaire. Le travail produit vaut : dFn

 . dfn/2, valeur de second ordre
que nous pouvons négliger par la suite. Introduisons ensuite tous les autres efforts sur le
corps. Le point d’application de la force élémentaire dFn se déplace de fn dans la direction de
cette force.
L’énergie potentielle élastique accumulée dans le corps par l’action des efforts finis vaut Wu.
Les deux modes de charge accumulent la même quantité d’énergie potentielle élastique. Nous
pouvons écrire cette égalité des énergies par :

Wu + ∂
∂
W
F

u

n

 . dFn = Wu + dFn
 . fn.

Après simplification : fn = 
∂
∂
W
F

u

n

 . (10.9.2)

En calculant la différentielle de l’énergie potentielle élastique par rapport à l’une des forces
extérieures ou par rapport à l’un des couples extérieurs, les autres efforts restant constant, on
trouve la projection du déplacement linéaire ou angulaire sur la direction de cet effort.
Le théorème de Castigliano s’applique seulement aux systèmes pour lesquels la relation entre
les efforts et les déformations reste linéaire en toute circonstance. De plus, il est nécessaire
que le principe de superposition des effets des forces et des couples soit applicable.

10.2.3.2  APPLICATION  DU  THÉORÈME  DE  CASTIGLIANO

Si la déformation recherchée coïncide en direction avec l’un des efforts extérieurs
appliqué sur le système, la déformation est directement donnée par le théorème de
Castigliano. Si par contre, aucun effort n’est appliqué au point dont la déformation doit être
trouvée, nous pouvons ajouter un effort fictif, force ou couple, qui est égalé à zéro dans
l’application numérique. L’expression de la déformation devient :

Déformation linéaire : f M
E I

M
F

x
l

n
f

z

f

n

d= ⋅
∂
∂

⋅z .
0

(10.9.3)

Déformation angulaire : ϕ n
f

z

f

n

d= ⋅
∂
∂

⋅z M
E I

M
M

x
l

,
0

(10.9.4)

expressions valables pour la flexion, le point d’application de la force ou du couple fictif étant
désigné par l’indice n.

Exemple d’application
Poutre en porte-à-faux avec charge répartie uniformément
Soit une poutre rectiligne à rigidité flexionnelle E Iz constante, libre à gauche, encastrée à

droite, longueur l, sollicitée par une charge répartie uniformément q. Proposons-nous de
déterminer les déformations linéaire et angulaire à l’extrémité libre (figure 10.8 à droite).
1. Déformation linéaire en B
Introduisons la force fictive FB sur la poutre et exprimons la valeur du moment fléchissant
total à l’abscisse x :

Mfx = x FB + q x2/2.
Calculons la dérivée partielle par rapport à la force fictive FB :

∂
∂

=
M
F

xfx

B

.
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En annulant la force fictive FB, la déformation verticale de la poutre au point B vaut :

y
E I

q x x x q x
E I

l

B
z z

d= ⋅ =z1
2 8

2

0

4

.

2. Déformation angulaire en B
Introduisons les couple fictif de moment MB au point B et exprimons la valeur du moment
fléchissant et de sa dérivée partielle par rapport à MB :

Mfx = MB + q x2/2,

et ∂
∂

=
M
M

fx

B

1.

En annulant le couple fictif MB, la rotation de la section terminale libre de la poutre vaut :

ϕ B
z z

d= ⋅ ⋅ =z1
2

1
6

2 3

0E I
q x x q x

E I
l

.

10.2.4  UTILISATION  DU  THÉORÈME  DE  CASTIGLIANO

Choisissons encore deux applications complémentaires du théorème de Castigliano, le
premier concernant une poutre triangulée, le second une poutre coudée.

10.2.4.1  POUTRE  TRIANGULÉE  SOLLICITÉE  PAR  UNE  FORCE

Soit une poutre triangulée plane sollicitée par une force F placée à l’extrémité libre de la
pièce, point 1. Déterminons le déplacement horizontal et le déplacement vertical du point
d’application de cette force en supposant que toutes les barres du système aient même aire
transversale. Ce problème pourrait se résoudre graphiquement au moyen du plan de Williot.

Figure 10.9   Système triangulé isostatique sollicité par une force active

L’équilibre de la pièce, soumise à l’action de trois forces extérieures, peut se calculer graphi-
quement ou analytiquement. La figure 10.9 montre la solution graphique par le plan de
Crémona avec les deux réactions d’appui FB et FC.
Donnons dans un tableau les résultats du calcul graphique ou analytique ainsi que les produits
FNi li pour chacune des barres. Comme toutes les barres obliques sont inclinées de 45°, le
facteur racine de 2 = 20,5 intervient dans l’expression des tensions dans les barres.
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Tension dans les barres du système triangulé

Tension dans les barresBarre
No Traction Compression

Longueur
li

Produit
F2

Ni
 . li

1 – 2
1 – 3
2 – 3
2 – 4

F
-

20,5 F

-
2 F

20,5 l
l
l
l

2 . 20.5 F2 l
F2 l

-
4 F2 l

2 – 5
3 – 5
4 – 5
4 - 6

20,5 F
F
- -

2 F

20,5 l
l
l
l

2 . 20,5 F2 l
F2 l

-
4 F2 l

5 – 6
5 - 7 3 F

20,5 F 20,5 l
l

2 . 20,5 F2 l
9 F2 l

    Somme des produits de la colonne :            (19 + 6 . 20,5) F2 l

La déformation du nœud 1 dans la direction et le sens de la force F est égale à la dérivée
partielle de l’énergie élastique par rapport à cette force F, soit :

y W
F

F l
E AF

u=
∂
∂

= ⋅ +19 6 2d i.
Le déplacement horizontal du point d’application de la force F se trouve en introduisant une
force fictive Fx au point 1. L’énergie intervenant dans le calcul est alors donnée par l’énergie
accumulée dans les barres supérieures 1-3, 3-5 et 5-7, soit la somme : (1 + 1 + 3) F2 l. La
déformation ou le déplacement horizontal se trouve par :

x W
F

F l
E A

F l
E AF

u

x

=
∂
∂

= ⋅ + + =1 1 3 5b g .

Ce dernier résultat pourrait aussi s’obtenir immédiatement en calculant l’allongement des
trois barres supérieures : ∆l1-7 = (F + F + 3 F) l/(E A) = 5 F l / (E A).

10.2.4.2  POTENCE  SOLLICITÉE  PAR  UNE  FORCE  CONCENTRÉE

Soit une pièce constituée par deux tronçons rectangulaires, le premier de longueur h,
encastré à sa base, le second perpendiculaire au premier de longueur l, la rigidité flexionnelle
et l’aire de la section transversale restant constantes dans les deux parties. L’extrémité libre
est soumise à l’action d’une force verticale F concentrée. Déterminons le déplacement vertical
du point d’application de la force.
Exprimons les énergies potentielles élastiques engendrées par les efforts dans les deux
tronçons : effort normal, effort tranchant et moment fléchissant.
1. Efforts normaux
Seule la branche verticale de la potence est sollicitée par un effort normal FN = F constant de
compression. L'énergie élastique vaut :

W F l
E AFu N( ) .=

2

2
 

2. Efforts tranchants
Seule la branche horizontale de la potence est sollicitée par un effort tranchant FT = F
constant. L’énergie élastique vaut :
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Figure 10.10   Efforts dans une potence sollicitée par une force concentrée

W k F l
G AFu zT( ) .=

2

2

3. Moments fléchissants
Les moments fléchissants varient linéairement dans le tronçon horizontal de zéro à l . F, mais
restent constants dans la branche verticale. L’énergie élastique accumulée par les moments
fléchissants vaut :

W
x F x

E I
l F h

E I
F l
E I

l hM

l

u
z z z

f

d
( ) .=

⋅
+

⋅
= +FHG

I
KJz b g b g2 2

0

2 2

2 2 2 3

4. Déplacement vertical du point d’application de la force
Le déplacement du point d’application de la force dans sa propre direction est égal à la
dérivée partielle de l’énergie par rapport à F de l’énergie élastique totale du système, soit :

y W
F

F h
E A

k F l
G A

F l
E I

l hF
u

cz
z

=
∂
∂

= + + +FHG
I
KJ

2

3
.

Chacun des termes de la déformation tient compte des efforts dans les deux tronçons de la
potence. Très souvent, les déformations provoquées par les efforts normaux et tranchants sont
négligeables vis à vis des déformations engendrées par la flexion.

10.2.5  INTÉGRALES  DE  MOHR

Le calcul des déformations à l’aide du théorème de Castigliano fait intervenir la recherche
de la dérivée partielle de l’énergie élastique par rapport à l’effort réel ou fictif. Cette opération
n’est pas à la portée de tous les utilisateurs potentiels. Le principe de l’intégrale de Mohr
repose sur l’application d’une force ou d’un couple unitaire au point étudié et de chercher
ensuite l’énergie potentielle élastique compte tenu de cet effort supplémentaire. En dérivant
partiellement cette énergie par rapport à l’effort fictif, la déformation trouvée représente le
déplacement du point d’application de l’effort fictif dans sa propre direction.
Démontrons le principe de l’intégrale de Mohr dans une pièce sollicitée essentiellement par la
flexion. Exprimons par Mf le moment fléchissant engendré par les efforts extérieurs et par Mf1
le moment fléchissant créé par l’effort unitaire, comme par exemple une force F1 fictive ou un
couple fictif M1. L’énergie potentielle élastique dans la pièce vaut :
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W
M M

E I
x

l

u
f f

z

d=
+

⋅z 1

0 2
b g . (10.10.1)

Dérivons cette expression par rapport à l’effort unitaire et annulons l’effet de cet effort pour
obtenir finalement :

f W
F

M M
E I

xF
F

l

1

11 0

1
0

=
∂

∂
= ⋅

=
zu f f

z

d
( )

. (10.10.2)

10.2.5.1  EXPRESSION  GÉNÉRALE  DES  INTÉGRALES  DE  MOHR

Dans le cas général, la pièce est sollicitée par des efforts normaux et tranchants, par des
moments fléchissants et de torsion. Le déplacement linéaire du point d’application de la force
fictive unitaire dans sa propre direction vaut :

f W
F

F F s
E A

k
F F s

G A
k

F F s
G A

M M s

E I
M M s

E I
M M s

G I

F
F

l l l
z z

1

1

1 1 1

1 1

1 0
0 0 0

=
∂

∂
= + + +

+ + +

=
z z zu N N

cy
T T

cz
T T

f f

y

f f

z

t t1

t

d d d

d d d

y y

y y z z

( )

.
(10.10.3)

La recherche de la rotation d’une section perpendiculaire à la ligne moyenne de la pièce
s’effectue en introduisant un couple unitaire M1 = 1 dans la section étudiée. L’expression
présente la même forme que ci-dessus.

10.2.5.2  MÉTHODE  DE  LA  MULTIPLICATION  DES  DIAGRAMMES

Si le système déformable est constitué de tronçons rectilignes à rigidité constante, les
intégrales de Mohr peuvent se résoudre dans la plupart des cas par une méthode grapho-
analytique. La recherche de la déformation linéaire ou angulaire s’effectue par de simples
opérations algébriques, sans intégration ou dérivation partielle.
Supposons que l’on ait à intégrer le produit de deux fonctions de x : f1(x) et f2(x), dans
l’intervalle  0 ≤ x ≤ l, l’une au moins des fonctions étant linéaire :

I = f f d1 20
( ) ( ) ?x x x

l
⋅ ⋅ =z

Soit f2(x) la fonction linéaire donnée par l’expression : f2(x) = a + b x. Remplaçons cette
fonction dans l’expression générale et séparons l’intégrale en deux sommes partielles :

I = a x x b x x x
ll

⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ ⋅zz f d f d1 100
( ) ( ) .

La première expression représente l’aire de la surface A1 délimitée par l’axe O x et la courbe
f1(x) dans les limites de la somme, c’est-à-dire entre 0 et l. Nous pouvons donc écrire :

A1 = f d10
( ) .x x

l
⋅z

La deuxième intégrale, le produit  f1(x) dx  est l’aire élémentaire dA1. Le produit x f1(x) dx = x
dA1 est le moment statique élémentaire de cette même surface par rapport à l’axe O y. La
somme intégrale des moments statiques élémentaires donne le moment statique de la surface
A1 par rapport à l’axe O y, soit Sy1. Le moment statique de cette surface vaut également le
produit de l’abscisse de son centre de gravité par l’aire de la surface :

x x x S S x A
A

l
⋅ ⋅ = = = ⋅zz f d d y y C1 1 1 10 1

1

( ) .
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Remplaçons dans l’intégrale totale précédente ces résultats partiels :
I = A1 (a + b xC1).

Or la somme  a + b xC1  est égale à l’ordonnée de la seconde fonction f2(x) à l’abscisse x = xC1,
soit f2(xC1). Finalement, l’intégrale s’écrit :

f f d f C1 2 1 20 1
( ) ( ) ( ) .x x x A x

l
⋅ ⋅ = ⋅z (10.11)

Méthode pratique :
L’intégration est remplacée par le produit de l’aire A1 de la première surface, définie par la

première fonction f1(x), par l’ordonnée de la seconde fonction f2(x) à l’abscisse du centre de
gravité de la première surface.

Figure 10.11   Représentation des deux fonctions pour la méthode de multiplication des diagrammes
Application de la multiplication des diagrammes dans une poutre avec force en porte-à-faux

Lorsque les deux fonctions sont linéaires, la multiplication est commutative. Dans ce cas
particulier, on peut multiplier l’aire de la première surface par l’ordonnée de la seconde ou
l’aire de la seconde surface par l’ordonnée de la première. Cette méthode s’applique à tous les
efforts intérieurs de la pièce : efforts normaux et tranchants, moments fléchissants et moments
de torsion. La déformation calculée dans la direction de l’effort unitaire fictif doit tenir
compte des rigidités particulières de la pièce, c’est-à-dire des produits :

En traction : E A.
En cisaillement : G A  et des coefficients de correction kcy et kcz.
En flexion : E Iy  et  E Iz.
En torsion : G It.

10.2.6  INTÉGRALES  DE  MOHR  DANS  LES  TRONÇONS  RECTILIGNES

Dans la plupart des cas, les diagrammes des efforts sont représentés par des surfaces aux
contours très simples, géométriquement définissable. La méthode de multiplication des
diagrammes est alors très simple. Elle peut être accélérée par l’utilisation de tables contenant
les principales surfaces et la position des centres de gravité.

10.2.6.1  MÉTHODE  DE  RÉSOLUTION

Pour trouver les déformations linéaires ou angulaires, il est vivement recommandé de
suivre les points suivants :
1. Construire les diagrammes des efforts : FN, FTy, FTz, Mfy, Mfz et Mt engendrés par les

forces et les couples réels.
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2. Représenter la force unitaire ou le couple unitaire dans la direction et le sens désirés.
Construire les diagrammes des efforts sous l’effet de la charge unitaire adoptée.

3. Procéder à la multiplication des diagrammes en observant attentivement les tronçons et les
efforts : position du centre de gravité, ordonnée de l’autre diagramme, signe et produit.

4. Calculer la déformation dans la direction et le sens de l’effort unitaire. Si le résultat devient
négatif, cela signifie que la déformation s’effectue dans le sens inverse.

10.2.6.2  POUTRE  SUR  DEUX  APPUIS  AVEC  FORCE  EN  PORTE-À-FAUX

Soit à résoudre le même problème que précédemment au moyen de la méthode de
multiplication des diagrammes, figure 10.11 à droite. Sous l’effet de la force réelle, le
moment fléchissant maximal vaut : Mf = c F, le diagramme de cet effort étant un triangle
ayant son sommet en C. Sous l’effet de la force unitaire, placée au même point et agissant
dans la même direction, le moment fléchissant vaut : Mf1 = c F1 = c 1 = c. En négligeant
l’effet du cisaillement, le déplacement du point d’application de la force F se trouve par :

y
E I

b c F c c c F c F c b c
E IF

z z

= +F
HG

I
KJ =

+1
2

2
3 2

2
3 3

2 b g .
Chaque surface triangulaire composante doit être comptée isolément dans le calcul des
produits et de la somme.

10.2.6.3  POUTRE  SOLLICITÉE  PAR  DEUX  FORCES  ÉQUIPOLLENTES

Soit une poutre B-C, placée dur deux appuis, à rigidité flexionnelle constante, sollicitée
par deux forces équipollentes F, placées à la même distance b des appuis. Proposons-nous de
calculer la déformation maximale en flexion.

Figure 10.12   Poutre sur deux appuis avec deux forces équipollentes : déformation au centre

1. Equilibre de la poutre réelle
Par raison de symétrie, les deux réactions des appuis sont égales et valent F. Le moment
fléchissant dans le tronçon de longueur  l –2 b, vaut ; Mf = b F.
2. Equilibre de la poutre avec charge unitaire F = 1.
La force fictive unitaire appliquée au milieu de la poutre vaut F = 1 et les réactions des appuis
valent ½. Le moment fléchissant sur la ligne d’action de la force unitaire se monte à : Mf1 =
1/4.
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3. Déplacement du point situé au milieu de la poutre
En négligeant l’effet du cisaillement dans la pièce, la multiplication des diagrammes fait
apparaître quatre surfaces sur le diagramme des moments réels : deux triangles et deux
rectangles. Les ordonnées du second diagramme aux abscisses des centres de gravité des
premières surfaces sont :

y1 = b/3.
y2 = [b + (l – 2 b)/4]/2.

La déformation verticale vaut alors :

y F
E I

b b b b l b b l b F b l
E I

b
lx l

z z
= = ⋅ +

−
+

−F
HG

I
KJ

L
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O
QP = − FHG

I
KJ

L
NMM

O
QPP/ .2

2 2

2 1
2 3

2
2

2
4

1
2 8

1 4
3

La déformation provoquée par l’effet du cisaillement, existant seulement sur les longueurs b,
peut se trouver simplement comme suit :

y k F
G A

b k F b
G Ax lF cz czT ( / ) .= = ⋅ =2 2 1

2

10.2.6.4  POUTRE  COUDÉE  SOLLICITÉE  PAR  UNE  FORCE  CONCENTRÉE

Soit une poutre coudée, encastrée d’un côté, libre à l’autre, à rigidité flexionnelle
constante, sollicitée par une force concentrée F dirigée verticalement vers le bas. Calculer les
déplacements horizontal, vertical, en rotation de la section terminale où se trouve la force
active.

Figure 10.13   Pièce coudée à rigidité flexionnelle constante sollicitée par une force F

Le calcul du déplacement du point d’application de la force concentrée F et de la rotation de
la section terminale fait intervenir seulement l’effet des moments fléchissants, les efforts
normaux et tranchants étant négligés.
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1. Déplacement vertical yF du point d’application de la force
Les diagrammes des moments fléchissants dans les tronçons sous l’effet de la force réelle F et
sous l’effet de la force fictive F1, de même sens et même direction, sont proportionnels. Le
centre de gravité du trapèze sur le tronçon supérieur de longueur 2 a qui représente la
variation du moment fléchissant se trouve par :

xC = 
a a F a a a F a

F a
a⋅ + ⋅

=
2 2 3 1 2 2 2

4
5
62

( / ) ( / )
.b g

yC = 3 5
12

2 13
6

a F a
a

a F a F
− ⋅ = .

L’ordonnée du diagramme provoqué par la force unitaire ne contient pas le terme F et vaut :
yC = 13 a/6.
Appliquons le principe du calcul des aires sur les diagrammes des moments fléchissants avec
la force réelle multipliés par les ordonnées des diagrammes correspondants de la charge
unitaire :

yF = 1 1
2

2
3

2 2 13
6

3 3 3 37 3

E I
a a F a a a F a a a F a a a F a F a

E Iz z

⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅F
HG

I
KJ = .

2. Déplacement horizontal xF du point d’application de la force
La force unitaire F = 1 et supposée agir vers la droite à l’extrémité libre de la poutre coudée.
Si le résultat trouvé devient négatif, cela signifie que le déplacement s’effectue en réalité vers
la gauche.

   Attention !
   Les produits partiels sont positifs si les surfaces des diagrammes se situent du
  même côté de la ligne de référence représentant le tronçon, négatifs dans le cas
  contraire.

Le déplacement xF se trouve par :

xF = 1 1
2

2 2 3 1
2

2 3 0
E I

a a a F a a F a a a F a a a F a
z

= − ⋅ ⋅ − ⋅ ⋅ − ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅F
HG

I
KJ = .

3. Rotation ϕF de la section terminale libre
Le couple unitaire de moment M = 1 est supposé agir dans le sens des aiguilles d’une montre.
Le moment fléchissant engendré dans toute la pièce, du point d’application de la force jusqu’à
l’encastrement, est constant . La rotation vaut :

ϕF = 1 1
2

1 1 2 2 1 3 3 1 29
2

2

E I
a a F a a F a a F a a F F a

E Iz z

⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅F
HG

I
KJ = .

4. Remarque finale
Cet exemple montre la simplicité du calcul des déformations d’une pièce constituée seulement
par des tronçons rectilignes.
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10.2.7  INTÉGRALES  DE  MOHR  DANS  LES  TRONÇONS  CURVILIGNES

L’emploi des intégrales de Mohr permet de trouver aussi les déformations des pièces
cintrées sous l’effet de forces concentrées, de charges réparties ou de couples.

10.2.7.1  INTÉGRATION  DES  FONCTIONS  TRIGONOMÉTRIQUES

Pour calculer les déplacements des points d’un système à tronçons en arc de cercle, il faut
trouver l’intégrale de diverses fonctions trigonométriques. Afin de faciliter cette opération, le
tableau ci-après donne les cas les plus fréquents pour des angles compris entre 0° et 180°.

Tableau 10.1
Fonctions trigonométrique et intégrales

Somme intégrale calculée entre 0° etFonction simple
f(ϕ) f d( )ϕ ϕ

ϕ
⋅z0 45° 90° 135° 180°

sin2ϕ [ϕ - (sin2ϕ)/2]/2 (π/2-1)/4 π/4 (3π/2+1)/4 π/2
cos2ϕ [ϕ + (sin2ϕ)/2]/2 (π/2+1)/4 π/4 (3π/2-1)/4 π/2

sinϕ . cosϕ [- cos2ϕ + 1]/4 1/2 0
(1 - cosϕ) ϕ – sinϕ π/2 –1 π

(1 - sinϕ)2 3 ϕ/2 + 2 cosϕ – (sin2ϕ)/4 3 π/4 3π/2-2
(1 - cosϕ)2 3 ϕ/2 - 2 sinϕ + (sin2ϕ)/4 3 π/4 - 2 3π/2

(1-cosϕ) . sinϕ 1 – cosϕ – (sin2ϕ)/2 1/2 2
(1-cosϕ) . cosϕ sinϕ – ( sin2ϕ)/2 1/2 0

10.2.7.2  DÉFORMATION  D’UN  ANNEAU  OUVERT

Soit un anneau ouvert constitué par un tore sollicité par deux forces F directement
opposées qui tendent à ouvrir cet anneau. Les efforts appliqués dans une section quelconque
sont : l’effort normal FN, l’effort tranchant FT et le moment fléchissant Mf.

Figure 10.14   Déformation d’un anneau fendu sous l’effet de deux forces directement opposées

1. Effort dans une section quelconque
En effectuant une coupe imaginaire dans l’anneau, repérée par l’angle ϕ par rapport à
l’ouverture et le plan d’application des deux forces, les efforts sont :

Effort normal : FN = - F cosϕ,



Energies potentielles

- 228 -

Effort tranchant : FT = - F sinϕ,
Moment fléchissant : Mf = R (1 – cosϕ) F.

2. Déformation due à l’effort normal
L’expression de l’effort normal engendré par la force unitaire est : FN1 = - cosϕ et l’arc
élémentaire de l’anneau s’exprime par : ds = R dϕ. Il en résulte que la déformation est donnée
par :

x
E A

F R F R
E AF ( ) cos cos .FN d= ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ =z1

0

2
ϕ ϕ ϕ

π π

3. Déformation due à l’effort tranchant
L’expression de l’effort tranchant engendré par la force unitaire est : FT1 = - sinϕ et l’arc
élémentaire s’exprime par : ds = R dϕ. La déformation engendrée par cet effort vaut :

x k
G A

F R F R
G AF ( ) sin sin .F czT

d= ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ = ⋅z1 10
90

2
ϕ ϕ ϕ

π π

4. Déformation due au moment fléchissant
Le moment fléchissant provoqué par l’effort unitaire appliqué au même point que la force
réelle F se trouve par : Mf1 = 1 . R (1 – cosϕ). Le déplacement du point d’application de la
force réelle de droite, en supposant la force réelle de gauche produite par un appui
indéformable, se calcule par :

x
E I

F R R R d F R
E IF M( ) ( cos ) ( cos ) .

f
z z

= ⋅ − ⋅ ⋅ − ⋅ ⋅ =z1 1 1 3
0

2 3

ϕ ϕ ϕ
π π

5. Application numérique
Soit un anneau fendu en acier, rayon moyen d’enroulement R = 30 mm à section circulaire de
5 mm de diamètre sollicité par deux forces directement opposées de 50 N. Déterminer les
contraintes et les déformations dans cette pièce.
Module d’élasticité : E = 210 000 N/mm2.
Module de glissement : G = 80 000 N/mm2.
5.1 Contraintes
La section la plus sollicitée se trouve diamétralement opposée à la fente. Le moment
fléchissant vaut : Mf = 60 mm . 50 N = 3000 mm.N.
Le module de résistance à la flexion est : Wz = π 53 mm3/32 = 12,27 mm3.
Contrainte de flexion : σf = Mf/Wz = 3000 mm.N / 12,27 mm3 = 244,5 N/mm2.
Effort normal dans la même section : FN = 50 N.
Aire de la section circulaire : A = π 52 mm2/4 = 19,63 mm2.
Contrainte normale : σN = 50 N / 19,63 mm2 = 2,5 N/mm2.
Contrainte normale maximale : σmax = 244,5 N/mm2 + 2,5 N/mm2 = 247 N/mm2.
5.2 Déformations

En traction compression : yF(FN) = π⋅ ⋅
⋅ ⋅

=
50N 30 mm

21 10 N / mm 19,63 mm
mm4 2 2 0 0011, .

En cisaillement : yF(FT) = 10
9

0 0033⋅
⋅ ⋅

⋅ ⋅
=

π 50N 30 mm
8 10 N / mm 19,63 mm

mm.4 2 2 ,

Moment quadratique de la section : Iz = π 54 mm4/64 = 30,68 mm4.

En flexion : yF(Mf) = 3 50 30
30 68

1 9749
3π ⋅ ⋅

⋅ ⋅
=

N mm
21 10 N / mm mm

mm
3

4 2 4,
, .

Déformation totale : yF = 1,98 mm.
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10.2.7.3  PIÈCE  CINTRÉE  SUR  DEUX  APPUIS  AVEC  UN  PORTE-À-FAUX

Une pièce, à rigidité flexionnelle constante E Iz = cte., se compose principalement de deux
tronçons, le premier rectiligne de longueur l = 2 R, le deuxième curviligne à courbure
moyenne constante R. La pièce est placée sur deux appuis articulés sans frottement B et C. Sur
le premier tronçon, la force active F est placée perpendiculairement à la ligne moyenne du
tronçon. La liaison entre la partie curviligne et la partie rectiligne s’effectue par une liaison
supposée indéformable. Déterminer les déplacements de la section située sur la ligne d’action
de la force active.

Figure 10.15   Déformation d’une pièce cintrée placée sur deux appuis

Déterminons le déplacement du centre de gravité de la section située sur la ligne d’action de
la force F et la rotation au droit de la ligne d’action de cette force.

1. Equilibre de la pièce

Σ M(C) = 0 : - 2 R F + R FB = 0, ⇒ FB = 2 F.
Σ M(B) = 0 : - 3 R F + R FC = 0 ⇒ FC = 3 F.

2. Déplacement vertical de la force F
L’effet de l’effort normal et l’effet de l’effort tranchant sont négligés dans le calcul de toutes
les déformations. La variation du moment fléchissant sous l’action de la force active F est :
1. Dans le tronçon rectiligne : Mf = x F ; Mf1 = x 1.
2. Dans la partie cintrée : Mf = 2 R (1 – cosϕ) F ; Mf1 = 2 R (1 – cosϕ) 1.
Le calcul de la déformation en flexion peut se faire par deux opérations :
- Multiplication des diagrammes des moments fléchissants pour la partie rectiligne.
- Intégration du produit des diagrammes dans la partie cintrée.
Les résultats de ces deux opérations deviennent :

Tronçon rectiligne : y R R F R
E I

F R
E IF C D

z z
( )

( / ) / .− =
⋅ ⋅ ⋅

=
1 2 2 2 4 3 8 3

Partie cintrée : l’intégration s’effectue sur un angle au centre de 3 π/2 :

y
E I

F R R F R
E IF(B C)

z z

d− = − ⋅ = +FHG
I
KJz1 4 1 4 9

4
22 2

0

3 2 3

( cos ) .
/

ϕ ϕ
π π

Déformation totale provoquée par la flexion seule :

y F R
E I

F R
E IF

z z

= +FHG
I
KJ ≈

3 332
3

9 38 941π , .
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3. Déplacement horizontal de la force F
L’équilibre de la pièce complète sous l’action de la force unitaire, supposée agir vers la
gauche, soit Fx = 1, produit des réactions d’appui en B et en C. Ces réactions, sous l’effet de la
force fictive unitaire Fx = 1, valent :

FBx1 = 1, FBy1 = 1, FCy1 = 1.
Sur le tronçon rectiligne, le moment fléchissant est nul puisque la force unitaire est hori-
zontale et la multiplication des diagrammes donne un résultat nul.
Dans la partie cintrée, en commençant le calcul par la somme intégrale à partir du point B, le
moment fléchissant engendré par la force unitaire vaut :

Mf1 = R (1 – cosϕ) . 1 + R sinϕ  . 1.
Intégrons le long de la partie cintrée de la structure :

x
E I

F R R R
z

F d= ⋅ − ⋅ ⋅ − + ⋅ =z1 2 1 1
0

3 4
( cos ) ( cos ) sin

/
ϕ ϕ ϕ ϕ

π

y F R
E I

F R
E Iz z

F = ⋅ + +F
HG

I
KJ ≈

3 39
2

4 1 19 137π , .

Le déplacement du point C s’effectue vers la gauche, le résultat positif confirmant le sens
adopté.

4. Rotation de la section sur la ligne d’action de la force F
Le moment fléchissant unitaire est appliqué au point D : M1 = 1. L’équilibre de l’ensemble
sous l’action de ce couple impose deux réactions d’appui formant aussi un couple opposé à
M1. Les réactions d’appui aux points B et C valent :

FBy1  = - 1/R    et FCy1 = 1/R.
Variation du moment fléchissant engendré par le couple unitaire M1 = 1 :
- Sur le tronçon rectiligne C-D : Mf1(C-D) = 1.
- Dans la partie cintrée C-B : Mf1(C-B) = R (1 – cosϕ) . 1/R.
Recherche de la rotation ϕD de la section par l’intégrale de Mohr :

ϕ
ϕ

ϕD
z z

d 2
d= +

⋅ ⋅ − ⋅
⋅zz x F x

E I
R F R R

E I
R

R 1 12

0

3 4

0

2 cos /
,

/ b gπ

soit : ϕ D
z z z

= + +FHG
I
KJ ≈

2 2 9
4

2 20 137
2 2 2F R

E I
F R
E I

F R
E I

π , .
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10.3  DÉFORMATION  DES  SYSTÈMES  HYPERSTATIQUES

Les méthodes énergétiques permettent aussi de résoudre élégamment les problèmes
hyperstatique. Le système étudié peut être hyperstatique extérieurement ou intérieurement. Ce
dernier cas se rencontre dans les structures triangulées possédant un nombre de barres
supérieur à celui des systèmes statiquement déterminés. Pour les systèmes hyperstatiques
extérieurement, les actions de contact donnent lieu à un nombre d’inconnues supérieur au
nombre d’équations nécessaires à l’équilibre statique.
Le théorème de Castigliano indique que la dérivée partielle de l’énergie potentielle élastique
d’un système par rapport à un effort quelconque est égale au déplacement du point
d’application de cet effort dans sa propre direction. Parmi les inconnues surabondantes,
certaines sont engendrées par les appuis extérieurs du système. Comme les appuis sont
supposés indéformables et sans frottement, les dérivées partielles de l’énergie par rapport à
ces efforts sont aussi nulles.

10.3.1  PRINCIPE  DE  MENABREA  OU  DE  L’ÉNERGIE  MINIMALE

Le travail de déformation total provoqué par les efforts extérieurs accumulés dans le
système représente l’énergie élastique. Cette énergie interne reste toujours positive car
l’expression générale de calcul de cette énergie introduit tous les efforts au carré.
Lorsque la dérivée de l’énergie potentielle est nulle, la dérivée partielle seconde est donc
positive. L’expression de l’énergie accumulée dans un système hyperstatique est minimale
dans ces conditions.
Le principe de l’énergie élastique minimale a été énoncé par Menabrea. Cet énoncé a la teneur
suivante :

   Principe de l’énergie minimale
   Sous l’effet de forces et de couples extérieurs, le système élastique se
   déforme de telle sorte que l’énergie élastique accumulée dans ce système
   soit minimale.

Cette propriété fondamentale permet de résoudre plus aisément les divers problèmes
hyperstatiques qui se présentent souvent dans la technique de l’ingénieur. Plusieurs
applications et méthodes sont à dispositions :
1. Expression de l’énergie élastique accumulée et recherche des efforts surabondants par le

calcul des dérivées partielles.
2. Introduction des intégrales de Mohr et des efforts unitaires, etc.

10.3.1.1  MÉTHODE  DIRECTE

La méthode dite directe utilise le principe de Menabrea et permet de trouver les réactions
hyperstatiques par les équations de la statique et de l’énergie élastique. Pour arriver
facilement à mettre en équation et à résoudre plus facilement les problèmes, il est
recommandé de suivre les points suivants .
1. Isoler le système hyperstatique, mettre en place les forces et les couples connus, placer les

réactions isostatiques, introduire les efforts surabondants en les désignant d’une façon
particulière comme par exemple : F1w, F2w, etc.
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2. Exprimer les valeurs des forces et des efforts inconnus du système isostatique en fonction
des efforts extérieurs surabondants.

3. Déterminer l’expression générale de l’énergie potentielle élastique totale comme une
fonction de second ordre.

4. Calculer les valeurs des forces ou des couples surabondants en recherchant la dérivée
partielle de l’énergie par rapport à cet effort :

∂
∂

=
W
F

u

iw

0, (10.12)

pour chaque effort  Fiw (i = 1, 2, 3, . . . , n).
5. Contrôler finalement l’équilibre statique de la structure après l’élimination de toutes les

inconnues.

10.3.1.2.  STRUCTURE  À  QUATRE  BARRES  PARALLÈLES

Dans la chapitre 2.5, nous avons traité quelques structures hyperstatiques du premier
ordre, donc avec un seul effort surabondant. La solution de ce type de problème était assez
laborieuse et se compliquait sérieusement si l’hyperstatique était d’ordre supérieur. Nous
voulons étudier une structure très simple constituée par quatre barres parallèles, équidistantes,
de même longueur et même aire transversale, reliées par une barres supposée indéformable
sollicitée par une force concentrée F.
L’équilibre de translation et l’équilibre de rotation de la barre inférieure, soumise à l’action de
cinq forces parallèles, montre que la structure est un ensemble hyperstatique de second ordre.
Toutes les barres sont supposées en traction, les forces étant numérotées de 1 à 4.

Equilibre

Σ Y = 0 : F1 + F2 + F3 + F4 – F = 0.
Σ M(1) = 0 : - (a/2) F + a F2 + 2 a F3 + 3 a F4 = 0.

Le système comprend quatre inconnues et seulement deux équations d’équilibre.

Figure 10.16   Système hyperstatique du second ordre avec quatre barres parallèles

Rendons le système primitif isostatique en supprimant en pensée les deux barres intérieures.
Les tensions dans les barres extérieures sont désignées par :

FN1  pour la barre extérieure gauche,
FN4  pour la barre extérieure droite.

Les tensions inconnues dans les deux barres intérieures sont désignées par F2w et F3w.
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Exprimons les tensions dans les barres FN1 et FN2 en fonction de la force extérieure F connue
et des deux tensions surabondantes F2w et F3w. La recherche de l’équilibre s’effectue par deux
sommes de moments par rapport aux points 1 et 4.

Σ M(1) = 0 : FN4 = [(1/2) F – F2w – 2 F3w] / 3.
Σ M(4) = 0 : FN1 = [(5/2) F – 2 F2w – F3w) / 2.

Donnons l’expression générale de l’énergie potentielle élastique accumulée dans les quatre
barres de même aire et de même longueur :

W l
E A

F F F Fu N w w N= + + +
2 1

2
2
2

3
2

4
2c h.

Calculons, à partir de cette expression, les dérivées partielles de l’énergie par rapport aux
deux forces surabondantes 2 et 3 :

∂
∂

=
∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

F
HG

I
KJ =

W
F

l
E A

F F
F

F F
F

F F
F

F F
F

u

w
N

N

w
w

w

w
w

w

w
N

N

w2
1

1

2
2

2

2
3

3

2
4

4

2
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∂
∂
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∂
∂
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∂
∂
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∂
∂
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∂
∂

F
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w
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N
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3
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Après substitution des tensions normales FN1 et FN4, calcul des dérivées partielles et
simplifications, les deux relation se transforment en :

14 F2w + 4 F3w = 11 F/2.
4 F2w + 14 F3w = 7 F/2.

La solution de ce système linéaire à deux inconnues donne :
F2w = FN2 = 0,35 F,

et F3w = FN3 = 0,15 F.
En remplaçant ces deux valeurs dans les expressions tirées de l’équilibre primitif, les deux
autres tensions dans les barres deviennent :

FN1 = 0,55 F,
FN4 = - 0,05 F.

Contrôle de la solution 
La somme des tensions dans les barres et la force extérieure F devient nulle, la somme des

moments de forces vaut aussi zéro. La déformation des barres est telle que les articulations
mobiles sont alignées sur une droite inclinée.

10.3.1.3  POUTRE  RECTILIGNE  HYPERSTATIQUE

Une poutre rectiligne, à rigidité flexionnelle constante, est appuyée à l’extrémité gauche
B, encastrée à l’autre extrémité C. Cette pièce est sollicitée par une charge répartie
uniformément q = constante, l’appui B étant dénivelé de la quantité ∆y.
Soit l la longueur de la poutre, E Iz la rigidité flexionnelle de la pièce, q la charge linéique
constante et x l’abscisse d’une section droite quelconque dans laquelle le moment fléchissant
vaut :

Mfx = x FB – ½ q x2.
Dans cette expression, la réaction d’appui FB est la force surabondante. Proposons-nous de
calculer cette force à partir de l’énergie élastique accumulée dans la barre et du fait que la
barre est dénivelée.
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Figure 10.17   Déformation d’une poutre hyperstatique appuyée à l’une de ses extrémités

L’énergie potentielle élastique vaut :

W M x
E I

l

u
fx

z

d
=

⋅z 2

0 2
.

En appliquant le théorème de Castigliano, la dérivée partielle de l’énergie potentielle élastique
par rapport à la réaction d’appui FB est égale au déplacement du point d’application de cette
force dans sa propre direction :

∂
∂

= ⋅
∂
∂

⋅ = ⋅ −F
HG

I
KJ =

∂
∂

= −
F
HG

I
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z zW
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M
E I
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E I

x F q x x x y
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F E I

F l q l y

l l
u

B

fx

z
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B z
B

u

B z

B

d d2
2

1 1
2

1
3 8
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2

0

3 4

∆

∆

,

.

La réaction d’appui FB vaut :

F q l E I
l

yB
z= + ⋅

3
8

3
3 ∆ .

Variante de solution : Méthode par superposition
Ce même résultat pourrait aussi se trouver par superposition des effets de la charge répartie q
et du déplacement de l’appui B de la quantité ∆y.

Charge répartie q : F q lB1
3
8

= .

Déplacement de l’appui :
∆

∆

y F l
E I

F E I
l

y

=

⇒ = ⋅

B

z

B
z

2
3

2 3

3
3

;

.

Réaction totale : FB = FB1 + FB2 =  3
8

3
3

q l E I
l

y+ ⋅z ∆ .

10.3.2  SOLUTION  PAR  LES  INTÉGRALES  DE  MOHR

Nous avons vu au chapitre 10.2.5 qu’il était possible de trouver le déplacement du point
d’application d’une force dite unitaire en calculant les expressions des intégrales de Mohr,
soit par la méthode analytique, soit par la méthode de multiplication des diagrammes. La
première méthode s’introduit dans les pièces curvilignes, la seconde dans les pièces à
tronçons rectilignes.
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Dans la solution du problème hyperstatique par les intégrales de Mohr, la dérivée partielle de
l’énergie potentielle élastique se calcule par intégration ou par multiplication des diagrammes,
la dérivée partielle étant trouvée par rapport à l’effort inconnu ou surabondant.

10.3.2.1  PRINCIPE  DE  LA  SOLUTION

Pour résoudre les problèmes hyperstatiques au moyen des intégrales de Mohr ou de la
multiplication des diagrammes, il est recommandé de suivre la méthode proposée ci-après :
1. Rendre la structure, primitivement hyperstatique, isostatique en supprimant les liaisons

surabondantes. Cette nouvelle structure, géométriquement définie, est appelée système
principal.

2. Appliquer sur la système principal toutes les forces et tous les efforts connus Fi, toutes les
forces surabondantes Fiw pour rendre ce système équivalent en charge à la structure
primitive.

3. Déterminer l’énergie potentielle élastique totale du système principal en fonction des
efforts connus Fi et des efforts inconnus Fiw.

4. Calculer la valeur des efforts inconnus par la recherche des dérivées partielles de l’énergie
potentielle élastique par rapport aux efforts inconnus Fiw :

∂
∂

= =
W
F

nu

iw

i0 1 2 3( , , ,..., ).

10.3.2.2  CALCUL  DES  DÉRIVÉES  PARTIELLES

Les points 3 et 4 du principe de la solution du problème hyperstatique peuvent se trouver
par les intégrales de Mohr. Pour une structure plane, sollicitée seulement par des efforts situés
dans le même plan, l’expression de la dérivée partielles devient :

∂
∂

= ⋅ + ⋅ ⋅ + ⋅ + ⋅ =z z z zW
F

F F
E A

s F F
G A

k s M M
E I

s M M
G I

su

iw

l l l l
N N1i T N1i

c
f f1i

z

t t1i

t

d d d d
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0. (10.13)

Dans cette expression générale, FN, FT, Mf et Mt sont les efforts réels dans les sections droites
engendrées par tous les efforts extérieurs connus Fi et par tous les efforts surabondants
inconnus Fiw. Les efforts unitaires FN1i, FT1i, Mf1i et Mt1i sont créés par l’action d’une seule
force unitaire inconnue F1iw = 1.
Pour résoudre une structure hyperstatique d’ordre n, il faut étudier n+1 états de charge :
1. Etat de charge principal sous l’effet des forces connues Fi et des forces inconnues Fiw.
2. n états de charge supplémentaires sous l’action chaque fois d’une seule force unitaire : F1iw

= 1.
Le système hyperstatique est rendu isostatique de telle sorte que le système principal devienne
aussi simple que possible. Dans cette méthode, le déplacement d’un point quelconque de la
structure se trouve à partir des efforts dans le système principal ou dans le système donné.

10.3.2.3  CHARPENTE  TRIANGULÉE  SIMPLE

Une poutre triangulée plane se compose de six barres d’aires égales, articulées sans
frottement. Cette structure, isostatique intérieurement, est sollicitée par une force F dirigée
verticalement vers le bas. L’ensemble repose sur trois appuis extérieurs désignés par B, C et
D, voir figure 10.18 à la page suivante.
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Calculer les tensions dans toutes les barres de ce système, les réactions d’appui et le
déplacement du point d’application de la force F.

Figure 10.18   Poutre triangulée plane, hyperstatique extérieurement

1. Efforts dans les barres du système principal
A partir du nœud 1 de la charpente sur lequel est appliquée la force extérieure F, les tensions
dans les barres valent :

FN1-2 = - F FN1-3 = (2)0,5 F FN2-3 = - F FN3-5 = F.
L’équilibre du nœud 2 imposé par les tensions dans les barres et la réaction d’appui FD peut se
représenter par un polygone des forces fermé. La tension inconnue F1w est supposée positive
et vaut :

F1w = (0,5)0,5 FN2-5 – FN1-2.
Finalement, la tension dans la barre oblique 2-5 s’exprime par la relation :

FN2-5 = - (2)0,5 (F + F1w).

2. Efforts dans les barres du système auxiliaire
La force unitaire F1w = 1 est appliquée dans la barre 2-4 et engendre une tension axiale
seulement dans la barre oblique 2-5, les autres tensions dans les barres étant toutes nulles. Il
en résulte :

FN1-2 = FN1-3 = FN2-3 = FN3-5 = 0.
FN2-5 = - (2)0,5.

3. Dérivée partielle de l’énergie potentielle élastique par rapport à F1w

L’énergie et sa dérivée partielle par rapport à l’effort surabondant sont trouvées par
multiplication des tensions réelles dans les barres par les tensions engendrées par la force
unitaire dans les deux barres 2-4 et 2-5.

∂
∂

= ⋅ ⋅ + + =
W
F E A

F F Fu

1w
1w 1w

1 1 2 2 2 0b gd i .

En simplifiant cette expression et en isolant la tension unitaire inconnue F1w, cette dernière
vaut :
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F F1
2 2

1 2 2w = −
+

⋅ .

4. Valeur des réactions d’appui FB, FC et FD

La réaction d’appui au point C s’oppose à la tensions dans la barre 2-4, soit :

F FC =
+

⋅ °
2 2

1 2 2
0( ).

Les réactions aux points B et D se trouvent en recherchant l’équilibre statique de toute la
structure puisque FC est maintenant connue.

Σ M(B) = 0 : - 2 l F + l FD + l FC = 0 FD = 
2 1 2

1 2 2

+

+
⋅

d i
F    (90°).

Σ X = 0 : FBx = 2 2
1 2 2

180
+

⋅ °F ( ).

Σ Y = 0 : FBy = F – FD = −
+

⋅
1

1 2 2
F.

Réaction d’appui résultante au point B :

FB = 3
1 2 2+

⋅F    (199,5°).

Figure 10.19   Equilibre du système et tensions dans les barres

5. Déplacement du point d’application de la force F
Toutes les tensions dans les barres de la structure étant connues, le déplacement du point
d’application de la force active se trouve au moyen de deux forces unitaires selon les axes O x
et O y.
Déplacement horizontal :

xF = F l
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Déplacement vertical :
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≈1 1 2 2 1 1 8

9 4 2
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6 567, .
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10.3.2.4  CADRE  SUR  DEUX  APPUIS

Un cadre symétrique est articulé sur deux appuis fixes B et C. Cette structure est sollicitée
par deux forces équipollentes F. Il s’agit de trouver l’équilibre de l’ensemble, les diagrammes
des efforts sachant que l’aire A de la section de tous les tronçons est constante, la rigidité
flexionnelle E Iz l’est également.
Comme cette pièce travaille essentiellement en flexion, que la longueur de chacun des
tronçons est nettement supérieure aux dimensions transversales, seul l’effort dû à la flexion
est introduit dans l’étude de l’équilibre et de la déformation.

Figure 10.20   Cadre symétrique sur deux appuis articulés fixes

1. Caractéristiques de la structure
Le cadre représenté à la figure 10.20 est symétrique dans ses composantes géométriques et
aussi en charges extérieures. Pour construire le système principal, il est plus simple de
considérer seulement une partie de la structure, par exemple les tronçons situés à gauche de
l’axe de symétrie. Dans la section coupée, coïncidant avec l’axe de symétrie, les seuls efforts
sont :
1. L’effort normal FN, supposé positif.
2. Le moment fléchissant Mf.
3. L’effort tranchant est nul afin de satisfaire la condition de symétrie de la charge sur la

structure complète.

2. Equilibre du demi cadre
L’équilibre du système principal se trouve par les trois équations d’équilibre statique à partir
des forces extérieures, des efforts intérieurs dans la section imaginaire et à la force
surabondante F1w qui correspond à la composante horizontale FBx de la réaction d’appui au
point B.

Σ X = 0 : FN = - F1w.

Σ Y = 0 : FBy = F.

Σ M(B) = 0 : Mf = a (F + 2 F1w).

3. Valeur de la force surabondante
Les effets des efforts normaux et tranchants dans les tronçons rectilignes du cadre sont
négligés dans la recherche de l'énergie élastique. La valeur du moment fléchissant dans le
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système principal et dans le système auxiliaire, sollicité par la force unitaire F1w = 1, est
donnée sur la figure 10.20 à droite.
La valeurs de la force surabondante F1w est trouvée par calcul, au moyen de la méthode de
multiplication des diagrammes, de la dérivée partielle de l’énergie potentielle élastique par
rapport à cette force, soit :

 ∂
∂

= ⋅ ⋅ + ⋅ + ⋅ + ⋅ ⋅ + + + ⋅ ⋅L
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QP =zW

F E I
a a F a a F a F y F a y y a F F a a

a
u

w z
w w w wd

1
1 1 1 10

1 1
2

2
3 2

2 2 0b g b g b g .

Après simplification de ces divers termes, l’expression contenant la force extérieure F et la
force surabondante F1w se réduit à :

14
3

5
2

01F Fw + = .

La force surabondante vaut : F1w = - 15 F/28.
La composante horizontale de la réaction d’appui au point B est donc négative, contrairement
à l’hypothèse initiale dans la mise en équilibre. Cette réaction vaut :
Composante horizontale : FBx = - 15 F/28.
Composante verticale : FBy = F.
Réaction d’appui en B : FB = 1,134… F (118,2°).

Figure 10.21   Diagrammes des efforts dans le cadre hyperstatique

4. Diagrammes des efforts
L’équilibre de la structure étant maintenant connu, les diagrammes des efforts normaux et
tranchants, des moments fléchissants peuvent se construire aisément, comme représenté sur la
figure 10.21.

10.3.3.  MÉTHODE  DES  FORCES

Les problèmes hyperstatiques traités jusqu’ici sont des problèmes hyperstatiques du
premier ordre dans la plupart des cas. Si le problème est hyperstatique d’ordre supérieur, le
calcul de plusieurs dérivées partielles fait apparaître un système d’équations linéaires et
nécessite la recherche de la solution. La méthode des forces, traitée dans ce chapitre, utilisée
pour lever l’indétermination statique des structures, peut aussi bien s’introduire dans le calcul
des cadres et portiques que dans les anneaux fermés. Elle consiste à remplacer les liaisons
extérieures et intérieures surabondantes par des forces et des couples.
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10.3.3.1  PRINCIPE  DE  LA  MÉTHODE  DES  FORCES

Pour lever l’indétermination statique de la structure, le système donné est tout d’abord
rendu statiquement déterminé en supprimant, en pensée, les liaisons extérieures et ou
intérieures surabondantes. Ce nouveau système est dénommé : système principal. Le principe
de la méthode de calcul utilise le théorème de Menabrea : les valeurs des efforts surabondants
inconnus sont tels que les forces généralisées, appliquées sur la structure, produisent le travail
minimal.
Le déplacement au point i provoqué par la force surabondante Fwk est désigné par δik. Comme
prévu sous 10.1.7, ce déplacement peut aussi s’exprimer en fonction de la force ou du couple
désigné par Fwk par le produit du coefficient d’influence cik par la valeur de la force Fwk :

δik = cik
 . Fwk. (10.12.1)

Le déplacement au même point i, engendré par l’ensemble des forces connues sera représenté
par δiF. Exprimons par exemple le déplacement du point fixé 1 dans la direction et le sens de
la force surabondante Fw1 sous l’effet de toutes les forces surabondantes inconnues et les
forces extérieures connues en utilisant le principe de superposition des effets des forces et des
couples :

c11
 . Fw1 + c12

 . Fw2 + c13
 . Fw3 + . . .  + c1n

 . Fwn + δ1F = 0. (10.12.2)
Il est ainsi possible d’écrire n relations semblables pour chaque point où agit une force
surabondante inconnue. Le système hyperstatique se résout à partir d’un système d’équations
linéaires de forme canonique suivante :
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(10.12.3)

Les coefficients d’influence cik sont déterminés par l’une des méthodes connues comme par
exemple l’intégrale de Mohr dans les tronçons curvilignes, par multiplication des diagrammes
dans les tronçons rectilignes ou tout simplement lus dans des tables. En choisissant
convenablement le système principal, il est avantageux de tendre à obtenir à ce que le plus
grand nombre de coefficients non diagonaux soit nul.
La relation matricielle ci-dessus peut aussi s’écrire sous la forme condensée suivante :

C . Fw + D = 0. (10.12.4)
C matrice des coefficients d’influence de dimensions n x n.
Fw vecteur des forces surabondantes.
D vecteur des déplacements des points.

10.3.3.2  REMARQUES  COMPLÉMENTAIRES

L’utilisation de la méthode des forces fait intervenir les remarques suivantes :
1. Le système hyperstatique d’ordre n doit être étudié dans n + 1 états : dans l’état principal

sous l’action de toutes les forces données et dans n états supplémentaires sous l’action de
chacun des efforts inconnus Fwi surabondants.

2. Si le système hyperstatique est soumis seulement à l’action d’une variation de température,
le dernier terme de chaque équation sera δit, déplacement correspondant à la i-ième force
inconnue surabondante dans le système principal engendré par la variation de température.
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Si le système est soumis simultanément à l’action d’une variation de température et des
charges extérieures, le dernier terme de chaque équation comprend deux termes. Chaque
équation doit contenir la somme des deux déplacements : δiF + δit.

3. Les erreurs ou imprécisions de fabrication ou de montage seront exprimées dans le dernier
terme de l’équation par : δi∆l, déplacement correspondant à la i-ième force surabondante du
système principal, engendré par l’imprécision ∆l de fabrication ou de montage.

4. Dans la plupart des problèmes hyperstatiques à barres rectilignes ou curvilignes à faible
courbure, l’effet de l’effort normal et de l’effort tranchant est négligeable vis à vis de l’effet
du moment fléchissant et du moment de torsion. Les efforts force seront abandonnés dans
la recherche des équilibres du système, mais retenus dans le contrôle des contraintes.

10.3.3.3   MÉTHODE  DE  RÉSOLUTION

La méthode de résolution consiste essentiellement à calculer les coefficients d’influence
cij de la matrice carrée. Ces coefficients, accompagnant les inconnues Fwj, représentent les
déplacements unitaires du système principal, rendu isostatique, engendrés par les forces et les
couples unitaires agissant suivant les directions des liaison éliminées. Le coefficient cij du
système linéaire représente le déplacement suivant la direction i, créé par un effort unitaire,
force ou couple, suivant la direction j.
La méthode de résolution sera la suivante :
1. Choisir le système isostatique principal obtenu par élimination des liaisons surabondantes

du système donné primitivement.
2. Remplacer les liaisons éliminées par des efforts inconnus agissant suivant la direction de

ces liaisons : forces pour les translations, couples pour les rotations.
3. Former les équations linéaires exprimant les déplacements du système principal suivant les

directions des liaisons éliminées, sous l’effet des efforts qui les remplacent et sous l’effet
des charges réellement appliquées, et égaler à zéro.

4. Appliquer successivement sur le système principal les efforts unitaires Fw1, Fw2, … , Fwn et
construire les diagrammes unitaires. Construire également les diagrammes engendrés par
les charges réelles.

5. Déterminer tous les coefficients d’influence des inconnues du système d’équations linéaires
en multipliant les diagrammes cités  dans le point précédent.

6. Déterminer les termes connus et constantes en multipliant les diagrammes unitaires par les
diagrammes engendrés par les charges réelles.

7. Résoudre le système d’équations linaires par une méthode de calcul appropriée, par
exemple la méthode de Gauss ou par inversion de la matrice des coefficients, d’où
recherche des forces Fwi.

8. Trouver les valeurs résultantes par superposition des effets partiels. Appliquer au système
principal tous les efforts inconnus ainsi que les charges réelles

10.3.3.4  CADRE  À  APPUIS  ENCASTRÉS

Le problème à résoudre se compose d’un cadre à rigidité flexionnelle E Iz constante,
sollicité par une charge répartie uniformément q sur l’un des côtés verticaux, encastré dans
deux appuis rigides B et C. Les efforts dans les deux appuis et les diagrammes des efforts
doivent être trouvés.
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1. Equilibre et degré d’hyperstaticité
L’ensemble est retenu par deux appuis encastrés B et C. Les réactions forces comprennent
chacune deux composantes FBx, FBy, FCx, FCy. L’encastrement de ces appuis génère des
couples MB et MC. Le nombre total d’inconnues est six alors que l’équilibre statique permet de
lever seulement trois inconnues. Le problème est un hyperstatique de troisième ordre.

Figure 10.22   Cadre rectangulaire, avec deux extrémités encastrées, sollicité
par une charge répartie q

2. Composition du système principal
La structure fondamentale est rendue isostatique en libérant l’appui C du cadre. L’encas-
trement du tronçon est remplacé par trois efforts inconnus :
2.1 Une composante horizontale de la réaction force : Fw1.
2.2 Une composante verticale de la réaction force : Fw2.
2.3 Une composante couple de la réaction d’appui : Fw3.
Le système d’équations linéaires comporte trois inconnues. Sa forme générale est la suivante :
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3. Valeur des coefficients d’influence
Donnons la méthode pour calculer les coefficients d’influence de la première ligne ainsi que
la valeur de la constante δ1F. Comme tous les tronçons de la structure sont rectilignes, la
méthode par multiplication des diagrammes est applicable et plus simple à retenir.
1. Coefficient d’influence c11 : produit du diagramme de Fw1 = 1 par lui même.
2. Coefficient d’influence c12 : produit du diagramme de Fw1 = 1 par le diagramme de Fw2 = 1.
3. Coefficient d’influence c13 : produit du diagramme de Fw1 = 1 par le diagramme de Fw3 = 1.
4. Constante δ1F : produit du diagramme sous l’effet des efforts réels par le diagramme de

l’effort unitaire Fw1 = 1.
Les autres lignes du système d’équations linéaires contenant les coefficients d’influence et la
constante sont construites de la même façon.
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4. Calcul des coefficients d’influence et des constantes
Dans le principe du calcul donné ci-après, les coefficients d’influence jouissent la propriété :
cij = cji. La matrice des coefficients d’influence est donc symétrique. La solution d’un système
d’équations linéaires à matrice est fortement simplifié, surtout si ce système comprend de
nombreuses inconnues.
Moment fléchissant engendré par la charge répartie sur le tronçon vertical de gauche :

Mf(B) = 3/2 . a . 3 a . q = 9/2 . q a2 = 4,5 q a2.
Coefficients d’influence de la première ligne après simplification par la rigidité flexionnelle E
Iz :

c11 = ½ . 3 a . 3 a . 2 a + 2 a . 3 a . 3 a + ½ 3 a . 3 a . 2 a = 36 a3.
c12 = ½ . 2 a . 2 a . 3 a + ½ 3 a . 3 a . 2 a = 15 a3.
c13 = ½ . 3 a . 3 a . 1 + 2 a . 3 a . 1 + ½ 3 a . 3 a . 1 = 15 a2.
δ1F = - 1/3 . 3 a . 9/2 . q a2 . 1/4 . 3 a = - 27/8 q a4.

Coefficients d’influence et constante de la ligne 2 après simplification par E Iz :
c21 = c12 = 15 a3.
c22 = ½ . 2 a . 2 a . 2/3 . 2 a + 3 a . 2 a . 2 a = 44/3 a3.
c23 = c32 = ½ . 2 a . 2 a . 1 + 3 a . 2 a . 1 = 8 a2.
δ2F = - 1/3 . 3 a . 9/2 . q a2 . 2 a = - 9 q a4.

Coefficients d’influence et constante de la ligne 3 après simplification par E Iz :
c31 = c13 = 15 a2.
c32 = c23 = 8 a2.
c33 = 3 a . 1 . 1 + 2 a . 1 . 1 + 3 a . 1 . 1 = 8 a.
δ3F = - 1/3 . 3 a . 9/2 . q a2 . 1 = - 9/2 . q a3.

Le système linéaire sous forme matricielle, après simplification par la grandeur a, s’écrit sous
la forme :
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La solution du système d’équations linéaires donne le résultat :
Fw1 = FCx =  - 0.6429 q a.
Fw2 = FCy =  0.67500 q a.
Fw3 = M(C) = 1.09286 q a2.

Les efforts inconnus et surabondants étant connus, il est possible de trouver l’équilibre
statique du cadre. Les réactions d’appui au point B valent :

FBx = - 2,357 q a.
FBy = - 0.675 q a.
M(B) = 2,057 q a2.

Le diagramme des moments fléchissants résultants est donné dans la figure 10.22 à droite en
bas.

5. Contrôle du résultat par les éléments finis
La structure a été modélisée au moyen de l’élément poutre 2D et chargé sur la face gauche.
L’effort normal intervient dans la solution (traction ou compression + flexion).
Appui B : FBx = - 2,358 q a,   FBy = - 0,671 q a, M(B) = 2,065 q a2.
Appui C : FCx = - 0,642 q a,    FCy = 0,601 q a, M(C) = 1,095 q a2.
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10.3.4  CONSIDÉRATIONS  SUR  LES  ANNEAUX  À  PAROIS  MINCES

On appelle anneau plan à paroi mince une structure élastique formant un contour fermé
dont la dimension transversale, c’est-à-dire l’épaisseur, est beaucoup plus petite que les
dimensions longitudinales.
Soit un anneau plan à paroi mince de forme quelconque sollicité par des forces concentrées ou
réparties. Coupons en pensée cette pièce en deux tronçons. Dans le cas général, la réduction
des forces et couples extérieurs aux centres de gravité des deux sections imaginaires fait
apparaître une résultante générale décomposable en un effort normal FN et un effort tranchant
FT, et un couple principal Mf égal au moment fléchissant.

Figure 10.23   Anneau plan à paroi mince : efforts intérieurs dans un tronçon isolé

La mise en équilibre statique du tronçon isolé permet de poser trois équations d’équilibre
alors que la nombre d’inconnues est six. Le problème est donc hyperstatique du troisième
ordre. Le calcul des anneaux à parois minces peut s’effectuer au moyen du théorème de
l’énergie accumulée minimale, donc par la méthode des forces. Comme l’épaisseur de la paroi
est faible, il suffit de retenir seulement les déformations de flexion de la structure et
d’admettre une répartition linéaire de la contrainte de flexion. Les déformations provoquées
par les efforts normaux et tranchants restent négligés dans la recherche de l’équilibre.
Pour les anneaux géométriquement symétriques, sollicités aussi par des efforts symétriques,
les efforts tranchants sont nuls dans les deux sections droites qui coïncident avec les plans de
symétrie. Les efforts inconnus surabondants sont alors le moment fléchissant et l’effort
normal. Habituellement, la solution de ce problème particulier consiste à étudier seulement
l’une des moitiés symétrique de l’anneau.

Figure 10.24   Anneau géométriquement symétrique sollicité symétriquement

Si l’anneau mince fermé est géométriquement symétrique par rapport à deux plans
perpendiculaires et si les efforts appliqués sur la pièce le sont également, les efforts tranchants
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sont nuls dans les sections qui coïncident avec les deux plans de symétrie. Les efforts
normaux dans les mêmes sections peuvent se trouver à partir de la somme des projections des
forces extérieures appliquées sur le quart d’anneau. Pour trouver la valeur du moment
fléchissant inconnu, il est possible de considérer seulement un quart de la pièce compris entre
deux plans de symétrie rectangulaires.

Figure 10.25   Anneau mince à deux plans de symétrie rectangulaires :
Géométrie et charges

Enfin, si l’anneau à paroi mince possède plus de deux plans de symétrie géométrique et de
charge, les efforts tranchants, dans toutes les sections droites situées dans les plans de
symétrie, sont nuls.

10.3.4.1  MAILLON  DE  CHAÎNE

Une chaîne de levage, selon figure 10.26, se compose d’un certain nombre de maillons
sollicités chacun par deux forces axiales F directement opposées. Il s’agit de trouver les
efforts dans un maillon et de construire les diagrammes des moments fléchissants.

1. Hypothèses initiales
Les déformations dues à l’effort normal et à l’effort tranchant sont supposées négligeables, la
rigidité flexionnelle du maillon est constante : E Iz = cte.

Figure 10.26   Maillon d’une chaîne en traction : efforts extérieurs, étude du quart d’anneau,
diagramme des moments fléchissants

2. Solution au moyen du principe de Menabrea
Valeur du moment fléchissant dans le tronçon rectiligne :  Mf = F1w.
Valeur du moment fléchissant dans le tronçon en arc de cercle :
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Mf = F1w – R (1 – cosϕ) . F/2.
Calcul de la dérivée partielle de l’énergie élastique accumulée par rapport à l’effort
surabondant F1w :

∂
∂

= ⋅ ⋅ ⋅ + − −L
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UVW =zzW
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F dx F R F R
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Après intégration et simplification, l’expression devient :

F a R F R
1

2

2 2 2 2
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I
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I
KJ

π π .

Le moment fléchissant dans la section médiane se trouve finalement par :

F1w = Mf = π
π

/
/

.2 1−
+

⋅
a R

F R

Le moment fléchissant sur la ligne d’action des deux forces opposées extérieures se trouve
par :

Mf(F) = F1w – R F/2 = 1 2+
+

⋅
a R

a R
F R/ ( )

/
.

π

3. Solution par la méthode des forces
Comme le maillon possède une structure hyperstatique du premier ordre, la valeur du moment
fléchissant dans la section imaginaire, effort surabondant F1w, se trouve à partir d’une seule
équation linéaire de la forme générale :

c11
 . F1w + δ1F = 0.

L’effort surabondant vaut : F1w = - δ1F / c11

Calculons les valeurs de la constante δ1F et du coefficient d’influence c11 par intégration :
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Finalement, le moment fléchissant dans la section imaginaire se trouve par :

Mf(F) = F1w = π /
π

2 1−
+

⋅
a R

F R
/

.

4. Déformation longitudinale de l’anneau
Pour calculer la déformation longitudinale d’un maillon dans la direction des deux forces
extérieures F, la force unitaire F1 = 1 est placée dans la section coupée précédente. Seule la
partie cintrée de l’anneau intervient dans le calcul de la déformation engendrée par la flexion
de ce tronçon. Les moments fléchissants valent :
Effet de la force F : Mf(F) = F1w – R (1 – cosϕ) . F/2.
Effet de la force F1 : Mf1 = - R (1 – cosϕ).
Allongement du maillon provoqué seulement par le moment fléchissant :
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Finalement :
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10.3.4.2  POUTRE CINTRÉE  ENCASTRÉE  AUX  DEUX  EXTRÉMITÉS

Une poutre cintrée, à rigidité flexionnelle constante E Iz = cte., se composant d’un tronçon
rectiligne et d’un tronçon en quart de cercle, est encastrée aux deux extrémités B et C. Cette
pièce est sollicitée par une force concentrée F appliquée au raccordement entre la partie
curviligne et la partie rectiligne. Trouver l’équilibre de la poutre, soit les réactions d’appui FB
et FC. Construire le diagramme des moments fléchissants dans la pièce.

Figure 10.27   Pièce cintrée, encastrée aux extrémités, sollicitée par une force concentrée

Pour résoudre ce problème hyperstatique du troisième ordre, supprimons en pensée
l’encastrement en B afin de rendre la structure isostatique. Remplaçons cet appui encastré par
trois efforts :
Composante force horizontale de la réaction d’appui : FBx = F1w.
Composante force verticale de la réaction d’appui : FBy = F2w.
Composante couple de la réaction d’appui : M(B) = F3w.
Comme les dimensions transversales de la pièce sont faibles vis à vis de la longueur, le calcul
de l’énergie élastique accumulée dans la pièce se limite à l’énergie élastique de flexion. Les
efforts normaux et tranchants sont négligés.
Dans la pièce rendue isostatique, le moment fléchissant est engendré par les trois efforts
surabondants et par la force extérieure F.

1. Calcul des coefficients d’influence et des constantes
L’énergie élastique dans le tronçon curviligne est calculée par les intégrales de Mohr, celle
dans le tronçon rectiligne par la méthode de multiplication des diagrammes.

E Iz c11 = a a a a a a⋅ − + ⋅ ⋅ = +FHG
I
KJ ⋅z sin .

/
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ϕ ϕ ϕ1 3
2

2
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2 3b gπ

E Iz c13 = E Iz c31 = 2 a2.
E Iz c23 = E Iz c32 = - (π + 1) . a2/2.
E Iz c22 = (3 π/4 + 1/3) a3.
E Iz c33 = (π/2 + 1) . a.
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Figure 10.28   Diagrammes unitaires et résultant pour les moments fléchissants

E Iz δ1F = ½ a . a F . a = F a3/2.
E Iz δ2F = - ½ a . a F . 5 a/3 = - 5 F a3/6.
E Iz δ3F = ½ a . a F . 1 = F a2/2.

2. Solution du système linéaire
Après simplification par  a . E Iz, le système d’équations linéaires s’écrit :
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Les inconnues valent :
F1w = FBx = 0,65103 F, F2w = FBy = 0,66944 F, F3w = M(B) = - 0,16174 F a.

Le diagramme des moments fléchissants résultants est donné sur la figure 10.28 en bas à
droite. L’équilibre de la pièce impose encore les composantes de la réaction d’appui au point
C :

FCx = -0,65099 F, FCy = 0,33058 F, M(B) = - 0,15043 F a.
Réactions force aux points B et C :

FB = 0,93380 F (45,8°) FC = 0,73012 F (153,1°).
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CHAPITRE  11

RELATIONS  FONDAMENTALES  DE  L’ÉLASTICITÉ

CRITÈRES  DE  RÉSISTANCE

Ce chapitre traite les problèmes élémentaires liés à l’élasticité des corps et à la résistance
des matériaux, les déformations pour des structures composées principalement de barres, soit
articulées sans frottement à leurs extrémités, soit des poutres possédant la possibilité de
transmettre des efforts normaux et tranchants, des moments de flexion ou de torsion. En
général, nous admettrons que les corps en étude sont homogènes, isotropes, limités dans
l’espace. De plus, les charges et les déformations des corps sous l’effet des charges
extérieures s’effectuent très lentement et les corps retrouvent leur forme primitive après
suppression des efforts extérieurs.

11.1  ÉTAT  DE  CONTRAINTE  SPATIAL

Soit un corps solide, de forme quelconque, en équilibre statique, sollicité extérieurement
par des forces F1, F2, … , Fn et/ou par des couples de forces M1, M2, … , Mm quelconques.

11.1.1  TENSEUR  DE  CONTRAINTE

Découpons dans ce corps un parallélépipède rectangle élémentaire de dimensions dx, dy et
dz, au voisinage du point étudié de sorte que les contraintes normales et tangentielles sur les
faces opposées ne varient que de valeurs infiniment petites. Négligeons dans un premier
temps ces variations de contrainte. Le parallélépipède est repéré par rapport à un système de
référence orthonormé O x y z.

Figure 11.1   Corps solide élastique sollicité par des forces extérieures
Parallélépipède rectangle élémentaire et état de contrainte sur les faces visibles

11.1.1.1  CONTRAINTES  SUR  LES  FACES

Par convention, les contraintes normales σ sont positives si elles produisent une traction
sur la face élémentaire du parallélépipède, elles sont négatives dans le cas contraire. Les
diverses contraintes tangentielles τ, projetées suivant les directions parallèles aux axes de
référence, sont affectées du signe correspondant à leur sens par rapport à l’axe. En élasticité
plane, ces contraintes tangentielles obéissent à la règle des signes exposée au chapitre 3.2.
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Dans le cas général, chaque face du parallélépipède rectangle élémentaire contient trois
contraintes parallèles aux axes du système de référence :
1. Une contrainte σ  normale à la face.
2. Deux contraintes composantes  rectangulaires τ, placées tangentiellement sur la face, paral-

lèle aux axes de référence.
Dans l’espace, il existe au total neuf contraintes composantes :
1. Trois contraintes normales σx, σy, σz.
2. Six contraintes tangentielles désignées selon les règles d’indice exposées au chapitre 3.2,

soit le premier indice → axe perpendiculaire à la face, second indice → axe parallèle à la
contrainte. Ces contraintes de cisaillement sont :
2.1 Sur la face perpendiculaire à l’axe O x : τxy et τxz.
2.2 Sur la face perpendiculaire à l’axe O y : τyx et τyz.
2.3 Sur la face perpendiculaire à l’axe O z : τzx et τzy.

Le principe de la réciprocité des contraintes tangentielles, qui ne peut pas être mis en défaut,
est également applicable en élasticité tridimensionnelle. Il est donc possible d’écrire :

τxy = τyx, τyz = τzy, τzx = τxz.

11.1.1.2  CONTRAINTES  SUR  UNE  FACE  OBLIQUE

Cherchons la valeur des contraintes normale et tangentielle en un point placé sur une face
orientée dans l’espace, définie par la direction normale O n ou par les angles directeurs de cet
axe α, β et γ. Dans ce but, découpons dans le parallélépipède élémentaire un tétraèdre
élémentaire dont trois faces coïncident avec les plans de coordonnées. Soit O n la normale à la
quatrième face, constitué par le triangle B C D, figure 11.2.

Figure 11.2   Découpage d’un tétraèdre dans le parallélépipède élémentaire
Direction normale O n et contraintes sur la face oblique

La contrainte résultante et totale sur la face oblique, désignée par la lettre Φ, est définie par la
relation :

r r r
r

re e e d
d

e d
dn tΦ = + = =σ τ

F
A

F
A

, (11.1.1)

avec :
e vecteur unitaire dirigé dans le sens et la direction de la force élémentaire dF,
en vecteur unitaire dirigé suivant la normale à la surface dA,
et vecteur unitaire placé dans le plan de la surface dA.

Les composantes rectangulaires de la contrainte totale Φ selon le système de référence du
tétraèdre O x y z, sont  Φx, Φy et Φz, reliées à la contrainte totale par l’expression :

e Φ = i Φx + j Φy + k Φz , (11.1.2)
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avec : i, j, k, les vecteurs unitaires des axes selon le système de référence O x y z.
Si dA est la surface élémentaire triangulaire, limitée par les sommets B C D, les aires des trois
autres triangles élémentaires, définissant les autres faces du tétraèdre, valent respectivement :

dAOCD = dAx = dA cosα,
dAODB = dAy = dA cosβ,
dAOBC = dAz = dA cosγ.

Exprimons l’équilibre du volume élémentaire tétraédrique en tenant compte de toutes les
forces élémentaires provoquées par les contraintes normales et tangentielles sur les trois faces
orthogonales et sur la face oblique :

Σ X = 0 : Φx = σx cosα + τyx cosβ + τzx cosγ,

Σ Y = 0 : Φy = σy cosβ + τxy cosα + τzy cosγ,

Σ Z = 0 : Φz = σz cosγ + τzx cosα + τyz cosβ. (11.1.3)
En remplaçant les surfaces triangulaires orthogonales par leur expression  en fonction de l’aire
élémentaire dA du triangle oblique et après simplification, les composantes axiales de la
contrainte totale se trouvent par :
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Cette relation matricielle peut aussi s’écrire sous la forme :
{Φ} = [T] . {c}. (11.1.5)

avec :
{Φ}T = { Φx     Φy     Φz},
{ c }T = { cosα   cosβ   cosγ},

[ T ] = 
σ τ τ
τ σ τ
τ τ σ

x yx zx

xy y zy

xz yz z

F

H
GGG

I

K
JJJ

.

Dans ces diverses expressions, {Φ} est le vecteur des contraintes axiales, {c} le vecteur des
cosinus directeur, [T] est la matrice du tenseur des contraintes. En appliquant le principe de la
réciprocité des contraintes tangentielles, la matrice du tenseur des contraintes est symétrique.
Il en résulte l’égalité :

[ T ] = [ T ]T.

11.1.1.3  CONTRAINTES  NORMALE  ET  TANGENTIELLE

Si l’orientation du système de coordonnées O x y z est modifié, la matrice du tenseur des
contraintes au point étudié change également bien que l’état général de contrainte reste
invariable. Les contraintes normale et tangentielle sur les faces rectangulaires du tétraèdre
élémentaire dépendent donc de la position du système cartésien de référence. La contrainte
résultante totale sur la quatrième face triangulaire, définie par la normale O n, peut se
décomposer en deux composantes rectangulaires :
1. Une contrainte normale σ selon la direction de la normale O n composée des projections

des composantes de la contrainte totale Φ sur cette normale.
2. Une contrainte tangentielle τ située dans le plan de la face triangulaire oblique par projec-

tion de la contrainte totale Φ sur ce plan.
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Figure 10.3  Décomposition de la contrainte totale Φ sur la face oblique
en composantes normale et tangentielle

La somme des projections des composantes rectangulaires de la contrainte totale Φ sur la
normale O n à la face permet de trouver la contrainte normale σ sur la face oblique :

σ = Φx cosα + Φy cosβ + Φz cosγ. (11.2.1)
En remplaçant ces composantes par leurs valeurs, fonction des contraintes normales et
tangentielles sur les faces orthogonales, la contrainte normale se trouve également par :

σ = σx cos2α + σy cos2β + σz cos2γ + 2 τxy cosα cosβ + 2 τyz cosβ cosγ + 2 τzx cosγ cosα.
D’une manière analogue, la contrainte tangentielle, située dans le plan oblique triangulaire,
peut se trouver à partir de :

Φ2 = σ2 + τ2, (11.2.2)

d’où : τ σ σ= − = + + −Φ Φ Φ Φ2 2 2 2 2 2
x y zd i . (11.2.3)

Finalement, l’angle compris entre la contrainte totale Φ et la normale à la surface oblique
définie par O n se calcule par :

ϕ
τ
σ

= F
HG
I
KJarctan . (11.2.4)

Les expressions développées au paragraphe 3.2 pour l’état de contrainte plan représentent un
cas particulier de l’état de contrainte tridimensionnel.

11.1.1.4  CONTRAINTES  PRINCIPALES

Comme pour l’état de contrainte plan, paragraphe 3.2.4, il doit exister un état de
contrainte spatial pour lequel seules les contraintes normales sont présentes sur les facettes du
parallélépipède rectangle élémentaire. Dans ce cas particulier et important d’état de
contrainte, la contrainte résultante agissant sur la facette doit se confondre avec la contrainte
normale, sa direction avec celle de l’axe O n, la composante tangentielle étant nulle. Cette
contrainte correspond alors à une contrainte principale puisque la contrainte tangentielle est
nulle sur cette facette. Désignons simplement par σ cette contrainte normale et projetons cette
contrainte sur les axes du système de référence primitif O x y z.
Les composantes sont :
1. Composante suivant l’axe O x : Φx = σ cosα,
2. Composante suivant l’axe O y : Φy = σ cosβ,
3. Composante suivant l’axe O z : Φz = σ cosγ.
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Substituons ces valeurs particulières dans l’expression générale de l’équilibre du parallélé-
pipède élémentaire et mettons en évidence les cosinus directeurs. L’écriture matricielle de
cette transformation prend la forme :
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(11.3.1)

Cette expression représente un système de trois équations linéaires homogènes. Comme la
somme des carrés des cosinus directeurs est égal à un, le système admet une solution non
triviale si le déterminant de la matrice carrée symétrique des contraintes est égal à zéro, soit :

σ σ τ τ
τ σ σ τ
τ τ σ σ

x yx zx

xy y zy

xz yz z

−
−

−
= 0. (11.3.2)

En développant le déterminant, l’expression générale du déterminant en fonction des contrain-
tes normales et tangentielles sur les facettes rectangulaires s’écrit :

σ3 – J2 σ2 + J1 σ – J0 = 0, (11.3.3)
avec :

J2 = σx + σy + σz,
J1 = σx σy + σy σz + σz σx – (τ2

xy + τ2
yz + τ2

zx),
J0 = σx σy σz + 2 τxy τyz τzx – (σx τ2

yz + σy τ2zx + σz τ2
xy).

La solution de l’équation du troisième degré fait apparaître trois valeurs réelles qui
correspondent aux contraintes principales :
1. Selon l’axe principal O 1 : σ1,
2. Selon l’axe principal O 2 : σ2,
3. Selon l’axe principal O 3 : σ3.
La grandeur des contraintes principales en un point du corps ne dépend pas de l’orientation
primitive du système de référence O x y z. Les coefficients et constante de l’équation du
troisième degré sont appelés les invariants de l’état de contrainte. Si l’une des contraintes
principales est nulle, l’état de contrainte est plan et si deux contraintes principales sont nulles,
l’état de contrainte est uniaxial. Pour l’état de contrainte principal, le déterminant du tenseur
de contrainte devient :

σ
σ

σ

1

2

3

0 0
0 0
0 0

0= . (11.3.4)

Les invariants de l’état de contrainte principal s’écrivent facilement sous la forme :
J2 = σ1 + σ2 + σ3,
J1 = σ1 σ2 + σ2 σ3 + σ3 σ1,
J0 = σ1 σ2 σ3.
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Exemple de recherche des contraintes principales
Un état de contrainte est défini dans l’espace par les valeurs suivantes :
σx = -100 ; σy = 150 ; σz = 50.
τxy = τyx = 65 ; τxz = τzx = 80 ; τyz = τzy = 25.

Déterminer les contraintes principales en un point du corps après avoir écrit le tenseur des
contraintes.

Tenseur des contraintes : [ T ] = 
−F

H
GG

I

K
JJ

100 65 80
65 150 25
80 25 50

.

L’équation du troisième degré, correspondant à cet état de contrainte, s’écrit :
σ3 – 100 σ2 – 23750 σ + 1598750 = 0.

La solution de l’équation cubique ou la recherche des valeurs propres du tenseur de contrainte
donne les trois contraintes principales, soit pour des grandeurs arrondies à 0,1 près :

σ1 = 182,2.
σ2 = 61,2.
σ3 = - 143,4.

11.1.2  TRICERCLE  DE  MOHR

L’étude de la variation des contraintes normales et tangentielles en un point quelconque
d’un corps sollicité par des efforts dans un état de contrainte plan est facilitée par la
construction du cercle de Mohr, voir paragraphe 3.2.4. Cette construction graphique peut
s’étendre à l’état de contrainte tridimensionnel.

11.1.2.1  CONSTRUCTION  DU  TRICERCLE  DE  MOHR

Les relations générales se simplifient fortement si le système de référence orthonormé,
adopté dans l’étude des contraintes en un point, coïncide avec les directions principales. Soit
O 1 2 3 le système de coordonnées principal et soit les contraintes principales dont les valeurs
correspondent exactement à :

σ1 ≥ σ2 ≥ σ3.
Nous avons vu précédemment qu’il était possible de donner, pour une facette orientée
arbitrairement, la valeur des composantes axiales de la contrainte totale Φ par :

Φx = σ1 cosα      Φy = σ2 cosβ     Φz = σ3 cosγ.
En divisant chacune de ces relations par sa contrainte principale, en élevant au carré et
finalement en additionnant membre à membre, il vient :

Φ Φ Φx y z
2

1
2

2

2
2

2

3
2 1

σ σ σ
+ + = . (11.4.1)

Cette relation est l’équation d’un ellipsoïde de rayons correspondant aux contraintes
principales. La surface de ce volume est le lieu géométrique de la contrainte totale en ce point
du corps. Si deux contraintes principales sont égales, l’ellipsoïde est un ellipsoïde de
révolution.
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Figure 11.4   Parallélépipède élémentaire orienté selon les contraintes principales
Ellipsoïde des contraintes principales. Construction du tricercle de Mohr

Supposons les trois contraintes principales connues à partir de la recherche des directions
principales O 1 2 3, figure 11.4. La construction du tricercle de Mohr dans les trois plans se
définit par :
1. Plan O 1 2 : contient les contraintes principales σ1 et σ2.
2. Plan O 2 3 : contient les contraintes principales σ2 et σ3.
3. Plan O 3 1 : contient les contraintes principales σ3 et σ1.

Construction du tricercle de Mohr
1. Choisir un système plan de coordonnées  O σ τ : les contraintes normales et tangentielles

sont portées à la même échelle sur les deux axes rectangulaires.
2. Porter, à partir de l’origine O, en tenant compte du signe, les contraintes principales 1 et 2

sur l’axe horizontal. Tracer le premier cercle de Mohr avec le centre à l’abscisse (σ1 + σ2)/2
et le rayon (σ1 – σ2)/2.

3. Porter, à partir de l’origine O, en tenant compte du signe, la contrainte principale 3 sur
l’axe horizontal. Tracer le deuxième cercle de Mohr avec le centre à l’abscisse (σ1 + σ3)/2
et le rayon (σ1 – σ3)/2.

4. Construire le troisième cercle de Mohr avec le centre à l’abscisse (σ2 + σ3)/2 et le rayon (σ2
– σ3)/2.

La construction du tricercle de Mohr permet de mettre en évidence la contrainte maximale de
cisaillement au point étudié, soit :

τ
σ σ

max ,=
−1 3

2
(11.4.2)

en admettant la convention usuelle pour les grandeurs des contraintes principales, soit :
σ1 ≥ σ2 ≥ σ3.

11.1.2.2  CONTRAINTES  SUR  UNE  FACE  OBLIQUE

Si O n est la normale à la face triangulaire orientée arbitrairement dans l’espace, définie
par les angles directeurs α, β, γ, mesurés par rapport au système de référence  orthonormé
principal O 1 2 3, la contrainte résultante peut s’exprimer, à partir de ses composantes axiales,
par les expressions :

| | cos cos cos .Φ Φ Φ Φ= + + = + +x y z
2 2 2

1
2

2
2

3
2σ α σ β σ γb g b g b g
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La contrainte normale sur la face oblique se trouve par projection des composantes axiales sur
la normale O n :

σ α β γ σ α σ β σ γ= + + = + +Φ Φ Φx y zcos cos cos cos cos cos .1
2

2
2

3
2

La contrainte tangentielle, située dans le plan oblique, se calcule simplement par :

τ σ= −Φ2 2 .

Les deux contraintes composantes, normale et tangentielle, sur la facette oblique et leur
résultante peuvent se trouver graphiquement dans le tricercle de Mohr. Le principe de la
recherche graphique de ces contraintes, à partir du tricercle de Mohr, sur la facette oblique, est
le suivant :
1. À partir de l’abscisse de la contrainte principale 1, porter l’angle directeur α, mesuré entre

la verticale passant par le point P1 et l’oblique P1B1. Prolonger le segment P1B1 jusqu’à
coupure avec la circonférence du plus grand cercle de Mohr. Repérer le point B2.

2. À partir du centre C23, défini par les contraintes principales 2 et 3, construire un arc de
cercle B1B2 de rayon  C23-B1 = C23-B2.

3. À partir de l’abscisse de la contrainte principale 3, porter l’angle directeur γ, mesuré entre
la verticale passant par le point P3 et l’oblique P3D1. Prolonger le segment P3D1 jusqu’à
coupure avec la circonférence du plus grand cercle de Mohr et repérer le point D2.

4. À partir du centre C12, défini par les contraintes principales 1 et 2, construire un arc de
cercle D1D2 de rayon  C12-D1 = C12-D2.

5. L’intersection des deux arcs de cercle B1B2 et D1D2 est l’extrémité de la contrainte totale sur
la facette oblique. Les composantes de la contrainte totale se trouvent par :

- Composante selon l’axe O σ : contrainte normale σ placée sur l’axe O n de la facette.
- Composante selon l’axe O τ : contrainte tangentielle τ perpendiculaire à l’axe O n de la

facette.

Figure 11.5   Orientation de la facette oblique par rapport au système de référence O 1 2 3
Recherche des contraintes normale et tangentielle dans le tricercle de Mohr

Cette construction graphique des composantes et de la contrainte totale sur toute facette
oblique montre que l’état de contrainte sur cette facette est situé et limité par le triangle
curviligne défini par les trois cercles de Mohr. La construction pratique du tricercle de Mohr
consiste à dessiner seulement la partie située en dessus de l’axe O σ où les contraintes
tangentielles sont positives.
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11.1.3  VARIATION  DES  CONTRAINTES  DANS  LE  CORPS

L’étude de l’état de contrainte en un point d’un corps sollicité par des efforts extérieurs
permet de trouver la valeur des contraintes composantes, normales et tangentielles, des
contraintes principales, mais pas directement de leurs variations dans l'ensemble du corps
solide. En effet, dans le cas général d’un corps solide sollicité par des efforts extérieurs
quelconques, ce corps possède en chacun de ses points un état de contrainte différent. Même
les cas fondamentaux discutés dans les premiers chapitres, comme par exemple une pièce
réelle en traction simple doit présenter des attaches ou des zones d’application des efforts,
avec une répartition non uniforme des contraintes dans les sections droites, contrairement aux
hypothèses simplificatrices introduites dans l’étude.

11.1.3.1  ETAT  DE  CONTRAINTE  PLAN

Soit un corps solide constitué par une plaque d’épaisseur s constante, sollicité par des
forces coplanaires extérieures quelconques F1, F2, … , Fn, situées dans le plan de la plaque, de
telle sorte que le corps soit en équilibre statique et que l’état de contrainte soit plan.
Découpons dans ce corps un volume élémentaire d’épaisseur dz, dimensions dx et dy aux
coordonnées x et y selon figure 11.6. Exprimons l’équilibre du parallélépipède rectangle
élémentaire en introduisant :
1. Une variation élémentaire des contraintes normales, dans les directions des axes O x et O y,

soit de σx et de σy, sur les faces perpendiculaires du parallélépipède.
2. Une variation élémentaire des contraintes tangentielles, tangentes aux côtés selon les axes

O x et O y, soit τxy et τyx, sur les faces perpendiculaires du parallélépipède.
3. Une force volumique élémentaire décomposable en deux composantes rectangulaires,

désignées par :
dX = fx dx dy dz,

et : dY = fy dx dy dz,
selon les axes O x et O y.

Figure 11.6   Corps solide sous forme d’une plaque sollicité par des forces extérieures
Variation des contraintes sur un corps élémentaire

En simplifiant immédiatement les relations d’équilibre de translation par l’épaisseur
élémentaire dz du parallélépipède élémentaire, l’équilibre s’écrit :

Σ X = 0 : σ
σ

τ
τ

σ τx
x

yx
yx

x x yxd d d d d d d d+
∂
∂

⋅F
HG

I
KJ + +

∂
∂

⋅
F
HG

I
KJ + − − =

x
x y

y
y x f x y y x 0.
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Σ Y = 0 : σ
σ

τ
τ

σ τy
y

xy
xy

y y xyd d d d d d d d+
∂

∂
⋅

F
HG

I
KJ + +

∂

∂
⋅

F
HG

I
KJ + − − =

y
y x

x
x y f x y x y 0.

Après soustraction des termes négatifs des termes positifs et simplification par le produit dx
dy, ces relations d’équilibre deviennent :

∂
∂

+
∂

∂
+ =

∂

∂
+
∂

∂
+ =

σ τ

σ τ

x yx
x

y xy
y

x y
f

y x
f

0

0

,

,
(11.5.1)

Le principe de la réciprocité des contraintes tangentielles permet de confirmer l’équilibre de
rotation du volume élémentaire : τxy = τyx. Ces deux relations constituent les équations
différentielles de l’équilibre de l’élément et l’expression de la variation des contraintes
normales et tangentielles dans cet élément. Dans ces deux expressions fx et fy sont les forces
composantes par unité de volume.

11.1.3.2  ÉTAT  DE  CONTRAINTE  SPATIAL

Les deux relations différentielles pour l’état de contrainte plan peuvent s’étendre
facilement à l’état de contrainte tridimensionnel en ajoutant la troisième dimension aux
équations précédente.

∂
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∂
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+
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∂
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f

z y x
f

0

0

0

,

,

.

(11.5.2)

Figure 11.7   Contraintes dans un volume élémentaire

Dans le champ de contrainte tridimensionnel, la variation des contraintes normales et
tangentielles doit obéir aux trois relations différentielles proposées ici.
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11.1.3.3  REPRÉSENTATION  MATRICIELLE  DE  L’ÉTAT  D’ÉQUILIBRE

L’équilibre d’un parallélépipède élémentaire, sollicité par des contraintes normales et
tangentielles sur ces facettes et par une force volumique élémentaire peut s’écrire sous forme
matricielle. L’équation générale d’équilibre devient :

[ D ]T {σ} + {f}= 0, (11.6.1)
avec :

[ D ]T   transposée de la matrice des opérateurs différentiels,
{σ}       vecteur des contraintes normales et tangentielles,
{f}       vecteur des forces par unité de volume.

La matrice d’opérateurs différentiels intervenant dans les équations de déformation et d’équi-
libre peut s’écrire sous forme transposée :

D T =

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂
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∂
∂

F

H

GGGGGG

I

K

JJJJJJ

x y z

y x z

z y x

0 0 0

0 0 0

0 0 0

. (11.6.2)

Les deux vecteurs {σ} et {f} peuvent aussi s’écrire sous forme transposée :
{σ}T = {σx   σy   σz   τxy   τyz   τzx).
{f}T = {fx   fy   fz}.

Les contraintes tangentielles sont affectées du double indice. Finalement, l’équilibre de
l’élément s’exprime sous la forme développée :
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. (11.6.3)

11.1.3.4  CONDITIONS  PARTICULIÉRES  AUX  LIMITES  DU  CORPS

La relation matricielle d’équilibre est valable pour tout point situé à l’intérieur du corps.
Le corps est limité par ses dimensions géométriques et soumis à l’action de forces extérieures
dont il est possible de donner les composantes selon les axes du système de référence. Sur la
partie de la surface du corps sont imposés des efforts extérieurs désignés par fsi (ou aucun
effort extérieur si fsi = 0). Ces efforts extérieurs fsi imposent les valeurs de certaines
contraintes du tenseur des contraintes.
La normale  à la surface extérieure en un point est représentée par n dont les composantes sont
calculables au moyen des cosinus directeurs nx, ny, nz. Il est possible d’écrire les conditions
d’équilibre par la relation matricielle :

[N]T {σ} = {fs}, (11.7.1)
avec :



Critères de résistance

- 260 -

[N]T transposée de la matrice des cosinus directeurs de la normale en un point de la surface
du corps,

{σ}   vecteur des contraintes,
{fs} vecteur des forces de surface.

Figure 11.8   Force extérieure et normale à la surface

Cette relation s’écrit sous forme développée :
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11.2  ÉTAT  DE  DÉFORMATION  SPATIALE

Ce chapitre traite de la variation de la forme du corps en exprimant le déplacement spatial
de ses divers points. Dans le système de référence orthonormé O x y z, le déplacement d’un
point P quelconque, appartenant à un corps déformable, vers sa nouvelle position P’,
engendrée par la déformation de tout le corps, est repéré par les composantes rectangulaires :
1. Selon l’axe O x : déplacement composant u,
2. Selon l’axe O y : déplacement composant v,
3. Selon l’axe O z : déplacement composant w.

11.2.1  EXPRESSION  DES  DÉFORMATIONS  DANS  LE  PLAN

Choisissons à nouveau le cas particulier d’un état de contrainte plan en supposant le corps
constitué d’une plaque à épaisseur constante s. Considérons un parallélépipède rectangle
élémentaire de dimensions frontales dx et dy, appartenant au corps, repéré en surface par les
coordonnées x et y par rapport au système de référence. Sous l’effet de la déformation du
corps sollicité par des efforts extérieurs et intérieurs, le point A de cet élément est déplacé de
la distance u selon l’axe O x, de v selon l’axe O y. Les côtés dx et dy de la surface élémentaire
subissent des déformations longitudinales accompagnées de rotations provoquant une
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modification de leur direction. Proposons-nous de trouver  les expressions de ces déforma-
tions linéaires et angulaires.

Figure 11.9   Déplacements et déformations dans un corps et sur une surface élémentaire

11.2.1.1  DÉFORMATIONS  LINÉAIRES

Le côté dx de la surface élémentaire, AB = dx, devient la longueur A’B’ après déformation.
L’allongement spécifique selon cette direction se trouve par :

εx = A B AB
AB

' ' ,−

avec : A’B’ = (1 + εx) AB,
et : (A’B’)2 = (1 + 2 εx + εx

2) (AB)2.
En remplaçant les dimensions AB par A’B’, il vient :

( ' ' ) .A B x u
x

x v
x

x u
x

u
x

v
x

x2
2 2 2 2

21 2= +
∂
∂

⋅F
HG

I
KJ +

∂
∂

⋅FHG
I
KJ = +

∂
∂
F
HG
I
KJ +

∂
∂
F
HG
I
KJ +

∂
∂
F
HG
I
KJ

L
NMM

O
QPP
⋅d d d d

En comparant les deux relations pour (A’B’)2 et en négligeant les termes de second ordre, la
déformation spécifique selon la direction O x vaut :

Selon l’axe O x : ε x =
∂
∂
u
x

, (11.8.1)

Selon l’axe O y : ε y =
∂
∂
v
y

. (11.8.2)

11.2.1.2  DÉFORMATIONS  ANGULAIRES

Calculons la variation de l’angle droit entre les côtés dx et dy de la surface élémentaire
primitivement rectangulaire. La variation totale entre ces deux dimensions est égale à la
somme des deux angles partiels γ1 et γ2, désignation γxy :
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Ces trois relations représentent les valeurs des déformations angulaires relatives de la surface
élémentaire sous l’effet des efforts appliqués.
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11.2.2  EXPRESSIONS  DES  DÉFORMATIONS  SPATIALES

Etendons les résultats trouvés pour les déformations axiales et angulaires planes aux cas
des déformations spatiales en ajoutant la troisième dimension.

11.2.2.1  DÉFORMATIONS  AXIALES

Le déplacement du point P, appartenant au corps, étant défini par les composantes u, v et
w, figure 11.9, les déformations spécifiques selon les axes sont :

ε ε εx y z=
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=
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=
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w
z

, , . (11.9.1)

11.2.2.2  DÉFORMATIONS  ANGULAIRES

Dans l’espace, les trois déformations angulaires définissent la distorsion subie par le
volume élémentaire, dimensions primitives dx, dy et dz. Les expressions sont obtenues par
permutation des indices :
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11.2.3  ETAT  DE  DÉFORMATION  SPATIALE

Les six contraintes composantes appliquées sur le parallélépipède rectangle élémentaire
sont :

{σx, σy, σz, τxy, τyz, τzx}.
Les déformations composantes engendrées par l’ensemble des contraintes normales et
tangentielles permettent de définir la déformation totale du parallélépipède. Admettons que le
matériau soit parfaitement à comportement linéaire et isotrope, c’est-à-dire que le module
d’élasticité E soit indépendant de la direction de la déformation.

11.2.3.1  DÉFORMATIONS  SELON  LE  SYSTÈME  DE  RÉFÉRENCE  O X Y Z

Ces déformations spatiales sont semblables à celles de l’état de contrainte plan, voir
paragraphe 3.2.4.5 :

Dans la direction de la contrainte σx : εx = 
σ ν σ σx y z− +d i

E
.

Dans la direction de la contrainte σy : εy = 
σ ν σ σy z x− +b g

E
.

Dans la direction de la contrainte σz : εz = 
σ ν σ σz x y− +d i

E
. (11.10.1)

La déformation cubique, engendrée par ces déformations spécifiques définies dans le système
de référence O x y z, se trouve par :

ε = εx + εy + ez = 
1 2− ⋅ + +ν σ σ σb g d ix y z

E
. (11.10.2)

Finalement, exprimons les contraintes σx, σy, σz, en fonction des déformations εx, εy, εz :
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(11.10.3)

11.2.3.2  DÉFORMATION  DE  DISTORSION  DU  PARALLÉLÉPIPÈDE

Sous l’effet des contraintes tangentielles, le parallélépipède élémentaire, primitivement
rectangle, se déforme de telle sorte que les facettes ne restent plus orthogonales. Les
déformations angulaires peuvent s’exprimer en fonction des diverses contraintes tangentielles
et du module de glissement G = E / [2(1 + ν)] ou du module d’élasticité E.

1. Dans le plan O x y : γ
τ τ ν

xy
xy xy= =

+

G E
2 1b g

.

2. Dans le plan O y z : γ
τ τ ν

yz
yz yz= =

+

G E
2 1b g

.

3. Dans le plan O z x : γ
τ τ ν

zx
zx zx= =

+
G E

2 1b g . (11.10.4)

Figure 11.10   Distorsion  du parallélépipède élémentaire par les contraintes tangentielles

11.2.4  TENSEUR  DE  DÉFORMATION

L’état de déformation dans le volume élémentaire dV = dx dy dz est entièrement déterminé
par les trois allongements spécifiques axiaux et les trois déformations angulaires. Comme
pour les contraintes normales et tangentielles, l’état de déformation sur une face orientée
arbitrairement s’exprime par :
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Dans cette expression, ex, ey, ez, représentent les déformations spécifiques totales sur la face
suivant les directions parallèles aux axes de référence. Cette relation peut aussi s’écrire en
introduisant le tenseur des déformations [ V ] et les vecteurs {e} et {c} sous forme condensée :
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{e} = [V] {c}, (11.11.2)
avec :

{e}T = {ex   ey   ez},
{c}T = {cosα   cosβ   cosγ},

[V] = 
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Les déformations principales, désignées par : ε1, ε2, ε3, se trouvent par transformation
semblable à celle des contraintes. Le système d'équations linéaires homogènes admet une
solution non nulle si le déterminant est égal à zéro, soit :
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 = 0. (11.11.3)

Les déformations principales sont aussi données par la solution d’une équation du troisième
degré de la forme :

ε1
3 – J2 ε1

2 + J1 ε1 – J0 = 0. (11.11.4)
Avec :

J2 = εx + εy + εz ;
J1 = εx εy + εy εz + εz εx – (γxy

2 + γyz
2 + γzx

2)/4 ;
J0 = εx εy εz + (γxy γyz γzx)/ 4 – (εx γyz

2 + εy γzx
2 + εz γxy

2)/4.
Les coefficients J2, J1 et J0 sont les invariants des déformations. Ils permettent de trouver les
trois déformations principales ε1, ε2, ε3, zéros de l’équation du troisième degré. La direction
des déformations principales coïncide avec celle des contraintes principales. Ces déformations
principales sont les directions dans lesquelles aucun glissement n’a lieu. Le tenseur des
déformations principales prend la forme particulière :

[V] = 
ε

ε
ε

1

2

3

0 0
0 0
0 0

. (11.11.5)

Les invariants des déformations valent dans ce cas particulier :
J2 = ε1 + ε2 + ε3 ;
J1 = ε1 ε2 + ε2 ε3 + ε3 ε1 ;
J0 = ε1 ε2 ε3 .

11.2.5  TRICERCLE  DE  MOHR  DES  DÉFORMATIONS

11.2.5.1  DÉFORMATIONS  SPATIALES

Comme les expressions des déformations spécifiques axiales et angulaires sont analogues
à celles des contraintes, il est possible de construire une représentation graphique de l’état de
déformation au moyen du cercle de Mohr des déformations. La construction consiste à porter
les déformations spécifiques axiales sur l’axe horizontal O σ, la moitié des déformations
angulaires sur l’axe vertical O γ/2 afin de respecter la configuration du tenseur des
déformations.
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Figure 11.11   Tricercles de Mohr des contraintes et des déformations

Construction du tricercle de Mohr des déformations
1. Choisir les échelles sur les deux axes de coordonnées O ε et O γ/2 pour les déformations

spécifiques axiales et demi angulaires. Les indices des déformations spécifiques principales
fixent l’ordre de grandeur, soit :

ε1 ≥ ε2 ≥ ε3.
2. Porter, à partir de l’origine du système de référence, les déformations spécifiques ε1, ε2, ε3

en sens selon la valeur de ces grandeurs.
3. Repérer les centres des trois cercles :

Centre O12 : εO12 = (ε1 + ε2)/2.
Centre O13 : εO13 = (ε1 + ε3)/2.
Centre O23 : εO23 = (ε2 + ε3)/2.

4. Dessiner les circonférences de rayon :
R12 = (ε1 – ε2)/2.
R13 = (ε1 – ε3)/2.
R23 = (ε2 – ε3)/2.

Le rayon R13 représente la moitié de la déformation angulaire maximale existant en ce
point.

11.2.5.2  DÉFORMATIONS  PLANES

La mesure des déformations d’un corps au moyen d’extensomètres ne peut se réaliser que
sur la surfaces extérieure du corps. Supposons que les déformations spécifiques axiales soient
connues, soit axiales εx et εy, angulaire γxy. Exprimons les déformations axiales et angulaire
pour une paire d’axes rectangulaires O u v, tournée de l’angle ϕ par rapport à O x y.
Appliquons les relations de l’état de contrainte plan, paragraphe 3.2, en remplaçant les
contraintes par les déformations :

Direction O u : εu = 
ε ε ε ε ϕ γ ϕx y x y xy+ + − −d i d icos sin

.
2 2

2

Direction O v : εv = 
ε ε ε ε ϕ γ ϕx y x y xy+ − − +d i d icos sin

.
2 2

2

Distorsion : γuv = 
ε ε γ ϕx y xy− +d i cos

.
2

2
(11.12.1)
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Sur les directions principales, les déformations spécifiques se trouvent par :

Direction O 1 : ε1 = 
ε ε ε ε γx y x y xy+ + − +d i d i2 2

2
.

Direction O 2 : ε2 = 
ε ε ε ε γx y x y xy+ − − +d i d i2 2

2
. (11.12.2)

Deux problèmes peuvent se poser :
1. Connaissant l’état de contrainte en un point, ce qui n’est généralement jamais le cas,

déterminer l’état de déformation suivant les directions de calcul ou suivant des directions
quelconques au point observé.

2. Connaissant l’état de déformation en un point, par exemple par une ou plusieurs mesures
extensométriques, déterminer les contraintes normales et tangentielles correspondantes
suivant les directions de mesure ainsi que les contraintes principales.

Dans un corps réel sollicité intérieurement par des efforts ou sur la surface extérieure de ce
corps, il est possible de déterminer les déformations axiales sous la forme de modification de
longueurs. Les contraintes normales, tangentielles ou principales ne peuvent jamais se trouver
directement. L’emploi de jauges à fil résistant permet de trouver la répartition des
déformations sur une petite surface. La dilatation subie par la jauge, sous l’effet de la
déformation de la pièce, produit une variation de la résistance électrique du fil. Pour une jauge
bien construite, la variation relative de résistance électrique ∆R est proportionnelle à
l’allongement spécifique :

∆R / R0 = k ε.
Si les direction principales des déformations sont inconnues, ce qui est normalement le cas
dans une mesure réelle, il est nécessaire d’effectuer un mesure combinée au moyen d’une
jauge à plusieurs directions appelée rosette.

Figure 11.12   Utilisation des cercles de Mohr des contraintes et des déformations

11.2.5.3  RECHERCHE DES DÉFORMATIONS ET CONTRAINTES PRINCIPALES

Supposons que la mesure des déformations soit effectué au moyen d’un extensomètre
constitué par une rosette à trois réseaux de fils résistants disposés à 120° les uns des autres,
figure 11.13. Désignons par :
1. Déformation spécifique selon l’axe O u : εu.
2. Déformation spécifique selon l’axe O v : εv.
3. Déformation spécifique selon l’axe O w : εw.
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La position des axes principaux de la déformation plane est inconnue initialement et la mesure
doit permettre de trouver ces directions perpendiculaires ainsi que les déformations
principales. Une fois les déformations principales calculées, donc connues, la recherche des
contraintes principales s’effectue en introduisant le module d’élasticité du matériau et le
coefficient de Poisson supposés connus.
Pour trouver ces grandeurs inconnues, admettons que nous connaissions la direction
principale 1. A partir du cercle de Mohr des déformations, il est possible d’écrire :

εu = em + R cos2ϕ*.
εv = em + R cos(2ϕ* + 240°) = em + R cos(2ϕ* + 4π/3).
εw = em + R cos(2ϕ* + 480°) = em + R cos(2ϕ* + 8π/3),

avec :
em = (ε1 + ε2)/2,
R = (ε1 – ε2)/2.

 Développons la fonction trigonométrique cosinus à deux angles cos(α + β) = cosα cosβ –
sinα sinβ, additionnons membre à membre :

εu = em + R cos2ϕ*,
εv = em + R [cos2ϕ* . (-0,5) – sin2ϕ* . (3)0,5/(-2)],
εw = em + R [cos2ϕ* . (-0,5) – sin2ϕ* . (3)0,5/2],
εu + εv + εw = 3 em.

Figure 11.13   Recherche des déformations principales à partir d’une rosette à 120°

Le centre du cercle de Mohr des déformations se trouve à l’abscisse correspondant au tiers de
la somme des déformations mesurées : em = (εu + εv + εw)/3. En recherchant le rayon du cercle
de Mohr dans la première relation et en substituant dans la seconde, le déphasage entre les
axes O u et O 1 se trouve par l’expression :

tan * .2
3

2
ϕ

ε ε
ε ε ε

=
⋅ −
− −

v w

u v w

b g

Finalement, les dimensions du cercle de Mohr des déformations étant connues, les
déformations spécifiques principales valent :

1. Selon l’axe O 1 : ε
σ ν σ

1
1 2= + =
−e R
Em ,

2. Selon l’axe O 2 : ε
σ ν σ

2
2 1= − =
−e R
Em .
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Les contraintes principales se trouvent par les relations générales, soit :

1. Selon l’axe O 1 : σ
ε ν ε

ν1
1 2

21
=

+ ⋅
−

( ) ,E

2. Selon l’axe O 2 : σ
ε ν ε

ν2
2 1

21
=

+ ⋅
−

( ) .E

11.2.6  ÉNERGIE  DE  DÉFORMATION

Soit un volume élémentaire déformé dV = dx dy dz du corps sollicité par des efforts. Le
travail de déformation produit sur l’axe O x dépend seulement de la contrainte normale selon
cet axe, de la déformation spécifique correspondante et du volume dV. En effet, la force
élémentaire sur la face apparente, perpendiculaire à l’axe O x, vaut :

dFNx = σx dy dz,
Et le travail produit par cette force : dWF = ½ dFNx

 . ∆dx,
avec : ∆dx = εx dx.
En admettant un matériau à comportement parfaitement linéaire et isotrope, le travail de
déformation élémentaire, emmagasiné sous forme d’énergie potentielle élastique dans le
volume dV, se trouve par :

dWF = ½ σx εx dV.
Pour l’ensemble du corps, le travail produit par les efforts extérieurs et intérieurs se retrouve
sous forme d’énergie élastique de déformation dans le corps. Cette énergie de déformation
vaut :

Wu = 1
2

σ ε σ ε σ ε τ γ τ γ τ γx x y y z z xy xy yz yz zx zx d+ + + + + ⋅z d i V
V

.

Exprimons cette énergie seulement en fonction des contraintes normales, des contraintes
tangentielles et du module d’élasticité E :

W
E

Vu V
=

+ + − + + + + ⋅ + +
⋅z12

2 12 2 2 2 2 2σ σ σ ν σ σ σ σ σ σ ν τ τ τx y z x y y z z x xy yz zx d
d i d i b g d i

.

Si les contraintes sont connues sur les axes principaux 1, 2, 3, l’énergie accumulée est
données par une relation plus simple :

W V
Vu d= + + ⋅z12 1 1 2 2 3 3σ ε σ ε σ εb g .

Cas particulier : Etat de contrainte plan
Dans le cas où σz = 0, τyz = 0 et τzx = 0, la relation se simplifie en :

Wu = 1
2

2 12 2 2σ σ ν σ σ ν τx y x y xy d
+ − + + ⋅

⋅z d i b g
E

V
V

.

En remplaçant les contraintes par leurs expressions différentielles entre déplacements et
déformations, l’expression prend la forme :

Wu = E u
x

u
x

v
y

v
y

u
x

v
y

s A
A2 1

2 1
2

1
2

2 2 2

−
⋅

∂
∂
F
HG
I
KJ +

∂
∂
F
HG
I
KJ ⋅

∂
∂
F
HG
I
KJ +

∂
∂
F
HG
I
KJ + − ⋅

∂
∂

+
∂
∂

F
HG

I
KJ

L
N
MM

O
Q
PP ⋅ ⋅zν

ν νc h b g d .

Cette relation s’utilise pour trouver la matrice de rigidité d’un élément fini dans le modèle
déplacement.
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11.3  ÉCRITURE  DES  DÉFORMATIONS + CONTRAINTES

11.3.1  CONSIDÉRATIONS  GÉNÉRALES

La formulation matricielle de la mécanique des corps solides s’écrit au moyen des
tenseurs des contraintes et des déformations. Pour un matériau à comportement isotrope, les
relations entre contraintes et déformations peuvent se donner par les expressions exposées
précédemment. L’état de contrainte est représenté par la matrice des composants du tenseur
des contraintes, soit :

[σ] = 
σ τ τ
τ σ τ
τ τ σ

x xy xz

yx yz

zx zy

y

z

F

H
GGG

I

K
JJJ

.

Cette matrice symétrique comprend seulement six composantes indépendantes et l’état de
contrainte spatial peut se définir entièrement par un vecteur à six composantes :

{σ}T = {σx    σy    σz    τxy    τyz    τzx}.
D’une façon semblable, l’état de déformation en un point quelconque est représentable par le
tenseur des déformations [V]:

[V] = 
ε γ γ

γ ε γ
γ γ ε

x xy xz

yx y yz

zx zy z

/ /
/ /
/ /

.
2 2

2 2
2 2

F

H
GGG

I

K
JJJ

Cette matrice symétrique comporte aussi seulement six composantes indépendantes qui
peuvent s’exprimer sous forme d’un vecteur à six termes :

{ε}T = {εx    εy    εz    γxy    γyz    γzx}.

Cette écriture doit satisfaire aux deux conditions suivantes :
1. L’ordre de la numérotation des composantes des contraintes et des déformations doit être

cohérent.
2. La définition des composantes des vecteurs {σ} et {ε} doit être cohérent avec l’expression

du potentiel de déformation :
dWu = ½ {σ}T {ε}dV = ½ {ε}T {σ} dV.

Les relations générales entre les déplacements totaux u, v, w, et les déformations spécifiques
s’expriment par les relations différentielles suivantes :
1. Déformations axiales :

ε ε εx y z=
∂
∂

=
∂
∂

=
∂
∂

u
x

v
y

w
z

, , .

2. Déformations angulaires :

γ γ γxy yz zx=
∂
∂

+
∂
∂

=
∂
∂

+
∂
∂

=
∂
∂

+
∂
∂

u
y

v
x

v
z

w
y

w
x

u
z

, , .

11.3.2  CONTRAINTES  ET  DÉFORMATIONS  SPATIALES

Les divers vecteurs de l’élasticité à trois dimensions sont :
{σ}T = [σx    σy    σz    τxy    τyz    τzx}.
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{ε}T = {εx    εy    εz    γxy    γyz    γzx}.
{u}T = {u    v    w}.

La relation matricielle générale déformation – déplacement s’écrit alors :
{ε} = [D] {u}. (11.13.1)

La matrice d’opérateurs différentiels [D] a déjà été citée et utilisée dans les équations
d’équilibre. Sous la forme développée, la relation générale s’écrit :

ε
ε
ε
γ
γ
γ
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y

z
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.

x
y

z
y x

z y
z x
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w

0 0
0 0
0 0

0
0

0

(11.13.2)

La relation entre déformations et contraintes peut se représenter par l’expression matricielle :
{ε} = [C]-1 {σ}. (11.13.3)

Sous forme développée, cette relation s’écrit :
ε
ε
ε
γ
γ
γ

ν ν
ν ν
ν ν

ν
ν

ν

σ
σ
σ
τ
τ
τ

x

y

z

xy

yz
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1 0 0 0
1 0 0 0

1 0 0 0
0 0 0 2 1 0 0
0 0 0 0 2 1 0
0 0 0 0 0 2 1

E
.

( )
( )

( )

. (11.13.4)

La matrice inverse [C]-1 est une matrice d’opérateurs transformant l’état de contrainte en état
de déformation. Il est possible d’obtenir la transformation inverse en écrivant :

{σ} = [C] {ε}, (11.13.5)
ou sous forme développée : relation (11.13.6)

σ
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1 1 2

1 0 0 0
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1 0 0 0
0 0 0 1 2 2 0 0
0 0 0 0 1 2 2 0
0 0 0 0 0 1 2 2

b g b g ( ) /
( ) /

( ) /

.

11.3.3  ETAT  DE  CONTRAINTE  PLAN

L’état de contrainte plan, vu au chapitre 3.2, est une approximation de calcul applicable
aux plaques minces sollicitées par des efforts de surface ou de volume dans le plan de la
plaque défini par le système de référence O x y. Il ne faut pas perdre de vue que tout corps réel
possède toujours un volume tridimensionnel et que les contraintes et les déformations sont
aussi toujours tridimensionnelles. Les conditions particulières de contraintes sont :

σz = 0,   τyz = 0    et    τzx = 0    →    γyz = γzx = 0.
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La déformation εz, dans la direction de perpendiculaire à la surface, n’est pas nulle et dépend
des autres composantes. L’état de contrainte et de déformation peut se caractériser par les
vecteurs suivants :

{σ}T = {σx    σy    τxy}.
{ε}T = {εx    εy    γxy}.
{u}T = {u    v}.
{fs}T = {fsx    fsy}.

Les relations matricielles générales sont applicables dans ce cas, soit :
{ε} = [D] {u}      et      {σ} = [C] {ε}.

L’équilibre dans le plan s’exprime simplement par :
[D]T {σ} + {fs} = {0}. (11.14.1)

Le développement de cette dernière relation matricielle devint :

∂ ∂ ∂ ∂
∂ ∂ ∂ ∂
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(11.14.2)

Dans le cas de matériaux isotropes, les relations développées prennent la forme :
εz = - ν (σx + σy).
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. (11.14.3)

En inversant la relation, l’expression devient :
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12.3.4  ÉTAT  DE  DÉFORMATION  PLANE

Le modèle de la déformation plane est un corps pour lequel la déformation selon l’axe O
z,  perpendiculaire à la surface, est nulle, donc rendue impossible par exemple par des encas-
trements. Cette condition particulière d’état impose :

εz = 0,     γyz = 0     et     γzx = 0.
Les contraintes τyz et τzx sont alors nulles. La composante contrainte normale σz n’est pas
nulle puisqu’elle va dépendre des autres composantes axiales. L’état de contrainte ou de
déformation est caractérisé par les vecteurs :

{σ}T = {σx    σy    τxy}.
{ε}T = {εx    εy    γxy}.
{u}T = {u    v}.
{fs}T = {fsx    fsy}.

La relation entre déformations et déplacement en état plan de déformation est :
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{ε} = [D] {u},
soit :
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L’équilibre de l’élément est donné par :
[D]T {σ} + {fs} = {0},

soit :
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(11.15.2)

Pour un matériau isotrope, la loi de Hooke permet de donner l’expression de la contrainte
normale suivant l’axe O z par :

σz = ν (σx + σy).
La relation entre contraintes et déformations s’écrit :

{σ} = [C] {ε},
soit sous forme développée :
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Inversement, la relation entre déformations et contraintes est donnée par :
{ε} = [C]-1 {σ},

soit sous forme développée :
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Les états plans de contrainte et déformation sont introduits dans la formulation des éléments
finis surfaciques 2 D.
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11.4  CRITÈRES  DE  RÉSISTANCE

La mesure de la contrainte à la limite d’écoulement de la matière ou de la contrainte de
rupture se réalise sans difficulté sur les éprouvettes de traction ou de torsion. L’essai de
flexion ou l’essai de cisaillement ne fournissent pas des valeurs aussi reproductibles. Il est très
difficile, voire même impossible, de créer des machines d’essai et des éprouvettes permettant
de relever les contraintes limites dans le cas des contraintes combinées. L’étude des
contraintes simples et des états de contraintes composantes dans le cas général ne permet pas
de tirer des conclusions fiables quant à la capacité portante  des structures. La plupart des
pièces sont sollicitées simultanément par des contraintes normales et tangentielles, biaxiales
ou triaxiales. Les essais fondamentaux dans les machines de traction – compression ne
donnent pas de renseignements sur les résistances aux contraintes combinées.
Les hypothèses introduites dans la formulation des critères de résistance sont :
1. Les charges sont appliquées statiquement et restent parfaitement constantes sur la pièce.
2. La vitesse de mise en charge est négligée ou n’existe pas.
3. La température de mesure et de calcul est 20°C. L’influence de la température est négligée.
4. La rupture ou la première déformation plastique en un point dépend seulement de l’état de

contrainte.
5. Les contraintes principales sont choisies de telle sorte qu’algébriquement :

σ1 ≥ σ2 ≥ σ3.
6. Les critères de résistance consistent à remplacer l’état de contrainte par une contrainte dite

de comparaison ou dite contrainte idéale, symbole σi.
7. La rupture ou la première déformation plastique est supposée se produire lorsque la con-

trainte idéale σi atteint, soit la contrainte de rupture en traction Rm, soit la contrainte à la
limite élastique Re ou Rp0,2, nous écrirons Ré pour simplifier l’écriture dans ce texte.

11.4.1  EXPOSÉ  DES  CRITÈRES  DE  RÉSISTANCE

11.4.1.1  ANCIENS  CRITÈRES  DE  RÉSISTANCE

1. Critère de la plus grande contrainte positive ou négative
Ce critère, proposé par Rankine, Lamé, postule que la rupture a lieu en un point de la

pièce lorsque la plus grande contrainte principale positive (ou négative), en un point
quelconque du corps, atteint la contrainte  de rupture Rm du matériau en traction simple (ou en
compression simple). La contrainte admissible se définit par :

σ1 ≤ Rm   ou   σ3 ≥ - Rm.
Dans la représentation d’un état plan de contrainte, système de coordonnées O σ1 σ2, les deux
carrés de la figure 11.14 à gauche montrent que les valeurs admissibles se situent à l’intérieur
ou sur les côtés de ces deux carrés.

2. Critère de la plus grande déformation positive
Ce critère, proposé par Poncelet, de Saint Venant, Grashof, suppose que la première

déformation plastique se produit lorsque la plus grande déformation principale positive, soit
ε1, atteint la valeur obtenue par un essai de traction simple. Ce critère peut s’écrire :

ε ε1 1
0 2≤ ≤

R
E

R
E

é pou , ,
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selon le comportement du matériau et les possibilités de la mesure de la limite élastique. La
déformation spécifique principale 1 se trouve par :
Etat de contrainte plan, figure 11.14 au centre :

ε1 = (σ1 – ν σ2) / E,
Etat de contrainte spatial :

ε1 = [σ1 – ν (σ2 + σ3)] / E. ε2 = [σ2 – ν (σ3 + σ1)] / E. ε3 = [σ3 – ν (σ1 + σ1)] / E.
La plus grande déformation spécifique coïncide avec la direction de la contrainte principale
σ1.

Figure 11.14   Critère de la plus grande contrainte principale (positive ou négative)
Cercles de Mohr : contraintes principales σ1 et σ2, contraintes simples σx et τxy

En discutant seulement sur l’état de contrainte plan et en considérant les deux cas possibles
pour les contraintes maximales en valeur absolue, on obtient :

σ1 – ν σ2 = Ré     et     ν σ1 – σ2 = - Ré,
d’où : σ1 + σ2 = - Ré/ν.
Dans le cas de l’état de contrainte plan à partir des contraintes σx, σy et τxy, les contrainte
principales valent :

σ
ν
σ σ σ σ τ1 2

2 21
2

1
2

4, .=
−

+ ± − +x y x y xyd i d i
La contrainte idéale devient :

σ
ν
σ σ

ν
σ σ τi x y x y xy=

−
+ +

+
− +

1
2

1
2

4
2 2d i d i . (11.16.1)

Cas particulier :
Choisissons le cas simple de combinaison d’une contrainte normale σx et d’une contrainte
tangentielle τxy pouvant exister dans les poutres rectilignes, la contrainte σy étant nulle. Le
cercle de Mohr des contraintes ou les expressions analytiques permettent de trouver les deux
contraintes principales σ1 et σ2 :

σ
σ σ

τ1 2

2
2

2 2, .= ± FHG
I
KJ +x x

xy

En introduisant les deux contraintes principales dans la définition de la déformation
spécifique ε1, la contrainte idéale se trouve par :
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σ ε
ν
σ

ν
σ τi x x xy é= =

−
+

+
+ ≤E R1

2 21
2

1
2

4 . (11.16.2)

Pour les matériaux comme les aciers avec un coefficient de Poisson ν = 0,30, la relation est :

σ σ σ τi x x xy= + +0 35 0 65 42 2, , .

Pour les matériaux comme la fonte grise avec un coefficient de Poisson ν = 0,25, la relation
devient :

σ σ σ τi x x xy= + +0 375 0 625 42 2, , .

Le deuxième exemple simple est le cas du cisaillement pur : σ1 = τmax et σ2 = - τmax. Dans ce
cas de sollicitation, la contrainte idéale vaut :

σi = (1 + ν) τmax ≤ Ré.
La contrainte tangentielle maximale admissible vaut :
Pour ν = 0,30 : σi ≤ 0,77 Ré.
Pour ν = 0,25 : σi ≤ 0,80 Ré.
Pour les aciers, avec ν = 0,30, la contrainte idéale tangentielle ne devrait pas dépasser 60% de
la contrainte à la limite d’élasticité Ré.

11.4.1.2  CRITÈRE  DE  LA  PLUS  GRANDE  CONTRAINTE  TANGENTIELLE

Ce critère de résistance a été proposé par plusieurs auteurs : Tresca, de Sain Venant,
Guest, etc. Il s’applique seulement aux matériaux ductiles pour lesquels la contrainte à la
limite élastique Ré a même valeur, au signe près, en traction et en compression. Ce critère
suppose que la première déformation plastique se produit en un point du corps lorsque la plus
grande contrainte tangentielle atteint la même valeur que celle dans l’essai de traction simple,
soit à la limite élastique Ré, voir figure 3.8 à gauche pour une pièce en traction, à droite pour
une pièce en compression.
La condition à remplir par ce critère est :

τ max
( )

( ) ( ) .≤ =+
− +

R
R Ré

é éet
2

A partir de l’état de contrainte connu par ses trois contraintes principales σ1, σ2, σ3, ce critère
se traduit par :

 σi = σ1 – σ3 ≤ Re.
La limite de contrainte est franchie par glissement en déformation plastique. Les six
conditions limites du critère sont :

σ1 - σ3 = ± Ré,      σ2 - σ1 = ± Ré,      σ3 - σ2 = ± Ré,
Ces trois expressions représentent des groupes de deux plans dans l’espace définissant un
prisme incliné à base hexagonale, figure 11.16 à droite vu en coupe.

1. Etat de contrainte spatial
L’état de contrainte spatial est habituellement connu par le vecteur des contraintes {σ}

donné sous sa forme transposée par :
{σ}T = [σx    σy    σz    τxy    τyz    τzx}.

A partir des six contraintes de ce vecteur, il est possible de trouver les trois contraintes
principales σ1, σ2, σ3 par solution de l’équation du troisième degré. La construction du
tricercle de Mohr donne une image directe de ces grandeurs.
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Figure 11.15   Etats de contrainte spatial : tricercles de Mohr

La contrainte idéale ou de comparaison se donne par la relation de base :
σi = σ1 – σ3 ≤ Re. (11.16.3)

2. Etat de contrainte plan
L’état de contrainte se définit par le vecteur des contraintes {σ} à trois composantes :
{σ}T = [σx    σy    τxy},

deux contraintes normales σx et σy suivant le système d’axes de référence O x y, une contrain-
te tangentielle τxy. Les deux contraintes principales σ1, σ2, se trouvent par :

σ1,2 = 
σ σ σ σ

τx y x y
xy

+
±

+F
HG

I
KJ +

2 2
4

2
2 . (11.16.4)

Lorsque σx et σy sont de signes contraires, les contraintes principales le sont aussi. Lorsque σx
et σy sont de même signe, les contraintes principales peuvent être les deux de même signe ou
de signes contraires. Lorsque σ1 et σ2 sont plus grands que zéro, comme sur la figure 11.14 au
centre, il faut vérifier :

σi = σ1 ≤ Ré(+).
De même, si les deux contraintes principales sont négatives, σ2 < σ1. il faut vérifier que :

σi = |σ2| ≤ Ré(-).
Si σ1 et σ2 sont de signes contraires, ou lorsqu’une des contraintes est nulle, il faut vérifier la
condition :

σi = σ1 – σ2 = σ σ τx y xy é− + ≤d i2 24 R .

De ces diverses conditions, il est possible de dire que la contrainte idéale σi doit toujours être
plus petite ou à la limite égale au plus grand diamètre du tricercle de Mohr.
Enfin, des conditions particulières de sollicitations sont ou ne sont pas englobées dans ce
critère :
1. Les matériaux pour lesquels les limites élastiques sont différentes en traction et en com-

pression ne peuvent pas se contrôler au moyen de ce critère.
2. L’état de contrainte, tout théorique, de traction dite hydrostatique, c’est-à-dire de tractions

égales suivant trois directions orthogonales, donne une contrainte idéale nulle ce qui ne
semble guère probable. Par contre, l’état de compression hydrostatique n’est pas limité ce
qui est confirmé par la pratique.
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11.4.1.3  CRITÈRE  DE  LA  CONSTANCE  DE  L’ÉNERGIE  DE  DISTORSION

Ce critère a été proposé initialement par von Mises et porte très souvent ce nom. Il a été
complété par H. Hencky, I. Huber. Il tient compte seulement de l’énergie dite de changement
de forme. La déformation d’un parallélépipède rectangle élémentaire sous l’action d’un état
de contraintes composées peut se détailler en deux parties distinctes :

1. Une variation de volume.
2. Une variation de forme.

La variation de volume est engendrée par des contrainte normales égales comme par exemple
l’action d’une pression hydrostatique. L’expérience montre que les matériaux métalliques
supportent des pressions hydrostatiques sans dommage. Il en résulte que l’énergie nécessaire
à la variation de volume du corps élémentaire n’est pas à prendre en considération dans la
recherche de la sollicitation limite. La contrainte principale moyenne peut se définir par la
moyenne arithmétique des contrainte principales :

σ
σ σ σ

m =
+ +1 2 3

3
.

Les contraintes normales à prendre en considération dans le changement de forme du
parallélépipède sont représentées par les différences (σ1 – σm), (σ2 – σm) et (σ3 – σm).
La relation entre les trois contraintes principales et la contrainte à la limite d’élasticité s’écrit :

(σ1 – σ2)2 + (σ2 – σ3)2 + (σ3 – σ1)2 = 2  Ré
2.

En admettant ces conditions limites, on obtient ainsi :

σ σ σ σ σ σ σi é= − + − + − ≤
1
2 1 2

2
2 3

2
3 1

2b g b g b g R . (11.17.1)

En coordonnées spatiales O σ1 σ2 σ3, le terme de gauche de la première égalité représente un
volume cylindrique de rayon (2/3)0,5 Ré, voir la figure 11.16 à droite. En développant les trois
parenthèses et en simplifiant par 2, la contrainte idéale ou de comparaison selon von Mises se
trouve aussi par l’expression :

σ σ σ σ σ σ σ σ σ σi R= + + − − − ≤1
2

2
2

3
2

1 2 2 3 3 1 é . (11.17.2)

Cette expression impose que le point figuratif de l’état de contrainte se trouve à l’intérieur ou
à la limite sur la surface du cylindre d’équation (11.17.1).
Dans le cas de deux contraintes principales égales comme par exemple σ2 = σ3, la contrainte
de comparaison devient :

σi = σ σ σ σ σ σ1
2

3
2

1 3 1 32+ − = − ≤ Ré .

Cette condition est identique à celle du critère de Tresca.

1. Etat spatial de contrainte
L’expression générale de la contrainte de comparaison est basée sur la connaissance des

contraintes principales. Généralement, c’est le vecteur des contraintes normales et tangen-
tielles qui est connu :

{σ}T = [σx    σy    σz    τxy    τyz    τzx}.
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Figure 11.16   Limites de sollicitation dans le plan O σ1 σ2
Cylindre et prisme à base hexagonale selon les deux critères de résistance

La contrainte idéale ou de comparaison se trouve alors par l’expression :

σ σ σ σ σ σ σ σ σ σ τ τ τi x y z x y y z z x xy yz zx é= + + − − − + + + ≤2 2 2 2 2 23d i R . (11.17.3)

2. Etat plan de contrainte
L’expression générale de la contrainte de comparaison se simplifie et ne contient que les

deux contraintes principales σ1 et σ2. Elle devient :

σ σ σ σ σ σ σ σ σi é= + − = + − ≤1
2

2
2

1 2 1 2
2

1 23b g R . (11.17.4)

Cette relation définit aussi une ellipse de demi axes : (2)0,5 Ré et (2/3)0,5 Ré représentée sur la
figure 11.16 à gauche. La contrainte idéale doit aussi s’exprimer en fonction des contraintes
normales et tangentielle définies dans le plan :

{σ}T = [σx    σy     τxy }.

σ σ σ σ σ τi x y x y xy é= + − + ≤2 2 23 R .

3. Flexion simple + cisaillement
La section étant sollicitée par une contrainte normale σx et une contrainte tangentielle τxy

sur l’aire élémentaire dA, la contrainte de comparaison se trouve par :

σ σ τi x xy é= + ≤2 23 R . (11.17.5)

4. Cisaillement pur
En cisaillement pur, seule la contrainte τxy intervient. La contrainte de comparaison se

trouve par :
σ τ τi xy xy é= = ⋅ ≤3 32 R .

11.4.1.4  CRITÈRE  DE  MOHR  ET  COURBE  INTRINSÈQUE

Mohr a généralisé le critère de la plus grande contrainte tangentielle en corrigeant les
limites de charges pour tenir compte du comportement des matériaux sous l’effet des diverses
charges, comme par exemple la charge spatiale dite hydrostatique positive et négative. La
limite dépend des contraintes normale et tangentielle :
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tau maximum = fonction de sigma.
La courbe intrinsèque est la courbe enveloppe des plus grands cercles de Mohr pour les
conditions limites du matériau. En principe, il doit exister deux courbes intrinsèques, la
première pour l’apparition des premières déformations permanentes, une seconde pour les
états de rupture ce qui est le cas sur la figure 11.17 à gauche.

Figure 11.17   Courbe intrinsèque à la rupture d’un matériau
Recommandations pour la construction de la courbe intrinsèque

Grandeurs nécessaires à la construction de la courbe intrinsèque, limitée par la rupture :
1. Système de référence : axes O σ τ.
2. Contrainte de rupture en traction simple : Rm(+) : cercle de σ = 0 à σ = Rm(+).
3. Contrainte de rupture en compression simple : Rm(-) : cercle de σ = 0 à σ = -|Rm(-)|.
4. Contrainte de rupture par cisaillement pur : Rτpur : cercle avec le centre à σ = 0 et de rayon :
τ = Rτpur.

5. Allure de la courbe : de forme à peu près parabolique avec le sommet sur l’axe σ positif.
6. Cette allure laisse présumer que le sommet se trouve à droite de l’abscisse σ = Rm(+), du

côté des σ positifs, désignation Rm3D. Ce point devrait correspondre à l’état hydrostatique
positif σ1 = σ2 = σ3, le cercle de Mohr étant à rayon réduit.

À tout point de la courbe intrinsèque correspond un cercle de Mohr définissant les deux
contraintes principales σ1 et σ3. La contrainte principale σ2 reste indéterminée.
Propositions pour construire la courbe intrinsèque, sous forme de parabole, limites en rupture
(selon A. Leon), figure 11.17 à droite.
Grandeurs initialement connues :

Contrainte de rupture en traction Rm(+).
Contrainte de rupture en compression Rm(-).

Rapport des contraintes normales de rupture :
c = |Rm(-)|/Rm(+).

Les relations suivantes sont valables pour 1 ≤ c ≤ 3.
Calcul des points particuliers de la courbe :
Point D : τmτ/Rm(+) = (c+1) / 4.

(Rtpur/2)/Rm(+) = (c)0,5 / 2.
Point A : Rm3D/Rm(+) = (c + 1)2 / [8 (c – 1)].
Point B : tan ϕ1 = (c – 1) / [(3 – c).(1 + c)]0,5.
Point C : tan ϕ2 = (c – 1) / [(c + 1)2 – 2(c – 1)2]0,5.
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Point E : tan ϕ2 = (c – 1) / [3 c – 1).(c + 1)]0,5.
Les point étant calculés au moyen de ces diverses formules, il est souvent nécessaire
d’apporter quelques déplacements afin d’obtenir une courbe intrinsèque continue et sans
bosses. La courbe intrinsèque définit une surface sur laquelle il n’y a pas de rupture, soit avec,
soit sans glissement. La contrainte principale intermédiaire σ2 influence légèrement la
condition de rupture ou de plasticité.

11.4.2  RAPPORT  DES  CONTRAINTES  SELON  BACH

Les divers critères de résistance présentés jusqu’ici donnent chacun un résultat différent
pour la contrainte de comparaison, en particulier en cisaillement pur transformé en contrainte
normale. De plus, la plupart des matériaux possèdent des propriétés traction – cisaillement
différentes de celles des critères de résistance. Par exemple :
- Critère : contrainte normale : σi = τ, rapport ϕ = 1.
- Critère : contrainte tangentielles : σi = 2 τ, rapport ϕ = 2
- Critère : distorsion : σi = (3 τ)0,5, rapport ϕ =1,73.
Bach a proposé d’introduire un facteur de correction α0 sur la contrainte tangentielle afin de
tenir compte de la réalité. Ce facteur de correction se définit par :

α0 = σ
ϕ τ

limite

limite

.

Pour les principales conditions de charge en conception de machines, la flexion et la torsion,
le coefficient dépend du genre de sollicitation :
Flexion alternée et torsion statique : α0 ≈ 0,7.
Flexion alternée et torsion alternée : α0 = 1,0.
Flexion statique et torsion alternée : α0 ≈ 1,5.
Les relations de calcul pour la contrainte idéale ou de comparaison, à partir de la contrainte de
flexion σf et de la contrainte de torsion τt, deviennent :
Critère de la contrainte normale maximale :

σi = 1
2

1
2

42
0

2−
+

+
+ ⋅

ν
σ

ν
σ α τf f tb g .

Critère de la contrainte maximale tangentielle :

σi = σ α τf t
2

0
24+ ⋅b g .

Critère de l’énergie de distorsion :

σi = σ α τf t
2

0
23+ ⋅b g .
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11.5  NOTIONS  ÉLÉMENTAIRES   SUR  LES  ÉLÉMENTS  FINIS

Ce chapitre présente une introduction très élémentaire sur l’utilisation des éléments finis
en résistance des matériaux. La méthode mixte de la matrice de transmission, discutée au
chapitre 7.4, peut se classer dans les premiers balbutiements dans la méthode des éléments
finis. Elle permet de trouver simultanément les efforts et les déformations dans une poutre
rectiligne à section variable chargée par des forces concentrées ou réparties et se sert des
relations fondamentales en flexion simple. La méthode des éléments finis (MEF) trouve son
utilisation générale dans l’étude des milieux continus. Le terme "éléments finis" a été
introduit par Clouth en 1960. Le développement de la méthode est allé de paire avec le
développement des ordinateurs et des méthodes numériques de calcul. Les points géomé-
triques définissant la position des éléments sont nommé nœuds de l’élément.

11.5.1  MODE  DES  DÉPLACEMENTS

Dans la formulation d’un l’élément fini en résistance des matériaux utilisant le mode dit
des déplacements, la relation générale de liaison entre les déplacements et la charge s’exprime
par la relation :

[K]e {u} = {F},
avec :

[K]e matrice de rigidité d’un élément,
{u} vecteur des déplacements de ses nœuds (en translation et/ou en rotation},
{F} vecteur des efforts sur les nœuds de cet élément.

11.5.1.1  EXPRESSION  DE  LA  MATRICE  DE  RIGIDITÉ

La recherche du déplacement des nœuds de l’élément se sert de l’énergie potentielle
minimale dans l’élément dont le principe a été énoncé par Menabrea. L’énergie potentielle
élastique dans un élément volumique, pour discuter du cas général, s’exprime par :

Wu(e) = 1
2 0
⋅ ⋅ ⋅z ε σl q l qTV

dV .

Le vecteur {ε} doit être transposé afin de pouvoir effectuer la multiplication matricielle. En
nous servant des relations entre les déformations et les contraintes entrevues précédemment,
nous pouvons écrire :

{ε} = [D] . {u},
et la transposée de {ε}: {ε}T = {u}T . [D]T.
Le vecteur {σ} : {σ} = [C] . {ε} = [C] . [D] . {u}.
En remplaçant les deux vecteurs déplacement et contrainte par leurs expressions développées,
il est possible de donner :

Wu(e) = 1
2 0
⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅z u D C D u dT T

l q l qV
V ,

ou encore : Wu(e) = 1
2 0
⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅zu D C D d uT V T

l q l qV .

Introduisons la notion de matrice de rigidité de l’élément fini [K]e définie par la somme
intégrale étendue à tout le volume de l’élément :
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[K]e = D C D d
V T

0z ⋅ ⋅ ⋅ V .

L’énergie potentielle élastique accumulée dans l’élément vaut alors :

Wu(e) = 1
2
⋅ ⋅ ⋅u K uT

el q l q.
L’énergie potentielle élastique accumulée dans tous les éléments du modèle en éléments finis
se trouve par la somme :

Wu(n) = 1
2 1

u uT
n éléments

el q l q∑ ⋅ ⋅K .

L’énergie accumulée dans l’élément provient de la conservation de l’énergie potentielle
introduite par les efforts extérieurs. Ce travail des efforts extérieurs est égal au produit des
déplacements des nœuds par les efforts, changé de signe, soit :

Wu(F) = - {u}T . {F}.
La conservation de l’énergie s’écrit simplement :

Wu = Wu(n) + W(u/(F)     soit Wu = 1
2 0

u u u FT
n éléments

e
Tl q l q l q l q∑ ⋅ ⋅ − ⋅K .

Appliquons le principe de Menabrea en calculant la dérivée partielle de l’énergie potentielle
par rapport aux déplacements :

∂
∂

= =
F
HG

I
KJ ⋅ −∑W n

u
e

éléments

u
K u Fl q l q l q0

1

.

La somme des matrices de rigidité de tous les éléments peut s’écrire simplement :

[K] = K e

éléments

1

n

∑
F
HG

I
KJ .

Finalement, nous retrouvons l’expression générale proposée pour l’ensemble de la structure :
[K] . {u} = {F}.

11.5.2  RECHERCHE  DES  DÉPLACEMENTS

La matrice de rigidité [K] de la structure entière contenant tous les éléments, le vecteur
{F} de tous les efforts appliqués et les déplacements inconnus forment un système
d’équations linéaires dont le nombre d’inconnues correspond au nombre de déplacements à
trouver. Dans la théorie sur les systèmes linéaires, ce système s’écrit généralement comme
suit :

[A] . {x} = {b},
où [A] est la matrice des coefficients, {x} le vecteur des inconnues et {b} le vecteur des
constantes. En calculant la matrice inverse [A]-1, il est possible d’écrire après pré-
multiplication par [A]-1 :

[A]-1 . [A] . {x} = [A]-1 . {b},
et : {x} = [A]-1 . {b}.
Dans la solution de l’équation : [K] . {u} = {F}.
Les logiciels n’utilisent pas l’inversion de la matrice carrée, car trop gourmande en
occupation mémoire, mais habituellement une variante efficace de la méthode de Gauss après
réorganisation des termes de la matrice [K] afin d’obtenir une matrice pseudo diagonale.
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11.5.2  ÉLÉMENT :  POUTRE  RECTILIGNE  ÉLASTIQUE

La poutre rectiligne 2 D est un élément à rigidité flexionnelle constante sur toute sa
longueur. La recherche du comportement de cet élément fini introduit quelques hypothèses
usuelles identiques à celles de la résistance des matériaux :
1. L’élément poutre de longueur l possède une rigidité flexionnelle E Iz constante.
2. L’origine du système de coordonnées O x y dans le plan de l’élément se trouve au centre de

gravité de la surface définie perpendiculairement à la ligne moyenne.
3. Le moment quadratique Iz est défini par rapport à l’axe O z  passant par le centre de gravité

de la surface.
4. Les surfaces normales à la ligne moyenne de la poutre reste plane et perpendiculaire à cette

ligne après déformation, selon l’hypothèse de Bernoulli.
5. Le rayon de courbure de la poutre déformée par un couple est constant = R.

Figure 11.18   Géométrie de l’élément poutre et déformations sous la charge

11.5.2.1  DÉPLACEMENTS  LINÉAIRES  ET  ANGULAIRES

Le système de coordonnées part de l’origine de la poutre, l’axe O x suivant la ligne
moyenne de la pièce, l’axe O y étant perpendiculaire. L’axe O z passe par l’origine et se
définit perpendiculairement au plan O x y. Les déplacements possibles sont :
A l’abscisse x = 0, point 1 : le déplacement linéaire uy1, la rotation ϕz1.
A l’abscisse x = l, point 2 : le déplacement linéaire uy2, la rotation ϕz2.
Le vecteur déformation {u} prend la forme suivante avec 4 éléments :

{u}T = {uy1    ϕz1     uy2     ϕz2}.
Le champ des déplacements des deux points 1 et 2 est basé sur une approximation du
troisième degré appelée fonction base, de la forme :

uy(x) = a + b x + c x2 + d x3.
Les constantes a, b, c et d sont trouvées à partir des conditions particulières aux deux
extrémités de l’élément. La dérivée de cette expression pas rapport à x vaut :

u’y(x) = b + 2 c x + 3 d x2.
Les valeurs particulières de déplacements aux points 1 et 2 sont :

Point 1 : x = 0 :
uy(x=0) = uy1 = a.
u’y/x=0) = ϕz1 = b.
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Point 2 : x = l :
uy(x=l) = uy2 = uy1 + ϕz1 l + c l2 + d l3.
u’y(x=l) = ϕz2 = ϕz1 + 2 c l + 3 d l2.

Ces deux dernières relations permettent de trouver les deux constantes c et d manquantes, en
fonctions de uy1, uy2, ϕz1, ϕz2, soit :

c
l

u
l l

u
l

= − − + −
3 2 3 1
2 1 1 2 2 2y z y zϕ ϕ .

d
l

u
l l

u
l

= − + − +
2 1 2 1
3 1 2 1 3 2 2 2y z y zϕ ϕ .

En remplaçant les quatre constantes dans la fonction base primitive et en groupant les termes,
la fonction base devient :

u x x
l

x
l

u x x
l

x
l

x
l

x
l

u x
l

x
ly y z y z( ) .= − +

F
HG

I
KJ ⋅ + − +
F
HG

I
KJ ⋅ + −
F
HG

I
KJ ⋅ + − +
F
HG

I
KJ ⋅1 3 2 2 3 2

2

2

3

3 1

2 3

2 1

2

2

3

3 2

2 3

2 2ϕ ϕ

Introduisons les fonctions d'interpolation N1, N2, N3, N4, définies par :

N1 = 1 3 2
2

2

3

3− +
F
HG

I
KJ

x
l

x
l

 , N2 = x x
l

x
l

− +
F
HG

I
KJ2

2 3

2  ,

N3 = 3 2
2

2

3

3

x
l

x
l

−
F
HG

I
KJ  , N4 = − +

F
HG

I
KJ

x
l

x
l

2 3

2  .

La fonction base peut aussi s’écrire :
uy(x) = N1 uy1 + N2 ϕz1 + N3 uy2 + N4 ϕz2.

uy(x) = {N} {u} ,
avec :

{N} = {N1    N2    N3    N4},
{u}T = {uy1    ϕz1    uy2    ϕz2}.

11.5.2.2  DÉFORMATIONS  ET  CONTRAINTES

La déformation spécifique ε sur un tronçon élémentaire de la poutre se définit par :

ε x
x y

y
d

d
d

d
= = =

u x
x

y
u x
x

y u x( ) ( )
( ) .''

2

2

La relation se transforme en :
εx = y [N"] {u} = [B] {u}.

Comme la poutre est un élément à une dimension longitudinale, la relation fondamentale entre
la contrainte normale, le module d’élasticité et la déformation spécifique s’applique :

σ = E ε,
ou encore : {σ} = E {ε} = [C] {ε}.

11.5.2.3  MATRICE  DE  RIGIDITÉ

En utilisant la définition fondamentale de la matrice de rigidité appliquée au cas de
l’élément poutre, la relation devient :
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K B C B d N N de

T T

= =z z0 0

V V
V y E y V' ' ' ' .

ou encore : K d N N de
T= FH IKzz y A E x

Al 2

00
' ' ' ' .

L’intégrale dans les parenthèses représente le moment quadratique de surface de la section
transversale de la poutre par rapport à O z  :

y A I
A 2

0
d z=z .

La matrice de rigidité s’exprime alors par :

K N N de z
T= ⋅ zE I x

l

0
' ' ' ' .

Calculons les dérivées secondes [N’’] par rapport à x des quatre fonctions d’interpolation :

N
l

x
l1 2 3

6 12'' ,= − + N
l

x
l2 2

4 6'' ,= − +

N
l

x
l3 2 3

6 12'' ,= − N
l

x
l4 2

2 6'' .= − +

Le produit matriciel  [N"]T [N"] génère 16 éléments donnés sous forme de produit des
fonctions d’interpolation. Le tableau ci-dessous donne les opérations à effectuer pour trouver
ces éléments.

[N"]T[N"] − +
6 12
2 3l

x
l

− +
4 6

2l
x

l
6 12
2 3l

x
l

− − +
2 6

2l
x

l

− +
6 12
2 3l

x
l

(N1")2 N1" N2" N1" N3" N1" N4"

− +
4 6

2l
x

l
N2" N1" (N2")2 N2" N3" N2" N4"

6 12
2 3l

x
l

− N3" N1" N3" N2" (N3")2 N3" N4"

− +
2 6

2l
x

l
N4" N1" N4" N2" N4" N3" (N4")2

La matrice de rigidité [K]e possède également 16 éléments kij qui peuvent se calculer par
intégration sur la longueur l de l’élément poutre. Les éléments de la matrice de rigidité [K]e
sont trouvés par :

k11 = E Iz  − +F
HG

I
KJ =z 6 12 122 30

2

3l
x

l
x E I

l
l

zd b g.

k22 = E Iz  − +FHG
I
KJ =z 4 6 420

2

3
2

l
x

l
x E I

l
l

l
zd c h.

k33 = E Iz  
6 12 122 3

2

0 3l
x

l
x E I

l
l

z−FHG
I
KJ =z d b g.

k44 = E Iz  − +FHG
I
KJ =z 2 6

20

2

3l
x

l
x E I

l
l

l
zd 4 2c h.
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k12 = k21 = E Iz  − +F
HG

I
KJ ⋅ − +FHG

I
KJ =z 6 12 4 6

2 3 20 3l
x

l l
x

l
x E I

l
l

l
zd 6b g.

k13 = k31 = E Iz  − +F
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I
KJ ⋅ −FHG

I
KJ = −z 6 12 6 12 122 3 2 30 3l

x
l l

x
l

x E I
l

l
zd b g.

k14 = k41 = E Iz  − +F
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I
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I
KJ =z 6 12 2 6

2 3 20 3l
x

l l
x

l
x E I

l
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l
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k23 = k32 = E Iz  − +FHG
I
KJ ⋅ −FHG

I
KJ = −z 4 6 6 12 62 2 30 3l

x
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x
l

x E I
l

l
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k24 = k42 = E Iz  − +FHG
I
KJ ⋅ − +FHG

I
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20 2 3l
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x
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k34 = k43 = E Iz  
6 12 2 6 62 30 2 3l

x
l l

x
l

x E I
l

l
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z−FHG
I
KJ ⋅ − +FHG

I
KJ = −z d b g.

Après substitution des diverses valeurs, la matrice de rigidité de la poutre devient ainsi :

[K]e = E I
l

l l
l l l l

l l
l l l l

z
3

2 2

2 2

12 6 12 6
6 4 6 2
12 6 12 6
6 2 6 4

−
−

− − −
−

F

H

GGGG

I

K

JJJJ
.

Remarque :
La recherche de la matrice de rigidité de l’élément poutre introduit un seul type de

déformation engendrée par la flexion pure. Or une poutre peut non seulement transmettre un
moment fléchissant, mais aussi un effort normal et du fait de forces concentrées, un effort
tranchant. La recherche de l’énergie élastique accumulée et de la matrice de rigidité devrait
tenir compte de ces facteurs complémentaires.
Exemple : Elément poutre 2 D dans le plan O x y (désignation selon ANSYS  BEAM3) :

Les grandeurs géométriques intervenant dans la définition de la section sont :

Géométrie : 2 D
Section transversale : Aire de la section A,

Moment quadratique Izz,
Hauteur du profil (selon O y), (pour la recherche de la contrainte)
Profil symétrique,
Facteur d’influence du cisaillement kcz,
Déformation initiale.

L’effet de la charge axiale sur la poutre, donc de l’effort normal, utilise une fonction base
linéaire. La poutre peut être sollicitée par une charge répartie soit dans le sens transversal, des
deux côtés, soit dans le sens longitudinal.
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11.5.3  ÉLÉMENT :  PLAQUE  QUADRILATÉRALE  À  4  NOEUDS

L’exposé sur la plaque quadrilatérale utilise les notions entrevues sur les relations
d’élasticité entre les contraintes et les déformations dans les problèmes à deux dimensions. La
plaque rectangulaire plane se définit par ses quatre coins appelés nœuds. Le système de
référence O x y positionne la plaque dans le plan. Les dimensions finies de la plaque sont :

La longueur de la plaque a dans la direction O x,
La largeur de la plaque b dans la direction O y.

L’épaisseur de la plaque est désignée par s. On admet que la répartition des contraintes ne
dépend pas de l’épaisseur s. Chaque nœud de la plaque possède deux degrés de liberté :
déplacement ui dans la direction x, déplacement vi dans la direction y, soit au total huit degrés
de liberté. Cet élément peut être sollicité par huit forces nodales Fxi et Fyi. L’exposé suit les
textes de Peter C. Kohnke, Ansys : Theoretical Manuel, sous chapitre 2.42 et Günter Müller /
Clemens Groth : FEM für Praktiker – Band 1, Kappitel 4.

11.5.3.1  FONCTIONS  D’INTERPOLATION

Le champ des déplacements des nœuds de la plaque est basé sur une approximation
linéaire, appelée fonction base, de la forme :

u(x,y) = c1 + c2 x + c3 y + c4 x y,
v(x,y) = c5 + c6 x + c7 y + c8 x y.

Les huit constantes c1 à c8 peuvent se trouver à partir des huit déplacements nodaux de la
plaque par les conditions particulières :

Au point 1 (0,0) : u = u1 et v = v1.
Au point 2 (a,0) : u = u2 et v = v2.
Au point 3 (a,b) : u = u3 et v = v3.
Au point 4 (0,b) : u = u4 et v = v4.

Le choix des deux fonctions base permet de remplir les conditions suivantes :
1. Les lignes limitant le rectangle restent rectilignes après déformation de la surface.
2. Le champ des déplacements est de second ordre ou pour une valeur constante de x (ou de

y), la variation du déplacement dans la direction y (ou x) est linéaire.
3. La déformation spécifique εx (ou εy) est indépendante de x (ou de y), mais varie linéai-

rement avec y (ou avec x). La déformation angulaire γxy varie linéairement avec x et y.
4. Les contraintes dans le rectangle peuvent être remplacées par des résultantes agissant aux

coins (noeuds) des éléments.
En substituant les huit conditions imposées par le déplacement des quatre nœuds, les huit
constantes des fonctions base peuvent se déterminer en fonction des dimensions a et b et des
huit déplacements nodaux ui et vi. Finalement, en introduisant les huit constantes dans les
deux fonctions base et en arrangeant les termes, il vient :

u(x,y) = N1(x,y) u1 +  N2(x,y) u2 + N3(x,y) u3 + N4(x,y) u4.
v(x,y) = N1(x,y) v1 +  N2(x,y) v2 + N3(x,y) v3 + N4(x,y) v4.

Les fonctions qui composent ces deux expressions sont les fonctions d’interpolation Ni(x,y) et
ces fonctions prennent la valeur suivante :

N1(x,y) = ¼ [(1 - x/a) (1 - y/b)] ;
N2(x,y) = ¼ [(1 + x/a) (1 - y/b)] ;
N3(x,y) = ¼ [(1 + x/a) (1 + y/b)] ;
N4(x,y) = ¼ [(1 - x/a) (1 + y/b)].
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Figure 11.19   Elément fini représenté par une plaque rectangulaire à 8 degrés de liberté

Ces fonctions sont transformées de telle manière qu’elles prennent la valeur un en chaque
nœud et zéro à tous les autres. Ces fonctions montrent une répartition linéaire des dépla-
cements u et v le long de chaque côté du rectangle, déplacements dépendant uniquement du
déplacement des deux nœuds placés à l’extrémité du côté considéré. Ces fonctions
d’interpolation assurent aussi la compatibilité des déplacements avec les éléments adjacents
qui composent la structure complète. Les deux relations générales u(x,y) et v(x,y) expriment
les composantes du déplacement d’un point quelconque placé à (x,y). Pour trouver le
déplacement d’un point de la surface du rectangle, il suffit de connaître les huit déplacements
composants aux nœuds et les coordonnées du point. Le champ de déplacement peut s’écrire
sous forme matricielle :

u x y
u
v

N N N N
N N N N

u
v
u
v
u
v
u
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( , ) .l q = RST
UVW =
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1 2 3 4

1 2 3 4

1
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2
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3

3

4

4

0 0 0 0
0 0 0 0

{u(x,y)} [N] {u}

En dérivant partiellement ces fonctions en u et v, par rapport à x et y, les déformations
spécifiques et angulaire peuvent se trouver par les relations vues sous 11.2.2.

11.5.3.2  RELATIONS  DÉFORMATIONS - DÉPLACEMENTS

Dans le cas d’un état de contrainte plan, trois déformations composantes sont présentes.
Elles peuvent s’exprimer en fonction des déplacements des nœuds par les dérivées partielles
suivantes :

ε ε γx y xy=
∂
∂

=
∂
∂

=
∂
∂

+
∂
∂

u
x

v
y

u
y

v
x

, , .

En calculant ces expressions au moyen des fonctions générales u(x,y) et v(x,y), il est possible
d’écrire :
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Cette expression développée peut s’écrire sous la forme condensée :
{ε} = [B] {u},

avec :
{ε}T = {εx     εy     γxy},
{u}T = {u1     v1     u2     v2     u3     v3     u4     v4}.

Le calcul des dérivées partielles de la matrice [B] donne :
∂N1/∂x = (b-y)/(4ab) ∂N1/∂y = -(a-x)/(4ab) ∂N2/∂x = (b-y)/(4ab) ∂N2/∂y = -(a+x)/(4ab)
∂N3/∂x = (b+y)/(4ab) ∂N3/∂y = (a+x)/(4ab) ∂N4/∂x = -(b+y)/(4ab) ∂N4/∂y = (a-x)/(4ab)

La matrice [B] s’écrit :

B
ab

b y b y b y b y
a x a x a x a x

a x b y a x b y a x b y a x b y
=

− − − + − +
− − − + + −

− − − − − + − + + − − +

F

H
GG

I

K
JJ

1
4

0 0 0 0
0 0 0 0

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
.

Ces expressions montrent la linéarité dans les déformations en précisant la dépendance entre
εx et y, entre εy et x. La déformation angulaire de cisaillement γxy varie linéairement avec les
coordonnées x et y.

11.5.3.3  RELATIONS  CONTRAINTES - DÉFORMATIONS

La relation générale entre les contraintes et les déformations s’exprime par :
{σ} = [C] {ε},

ou sous forme développée pour un matériau à comportement isotrope et en état de contrainte
plan :

σ
σ
τ
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{σ} [C] {ε}
Si E et ν de cette relation de l’état de contrainte plan sont remplacés par E/(1-ν2) et ν/(1-ν), la
relation devient valable pour l’état de déformation plan, voir texte précédent.

11.5.3.4  RECHERCHE  DE  LA  MATRICE  DE  RIGIDITÉ

La méthode des éléments finis utilise, dans le mode déplacement, une relation entre les
forces appliquées aux nœuds de l’élément et les déplacements de ces nœuds, une relation
matricielle de la forme générale suivante :

[K]e {u} = {F},
avec :

[K]e matrice de rigidité de l’élément,
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{u} vecteur des déplacements nodaux de l’élément,
{F} vecteur des forces aux nœuds.

L’énergie accumulée dans l’élément rectangulaire peut se trouver par intégration de l’énergie
potentielle élastique contenue dans chaque volume élémentaire  dV = dx dy dz. Pour un corps
à épaisseur constante, s = constante, de dimensions a et b, dA = dx dy, l’énergie totale vaut :

W s AT
u Aire

d= z1
2

ε σl q l q ,

avec :
{ε} vecteur des déformations spécifiques,
{σ} vecteur des contraintes.

Transposons la relation déformation – déplacement : {ε}T = {u}T [B]T. Cherchons l’expres-
sion des contraintes :

{σ}= [C] {ε} = [C] [B] {u}.
L’expression de l’énergie potentielle élastique totale devient :

W s Au
T T

Aire
u B C B d u= ⋅z1

2
l q e j l q.

Pour déterminer les forces inconnues Fi, appliquons le théorème de Castigliano en calculant la
dérivée partielle de l’énergie totale par rapport à chaque degré de liberté de l’élément :

Fi = ∂Wu/∂ui ,
ce qui permet d’écrire :

{F} = [K]e {u},
avec :

{F}T = {Fx1    Fy1    Fx2    Fy2    Fx3    Fy3    Fx4    Fy4}.
{u}T = {u1    v1    u2    v2    u3    v3    u4    v4}.

La matrice de rigidité [K]e se trouve par comparaison des diverses relations matricielles, soit :

[K]e = s AB C B dT

Airez ,

Cette relation matricielle représente la forme courante pour trouver la matrice de rigidité dans
les éléments finis à partir des fonctions d’interpolation. La recherche des huit forces
inconnues génère un système d’équations linéaires à 8 inconnues. La matrice de rigidité est de
dimensions 8 x 8 ; elle est symétrique. Ce système s’écrit :
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Comme la matrice [K]e est symétrique, seuls les éléments de la diagonale principale et sous
cette diagonale sont cités ici. Après intégration et dérivation partielle selon les degrés de
liberté, les éléments kij de la matrice de rigidité peuvent se calculer.
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11.5.3.5  PLAQUE  QUADRILATÉRALE  ISOPARAMÉTRIQUE

La plaque rectangulaire est une forme géométrique peu utilisée dans les structures planes
en éléments finis car elle ne permet pas de modéliser des surfaces autres que carrées ou
rectangulaires. La plupart des corps à épaisseur constante se laisse modéliser au moyen de
forme triangulaire ou mieux quadrilatérale. Nous voulons présenter ici brièvement la plaque
quadrilatérale dite isoparamétrique afin d’en donner la définition et les propriétés.

Figure 11.20   Elément fini constitué par une surface quadrilatérale isoparamétrique

En admettant que la plaque quadrilatérale soit définie par quatre nœuds et des côtés rectilignes
entre ces nœuds, il est possible d’introduire un système de coordonnées intrinsèques C r s.
L’axe C r découpe les côtés 1-4 et 2-3 en deux parties égales, l’axe C s découpe les côtés 1-2
et 3-4 en deux parties égales. Les abscisses et ordonnées de ce système varient entre –1 et +1.
Ce système de référence oblique permet de transformer l’élément quadrilatéral en un élément
sans dimension pour lequel il est possible de trouver plus facilement les fonctions
d’interpolation. Ces coordonnées sont représentées pour le cas général du quadrilatère et le
cas particulier du rectangle, figure 11.20 ci-dessus. Sur les segments d’interface, les
coordonnées des points sont +1 ou –1. Les coordonnées des nœuds sont :

Nœud 1 (-1,-1) Nœud 2 (+1,-1) Nœud 3 (+1,+1) Nœud 4(-1,+1)
En admettant les mêmes fonctions base que pour la surface rectangulaire, en utilisant les
relations trouvées précédemment pour le rectangle, en remplaçant a et b par les valeurs
unitaires, l’origine du système de coordonnées étant au centre de la surface, les fonctions
d’interpolation deviennent :

N1(r,s) = (1 – r).(1 – s) / 4.
N2(r,s) = (1 + r).(1 – s) / 4.
N3(r,s) = (1 + r).(1 + s) / 4.
N4(r,s) = (1 – r).(1 + s) / 4.

La relation entre les coordonnées intrinsèques et les coordonnées réelles de l’élément s’écri-
vent :

x N xr s=
=
∑ i i
i

( , ) ,
1

4

y N yr s=
=
∑ i i
i

( , ) .
1

4

La relation d’interpolation des déplacements est :

u N ur s=
=
∑ i i
i

( , ) ,
1

4

v N vr s=
=
∑ i i
i

( , ) .
1

4

Les fonctions d’interpolation possède la valeur 1 au nœud i et zéro à tous les autres nœuds.
Leur variation est bilinéaire. Un élément fini est dit isoparamétrique lorsque les fonctions
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d’interpolation  géométrique sont identiques aux fonctions d’interpolation des déplacements.
Cette discussion montre qu’il existe deux types d’interpolation : interpolation géométrique et
interpolation des déplacements.
La relation entre les coordonnées s’écrit sous la forme matricielle suivante :

x
y
RST
UVW = ⋅N xl q ,

avec :
{x}T = {x1    y1    x2    y2    x3    y3    x4    y4}.

[N] = 
N N N N

N N N N
1 2 3 4

1 2 3 4

0 0 0 0
0 0 0 0
F
HG

I
KJ .

Les déplacements ui et vi sont calculés par approximation et par les mêmes fonctions
d’interpolation, mais multipliés par les déplacements des nœuds :

u
v
RST
UVW = ⋅N ul q ,

avec :
{u}T = {u1   v1   u2   v2   u3   v3   u4   v4}.

Le calcul de la matrice [B] part de la même définition générale :

[B] = 
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Cette matrice relie les déformations aux déplacements. Elle contient les dérivées partielles des
fonctions d’interpolation par rapport aux coordonnées x et y. Comme les fonctions
d’interpolation Ni sont exprimées en coordonnées intrinsèques (s,t), le calcul des dérivées
partielles fait intervenir la règle des dérivées de fonction de fonction. L'expression générale de
ce calcul devient :

∂
∂

=
∂
∂

⋅
∂
∂
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Sous forme matricielle, ces relations se transforment en :
∂
∂
∂
∂

R
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U
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La matrice de liaison est la matrice de Jacobi [J] :

[J] = 
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La relation entre  les déformations et les déplacements s’obtient à partir de la matrice inverse
de Jacobi [J]-1 :

∂
∂
∂
∂

R
S||

T||

U
V||

W||
= ⋅

∂
∂
∂
∂

R
S|

T|

U
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W|
−

N
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N
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N
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N
t

i

i

i

i
J 1 ,

avec : [J]-1 = 1
det

,
J
⋅

∂
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−
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s

ou encore : det [J] = ∂
∂

⋅
∂
∂

−
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.

Les éléments de la matrice [B] peuvent se trouver en calculant les dérivées partielles. Sans
entrer dans les détails, le but de toutes ces opérations est de trouver la matrice de rigidité
donnée par l’expression :

[K]e = s AB C B d
Aire

Tz ⋅ ⋅ ⋅ .

11.5.3.6  INTÉGRATION  ET  VALEUR  DES  CONTRAINTES

Les éléments de la matrice [B] définissent les coordonnées des nœuds dans le système de
coordonnées adimensionnel O s t, l’intégration doit s’effectuer dans ce système.

Figure 11.21  Définition de la surface élémentaire et points d’intégration

La figure 11.21, à gauche, permet de définir l’aire de la surface élémentaire dA par :

dA = || ds × dt || = ||
∂ ∂
∂ ∂
RST
UVW×

∂ ∂
∂ ∂
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UVW

x s
y s

x t
y t

/
/
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/
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y
s

s t s td d J d ddet ,

avec : det [J] = déterminant de [J].
En remplaçant l’aire élémentaire par son expression en fonction de ds et de dt, les limites de
l’intégration entre les valeurs –1 et +1, la matrice de rigidité se définit par :

[K]e = s s tB C B J d d
T

−

+

−

+ zz ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅
1

1

1

1
det .
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La matrice de rigidité de l’élément quadrilatéral possède aussi 8 lignes et 8 colonnes, soit 64
éléments. L’intégration sur la surface de l’élément s’effectue habituellement par une méthode
numérique, le nombre de points étant limité à 9, représenté sur la figure 11.21 à droite.
La matrice de rigidité de l’élément étant trouvée, l’ensemble des éléments constituant le
modèle permet de composer le système d’équations linéaires et de rechercher les
déplacements de tous les nœuds. Quatre éléments intérieurs aboutissent au même nœud dont
les déplacements en x et y doivent être identiques. Les éléments extérieurs du modèle
aboutissent par deux au même nœud.
Les contraintes sont trouvées à partir des déplacements dans chaque élément par la relation :

{σ} = [C] {ε} = [C] [B] . {u}.

avec : {σ} = {σx    σy    τxy}T.

Les contraintes calculées en un même nœud sont différentes pour chacun des éléments. Afin
de minimiser les erreurs numériques provenant des approximations, la plupart des logiciels
calculent la moyenne arithmétique des contraintes composantes trouvées dans quatre ou deux
éléments aboutissant au même nœud.

Erreurs
La méthode des éléments finis utilise une approximation dans la formulation des champs

de déplacement. Par contre, le champ des contraintes, composantes ou principales, est géné-
ralement discontinu. La valeur de la contrainte nodale d’élément diffère de la contrainte
moyenne, la différence pouvant se définir par l’erreur en contrainte. Cette grandeur est utilisée
pour trouver la norme d’erreur.

Remarque sur la modélisation
Pour obtenir une bonne structure plane au moyen d’éléments isoparamétriques, il est

recommandé de choisir des éléments dont la forme géométrique est voisine du rectangle. La
figure 11.22 montre le quart d’une plaque percée modélisée, à gauche par le logiciel, à droite
par un découpage créé par l’utilisateur. Une bonne modélisation permet de diminuer les
erreurs d’au moins une puissance de 10. Dans le cas de la figure, les dimensions et le nombre
de divisions sur le pourtour de la surface sont identiques.

Modèle à gauche : 180 éléments, 211 nœuds (modélisation par le logiciel).
Modèle à droite : 200 éléments, 231 nœuds (structure plus favorable).

Figure 11.22   Modélisation au moyen de quadrilatères isoparamétriques
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CHAPITRE  12

TYPES  DE  CHARGES , EFFET  D’ENTAILLE

COMPORTEMENT  DES  MATÉRIAUX  MÉTALLIQUES

Ce chapitre traite les problèmes généraux liés à l’application de la théorie fondamentale de
la résistance des matériaux dans le conception de machines. La définition des types de charge
permettra de distinguer les divers modes d’application des efforts extérieurs sur les pièces.
Comme la plupart des pièces de machines, en particulier le type poutre, ne sont pas à section
constante comme proposé dans la recherche des diverses formules de calcul, il est nécessaire
de traiter les concentrations de contrainte engendrées par les changements de section et l’effet
des pièces annexes sur la répartition des contraintes. Le comportement des matériaux
métalliques dépend non seulement de la composition chimique mais du mode de fabrication,
des dimensions transversales et des conditions de charge.

12.1  TYPES  DE  CHARGES

Les charges extérieures sur la structure à calculer sont des forces, des pressions, de
couples de forces et des températures. Ces efforts engendrent des contraintes et des
déformations en fonction du temps. Elles peuvent se représenter en fonction du temps et elles
se décrivent par : F = F(t), p =  p(t), M = M(t) et T = T(t) avec t le temps. Les types de
sollicitations mécaniques peuvent se classer en :

1. Sollicitations statiques.
2. Sollicitations dynamiques.
3. Sollicitations par des chocs.
4. Sollicitations thermiques à des températures différentes de la température ambiante.

Avant de commencer à contrôler les contraintes et les déformations dans une pièce, il est
nécessaire de connaître parfaitement les types et les conditions de charges.

12.1.1  CHARGES  STATIQUES

En charge statique, les sollicitations sont appliquées lentement et progressivement pour
atteindre finalement une valeur stationnaire et constante en module et direction pendant tout le
service. Ce cas de charge est excessivement rare en pratique industrielle.
Il est aussi possible de classer les modifications lentes de charge dans cette catégorie pour
autant que les contraintes ne varient pas plus de 5 N/mm2 par seconde par rapport à la valeur
moyenne. Les efforts extérieurs appliqués sur la pièce peuvent provoquer :
- des contraintes simples de traction ou de compression,
- des contraintes simples de flexion accompagnées de cisaillement,
- des contraintes simples de torsion,.
- des contraintes combinées : flexion et traction, flexion et torsion, flexion + traction ou com-

pression et torsion, le cisaillement étant présent dès qu’il y a des forces concentrées ou
réparties.
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12.1.2  CHARGES  DYNAMIQUES

En charge dynamique, les efforts et les sollicitations sur la structure varient
continuellement. Les contraintes qui en résultent peuvent varier d’une manière aléatoire ou
posséder une variation harmonique. Dans ce dernier cas, il est possible de décomposer le
signal en une somme de signaux harmoniques par l’analyse de Fourier.

12.1.2.1  VARIATION  HARMONIQUE  SIMPLE

Le cas le plus simple de sollicitation dynamique est représenté par une variation
harmonique simple des contraintes. Sur un élément de surface élémentaire dA, la contrainte
normale σ et/ou tangentielle τ  peut varier entre une limite inférieure et une limite supérieure.
En discutant tout d’abord seulement sur une contrainte normale à variation harmonique, la
contrainte σ = σ(t) peut s’exprimer par :

σ = σm + σa sinωt, (12.1.1)
avec :

σm contrainte normale moyenne,
σa amplitude de la contrainte normale,
ω = 2 π/T pulsation, T étant la période.

Figure 12.1   Contraintes normales dynamiques : définition des contraintes pulsante et alternées

Désignons par σo la contrainte normale supérieure et par σu la contrainte normale
inférieure définies par :

σo = σm + σa     et     σu = σm – σa.
Il devient ainsi possible, à partir des contraintes inférieure et supérieure connues, de définir
les caractéristiques :

Contrainte normale moyenne : σ
σ σ

m
u o=
+
2

.

Amplitude de la contrainte : σ
σ σ

a
o u=
−
2

. (12.1.2)
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Rapport des contraintes : Rc
m

o,u

=
σ
σ

. (12.1.3)

Le rapport des contraintes est le rapport, en valeur absolue, entre la contrainte moyenne et la
contrainte supérieure ou inférieure.
Les contraintes, définies sur l’aire dA, sont dites pulsantes si ces contraintes conservent
constamment leur signe positif ou négatif. Elles sont dites alternées si leur signe passe d’une
valeur positive à une valeur négative et vice versa pendant la charge variable. Ces deux
définitions permettent de situer trois cas particuliers :
1. Contrainte pulsante fondamentale : la contrainte sur l’aire élémentaire dA varie entre la

contrainte nulle et la contrainte maximale ou minimale. Le rapport des contraintes vaut
dans ce cas : Rc = 0,5.

2. Contrainte alternée fondamentale : la contrainte moyenne sur l’aire élémentaire dA est
nulle. L’amplitude de la contrainte est égale à la valeur de la contrainte supérieure. Le
rapport des contraintes vaut alors : Rc = 0.

3. Contrainte statique : La contrainte moyenne est égale à la contrainte supérieure : Rc = 1.0.
Les diverses définitions s’appliquent d’une manière analogue aux autres contraintes normale
ou tangentielle, cette dernière provenant de l’effort tranchant ou du moment de torsion. Tout
cas de charge dynamique peut se traiter comme une superposition de deux cas de charge :
1. Une charge statique impliquant une contrainte moyenne σm ou τm.
2. Une charge alternée provoquant une contrainte variable d’amplitude σa ou τa.

12.1.2.2  VARIATION  HARMONIQUE  COMPOSÉE

La plupart des structures sont sollicitées par des efforts spatiaux produisant dans les
sections des contraintes composées : normales de traction - compression et flexion, tangen-
tielles de cisaillement et de torsion. Ces contraintes peuvent posséder soit des valeurs
constantes, soit le plus souvent variables en fonction du temps. En construction de machines,
dans les arbres de transmission en rotation, la présence d’une contrainte de flexion alternée
alliée à une contrainte de torsion plus ou moins pulsante se trouve dans de nombreuses
applications. Les parties variables des contraintes composantes peuvent être synchrones ou
non synchrones.

Figure 12.2   Contraintes synchrones à amplitudes et moyennes différentes
Contraintes synchrones proportionnelles

1. Composantes dynamiques synchrones
Deux contraintes composantes sont dites synchrones lorsqu’elles présentent la même

fréquence ou la même période, des amplitudes et des valeurs moyennes différentes. Les deux
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contraintes supérieures σ1o = σ1m + σ1a et σ2o = σ2m + σ2a agissent au même instant. Les deux
contraintes peuvent être de nature différente par exemple la contrainte désignées par l’indice 1
sur la figure 12.2 à gauche pourrait provenir d’un couple de torsion variable, la contrainte
avec l’indice 2 de l’effet résultant d’un effort normal allié à un moment fléchissant.

2. Composantes dynamiques synchrones proportionnelles
Un cas particulier de contraintes synchrones est représenté sur la figure 12.2 à droite. Les

contraintes sont dites proportionnelles lorsque :
σ
σ

σ
σ

1

1

2

2

a

m

a

m

= .

Ce cas de sollicitation est exceptionnel en pratique courante.

12.1.2.3  VARIATION ASYNCHRONE DES  CONTRAINTES  COMPOSANTES

Lorsque les variations des contraintes normales et tangentielles sont déphasées, l’effet
résultant dépend du déphasage, constant ou variable, de la valeur des contraintes moyennes et
des amplitudes de la partie alternée. Il est difficile de simuler ce type de charge dans les
machines d’essais dynamiques sur les éprouvettes simples.

Figure 12.3   Variation des contraintes de flexion et de torsion avec déphasage

La figure 12.3 montre le principe du déphasage entre une contrainte de flexion alternée et une
contrainte de torsion, toutes deux à contrainte moyenne nulle. Dans le cas de la figure, le
déphasage entre les deux composantes est un quart de période.

Figure 12.4   Exemples de variation des contraintes tirés de la pratique industrielle
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De nombreuses recherches sont effectuées actuellement sur le comportement d’éprouvettes
sollicitées par des contraintes composées et déphasées. La figure 12.4 montre deux exemples
de mesure et de calcul des contraintes dans la pratique :
Figure 12.4 à gauche : variation des contraintes principales σ1 et σ2 dans la section plane du
maneton d’un moteur à six cylindres.
Figure 12.4 à droite : variation des contraintes de flexion et de torsion dans l’arbre de
commande supportant un convertisseur Thomas.
Les essais des matériaux en charges dynamiques s’effectuent le plus souvent sur des
éprouvettes en rotation sollicitées extérieurement par une force à direction constante
perpendiculaire à l’axe de la pièce. Cette charge produit une flexion harmonique dans les
sections droites, en négligeant l’effet du cisaillement. En pratique, les forces et les couples
appliquées sur les pièces ne possèdent pas ce genre de variation idéale de la charge. Il faut
alors distinguer les résultats obtenus par essais des résultats sur pièces réelles.

12.1.3  CHARGE  PAR  CHOCS

Les chocs et les à-coups interviennent assez souvent sur les structures de machines et
provoquent des variations brusques de contrainte. La capacité de déformation du matériau et
l’énergie cumulable dans les pièces sous forme élastique ou sous forme de déformations
partiellement plastiques limitent les pointes de contrainte. Pour éviter des ruptures toujours
dangereuses, il est recommandé d’exiger des matériaux les qualités suivantes :

1. Une résistance statique suffisante.
2. Un allongement de rupture important.
3. Une très bonne résilience.

12.1.4  CHARGE  À  HAUTE  OU  BASSE  TEMPÉRATURE

Les caractéristiques mécaniques données dans les tables sont valables à la température
ambiante, soit 20°C. Lorsque la température croît, le module d’élasticité, la résistance à la
traction, la contrainte à la limite élastique et l’allongement de rupture modifient leurs valeurs
de base. Pour les aciers de construction de machines, les caractéristiques mécaniques des
tables sont à peu près valables jusqu’à 150 à 200°C selon les nuances d’acier. Un coefficient
de température permet de corriger les valeurs de résistance.
Pour les températures supérieures à ces limites, les diverses résistances mécaniques baissent et
l’allongement de rupture augmente. En charges statique et dynamique à température élevée, le
facteur temps commence à jouer un rôle non négligeable. La variation dimensionnelle d’une
pièce en fonction du temps, sollicitée par des contraintes statiques et/ou dynamiques
continues, porte le nom de fluage. Ce phénomène inévitable est prépondérant dans les turbo-
machines thermiques comme dans les turbines et les compresseurs à vapeur et à gaz.
A basse température, la fragilité du métal augmente et une diminution brusque de la résilience
est souvent présente dans les aciers. Les risques de fissuration dans les pièces représentent des
conditions de charge à ne jamais négliger.
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12.2  EFFET  D’ENTAILLE

Les pièces de type poutre à section constante sur toute leur longueur ou à section
progressivement variable sont excessivement rares dans la conception de machines. Comme
les relations élémentaires de la résistance de matériaux introduisent la constance des sections,
il devient nécessaire d’apporter les corrections nécessaires aux diverses formules de calcul.
Au droit d’une variation de section ou dans le tronçon de raccordement, la répartition des
contraintes n’est plus uniforme ou linéairement variable mais au contraire fortement modifiée.
Il y a le phénomène de la concentration de contraintes. La pièce est dite entaillée par la
modification plus ou moins brusque de section ou la présence d’un organe supplémentaire
monté sur la pièce.

12.2.1  COEFFICIENTS  DE  FORME

Pour une pièce constituée par un matériau parfaitement isotrope et homogène, en présence
de contraintes élastiques, le coefficient de forme d’une pièce entaillée, désigné par le symbole
αk, est le rapport entre la contrainte maximale et la contrainte nominale correspondant au type
de sollicitation simple.

12.2.1.1  DÉFINITION  DU  COEFFICIENT  DE  FORME

 La contrainte nominale se définit par les relations fondamentales valables en traction ou
compression simple, en flexion simple et en torsion simple. Le coefficient de forme s’exprime
par :

1. En traction ou compression simple : α
σ
σk(t,c)

nom

= max , avec : σnom = FN/A.

2. En flexion simple : α
σ
σk(f)

nom

= max , avec : σnom = Mf/Wz.

3. En torsion simple : α
τ
τk(t)

nom

= max , avec : τnom = Mt/Wt. (12.2)

Le coefficient de forme dépend uniquement de la géométrie de la pièce au voisinage de
l’entaille, cette géométrie appartenant à une pièce plane ou volumique. Le coefficient dépend
du genre de contrainte simple. Les efforts FN, Mf et Mt sont placés au centre de gravité de la
section entaillée. Les caractéristiques géométriques de la section A, Wz et Wt sont définies
dans la section non entaillée.
Les coefficients de forme pour les pièces entaillées simples, en particulier les plaques et les
arbres de machines, sont déterminés :
1. par l’application de la théorie de l’élasticité dans la partie à section variable. Les méthodes

utilisées dans la recherche sont relativement compliquées et sont réservées plutôt aux
chercheurs. L’ouvrage de référence sur le sujet a été écrit par H. Neuber : Kerbspannungs-
lehre, 2e édition, éditeur Springer Berlin, 1958 (Kerbe → entaille) [17].

2. par la méthode de la photoélasticité au moyen de modèles fabriqués en résine transparente
sollicités par des efforts simples et examinés sous lumière polarisée.

3. par la méthode des éléments finis en modélisant la pièce et surtout la partie près de
l’entaille le mieux  possible. Pour les pièces volumiques, le même modèle peut servir à
trouver les trois coefficients de forme : en traction, en flexion et en torsion.

Les coefficients de forme sont, à de rares exceptions près, toujours supérieur à 1 et ne
devraient pas dépasser 6,0. Pour les pièces simples de type poutre, le coefficient de forme en
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traction est supérieur au coefficient en flexion qui lui-même est plus grand que le coefficient
de forme en torsion :

αk(t,c) ≥ αk(f) ≥ αk(t).
Dans la plupart des cas, le coefficient de forme est lu sur une représentation graphique du
coefficient en fonction de la géométrie ou calculé par des formules plus ou moins
approximatives. Ces représentations diffèrent très souvent selon leur origine.

Figure 12.5   Etat de contrainte dans une entaille. Effet de la forme dans une plaque entaillée
Valeur de la longueur complémentaire ρ* pour les aciers en fonction de Rp0,2 (selon Neuber)

12.2.1.2 COEFFICIENTS  DE  FORME  DANS  LES  PLAQUES  ENTAILLÉES

 Les coefficients de forme pour les plaques entaillées sont donnés sous forme d’expression
ou de courbes concernant des entailles à géométrie simple. Il est admis que le coefficient αk
ne dépend pas de l’épaisseur s de la plaque. Les plaques sont sollicitées soit en traction –
compression, symbole (t,c), soit en flexion, symbole (f). Les contraintes nominales de traction
ou de flexion se trouvent par les expressions fondamentales des contraintes simples :

Traction – compression : σ ( ) .t,c
N=
⋅

F
s h

Flexion : σ (f)
f=

⋅
M

s h2 6/
.

Avec :
FN effort normal,
Mf moment fléchissant,
s épaisseur de la plaque (constante),
h hauteur de la section, au droit de l’entaille, donnée sur la figure.

La figure 12.6 représente huit plaques différentes avec entailles à forme circulaire. Les
coefficients de forme peuvent se calculer au moyen de formules plus ou moins exactes ou se
lire sur des graphiques. La dispersion des coefficients est assez grande d’un auteur à l’autre.
Tous les efforts appliqués doivent se situer dans le plan de la plaque.

Plaque 1 : Entaille circulaire de chaque côté, rayon R.
Les coefficients de forme en traction – compression ou en flexion peuvent se calculer par

les relation suivantes [4] :
Validité pour : R > 0 et h/H < 1.0 :
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Figure 12.6   Formes simples de plaques entaillées
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Plaque 2 : Plaque épaulée symétrique
Les coefficients de forme pour la traction – compression et la flexion peuvent se lire sur

les deux figures suivantes 12.7 et 12 8. Les courbes sont calculées au moyen de la publication
en français de CETIM : J.P. Faurie, P. Monnier, A Nicku-Lari, R.Sutterlin : Les concen-
trations de contrainte (1977) [5].

Figure 12.7   Coefficients de forme dans un plaque épaulée en traction – compression
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Figure 12.8   Coefficients de forme dans une plaque épaulée en flexion

Autres formules de calcul (elles ne donnent pas les mêmes coefficients) :
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Flexion : α k(f) = +
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Plaque 3 : Plaque à deux épaulements
Les courbes pour la traction et la flexion de la plaque épaulée symétrique sont applicables

à ce cas pour autant que la largeur b soit suffisante. Par contre, si la largeur b est étroite, les
courbes ou les relations ne sont plus valables.

Plaques 4 et 8 : Plaques avec un trou circulaire
La présence d’un orifice circulaire dans la plaque modifie la section résistante. Le

coefficient de forme se rapporte, selon les auteurs, soit à la section non entaillée de hauteur H,
soit à la section nette H – d.  La figure 5.28 montre la répartition des contraintes normales
dans le cas d’une plaque avec trou centré sollicitée par la traction. Les caractéristiques de la
section à prendre en considération pour les contraintes normales sont :
Section non entaillée : utilisation des relations de base proposées.
Section entaillée en remarquant la position de la ligne d’action de la force par rapport au
centre de gravité de la section ajourée, d’où modification du moment fléchissant dans la
section  :

Traction – compression : σ ( ) .t,c
N=

⋅ −
F

s H db g
Flexion nominale : σ σ( ) ( ) ,f

f
f

f

z

et1
1

2
2

= =
M
W

M
Wz

Avec Wz1 et Wz2 les modules de résistance à la flexion des points les plus éloignés de l’axe de
gravité, distances e1 et e2.

Plaques 5, 6 et 7 : Plaques avec entailles uniques ou fermée
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La figure montre trois autres entailles dans les plaques. Les coefficients de forme sont le
plus souvent compris entre 1 et 3,5 pour cette géométrie.

12.2.1.3 COEFFICIENTS  DE  FORME  DANS  LES  PIÈCES  CYLINDRIQUES

Les coefficients de forme pour les pièces cylindriques entaillées sont donnés sous forme
d’expression ou de courbes concernant des entailles à géométrie simple. Les pièces sont
sollicitées soit en traction – compression, symbole (t,c), soit en flexion, symbole (f), soit en
torsion, symbole (t). Les contraintes nominales de traction, de flexion ou de torsion se
trouvent par les expressions des contraintes simples usuelles :

Traction – compression : σ (t,c)
N=

F
dπ 4 4/

.

Flexion : σ (f)
f=

M
dπ 3 32/

.

Torsion : τ ( ) /
.t

t=
M

dπ 3 16
Avec :

FN effort normal,
Mf moment fléchissant,
Mt moment de torsion,
d diamètre de la section de contrôle au droit de l’entaille.

La figure 12.9 montre quatre formes d’entaille. Le nombre modeste de formes provient de la
difficulté de trouver les coefficients de forme de pièces volumiques, soit sur modèle, soit au
moyen de la théorie de l’élasticité ou même de la méthode des éléments finis.

Figure 12.9   Formes simples des pièces cylindriques entaillées

Pièce 1  : Arbre épaulé
Cette forme d’entaille est très courante en conception de machines, le raccordement entre

les deux parties cylindriques étant amélioré par la présence d’un arrondi au rayon R. Le rayon
R est habituellement plus petit que la hauteur de l’épaulement t.
Les coefficients de forme en traction – compression, flexion et torsion peuvent se lire sur les
trois figures suivantes.
Figure 12.10 : Coefficient de forme en traction.
Figure 12.11 : Coefficient de forme en flexion.
Figure 12.12 : Coefficient de forme en torsion.
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Figure 12.10   Coefficients de forme d’un arbre épaulé en traction – compression

Figure 12.11   Coefficients de forme d’un arbre épaulé en flexion

Le calcul des coefficients de forme d’un arbre épaulé peut aussi s’effectuer au moyen de
formules, les résultats n’étant pas identiques à ceux des courbes.
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Figure 12.12   Coefficients de forme d’un arbre épaulé en torsion
Pièce 2  : Arbre avec gorge extérieure
Le calcul des coefficients de forme d’un arbre avec gorge extérieure peut aussi s’effectuer

au moyen des formules suivantes :
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Pièce 3  : Tige en traction avec tête cylindrique
Cette pièce composée de deux parties cylindriques, sollicitée en traction, se rencontre dans

toutes les vis de serrage. La liaison entre la partie cylindrique filetée et la tête s’améliore par
un arrondi entre les deux tronçons.

Pièce 4  : Arbre à tronçon cylindrique intermédiaire
La partie cylindrique de diamètre d est interrompue par un tronçon cylindrique de

diamètre D plus grand. Le raccordement entre les tronçons s’effectue par un arrondi de rayon
R. Il s’agit d’un arbre doublement épaulé. Si la longueur h du tronçon central est grande, les
coefficients de forme pour l’arbre épaulé s’appliquent pleinement.

12.2.1.4 COMBINAISON  DES  COEFFICIENTS  DE  FORME

Les coefficients de forme sont définis pour des conditions de sollicitation qui produisent
des contraintes simples dans les sections entaillées : traction, flexion ou torsion, jamais
cisaillement. Dans la plupart des cas réels, les pièces sont sollicitées par des contraintes
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combinées. Il serait intéressant de savoir s’il est possible d’appliquer le principe de
superposition aux contraintes de même nature comme la traction et la flexion.

Figure 12.13   Plaque épaulée sollicitée en traction, flexion, traction + flexion

Pour donner une réponse à cette question, l’étude s’est concentrée sur une plaque épaulée
selon figure 12.13 sollicitée successivement par :
1. Une contrainte normale dans la section terminale de 100 N/mm2.
2. Une contrainte de flexion pure dans la section terminale de ± 100 N/mm2.
3. Une combinaison d’un effort normal et d’un moment fléchissant produisant une contrainte

variant de 0 à 200 N/mm2, soit la superposition des deux charges primitives.
La recherche des contraintes introduit la méthode des éléments finis au moyen d’éléments
isoparamétriques quadratiques à 8 nœuds. Après une modélisation relativement grossière de la
plaque entière, l’étude de détail s’est limitée à la partie arrondie et des tronçons rectilignes 5
mm à droite et 5 mm en dessus, au moyen de 200 éléments, taille moyenne 0,5 mm. Les
résultats sont donnés dans le tableau ci-après.

Type Charge Sigma x Sigma 1 Sigma EQV Erreur
1. Traction 100 243.3 245.6 243.3 4.4 . 10-5

2. Flexion -100 à +100 187.2 197.9 196.2 2.0 . 10-5

Somme 1 + 2 --- 430.5 443.5 439.5 ---
Traction + flexion 0 à 200 416.9 443.6 439.6 1.4 . 10-4

Conclusion
Le principe de superposition des contraintes normales trouvées dans une pièce entaillée est

valable dans ce cas particulier. L’effet des coefficients de forme en traction et flexion peut se
sommer. Il est à remarquer que la position des contraintes maximales σx, σ1, σEQV, ne se trouve
pas sur le même nœud, ce point se trouvant chaque fois vers l’intérieur de la plaque.

12.2.2  COEFFICIENTS  D’EFFET  D’ENTAILLE

Le coefficient d’effet d’entaille, désigné par le symbole βk, est le rapport entre la
résistance aux sollicitations alternées de la pièce non entaillée à la résistance aux sollicitations
alternées de la pièce entaillée. Le coefficient d’effet d’entaille est compris habituellement
entre 1 et la valeur du coefficient de forme αk. Les aciers à haute résistance statique sont plus
sensibles à l’effet d’entaille que les aciers ordinaires au carbone non alliés. Une forme
défectueuse d’une pièce sollicitée par des contraintes dynamiques ne peut en aucun cas être
compensée par l’utilisation d’une matière à plus grande résistance statique.



Types de charge, effets d’entaille

- 308 -

Le coefficient d’effet d’entaille dépend de la forme de la pièce, de sa grandeur, des
caractéristiques mécaniques du matériau. Diverses propositions ont été formulées pour relier
le coefficient d’effet d’entaille βk au coefficient de forme αk.

12.2.2.1  PREMIÈRES  PROPOSITIONS  DE  LIAISON

1. Méthode de Thum
Dans cette méthode, le coefficient d’effet d’entaille est relié au coefficient de forme par la

notion de sensibilité à l’entaille ηk défini par l’expression :

η
β
αk

k

k

=
−
−

1
1

,

ce facteur étant compris habituellement entre 0 et 1.
Le coefficient d’effet d’entaille se calcule par :

βk = 1 + ηk (αk – 1). (12.3.1)
Thum avait estimé que le facteur de sensibilité à l’entaille ηk était une constante dépendant
seulement du matériau. Les valeurs moyennes de ce coefficient sont :

Aciers de construction (Ac37 à Ac70) : 0,40 à 0,80.
Aciers d’amélioration : 0,60 à 0,80.
Aciers à haute résistance : 0,85 à 1,00.

D’après cette méthode de calcul, le coefficient d’effet d’entaille serait à peu près égal au
coefficient de forme pour les aciers à haute résistance. L’hypothèse de Thum n’a pas été
confirmée dans les essais de durée.

2. Méthode de Neuber
Cette méthode introduit la notion de chiffre de soutien dans la détermination de l’état de

contrainte dans la partie entaillée et tient compte du comportement réel du matériau. Les
matériaux métalliques sont constitués d’une structure plus ou moins cristalline non homogène
provoquant des résistances supplémentaires à la déformation. Cette propriété est dénommée
effet de soutien microscopique et se laisse exprimer par une correction du rayon de l’entaille
au moyen d’un rayon de courbure fictif ρF donné par l’expression :

ρF = ρ + s ρ*,
avec :
ρ rayon de courbure géométrique le plus petit au droit de l’entaille,
ρ* longueur complémentaire dépendant de Rp0,2 du matériau selon la figure 12.5.
s facteur de l’effet de soutien microscopique. Ce facteur dépend de la forme de la pièce

entaillée, du genre de sollicitation et du critère de résistance introduit pour calculer la
contrainte idéale.

ρF rayon de courbure fictif à introduire dans le calcul du coefficient de forme.

Valeur du facteur s

Traction et flexion Critère de résistance
  Pour σi Entaille dans plat Entaille circulaire

Cisaillement
et torsion

 Cisaillement
 (Mohr)

s = 2 s = −
−

2
1

ν
ν

s = 1

 Energie de distorsion
 (von Mises)

s = 2,5 s = − +
− +

5 2 2
2 2 2

2

2

ν ν
ν ν

s = 1
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La théorie développée par H. Neuber fait intervenir la contrainte idéale σi dans la définition
du coefficient de forme et non la contrainte principale σ1 (ou σx). En appliquant le critère
énergétique de distorsion, le coefficient de correction se trouve par :

f v = − +1 2ν ν .

Finalement, le coefficient d’effet d’entaille se calcule par l’expression :

βk = fv αkρF. (12.3.2)

Le coefficient de forme corrigé αkρF se trouve en introduisant le rayon de courbure fictif ρF
depuis la représentation graphique, figure 12.5, ou la formule de calcul.

Le calcul du coefficient d’effet d’entaille selon Neuber se détermine en trois pas :
1. Recherche dans le tableau du facteur de soutien s selon le type d’entaille et le genre de

contrainte.
2. Calcul du rayon de courbure fictif et du coefficient de forme corrigé αkρF.
3. Calcul du coefficient d’effet d’entaille βk au moyen de la dernière relation proposée.

12.2.2.2  GRADIENT  RELATIF  DE  CONTRAINTE

La répartition des contraintes normales et tangentielles dans les sections entaillées diffère
des hypothèses simplificatrices de la résistance des matériaux. Cette variation de contrainte
dynamique permet de définir, dans le cas d’une sollicitation simple de traction, de flexion ou
de torsion, le gradient de contrainte par une expression différentielle (voir figure 12.5) :

tan tan .α
σ

α
τ

σ τ= =
d
d

eta a

y
d
dy

Le gradient relatif de contrainte se défini comme suit :

χ
σ

σ
χ

τ
τ

σ τ0
1

0
1

1 1
= ⋅ = ⋅

a

a

a

ad
d

et d
dy y

. (12.4.1)

Les symboles utilisés dans ces deux expressions sont :
σa amplitude de la contrainte dynamique normale.
σ1a amplitude de la contrainte dynamique normale sur le bord de l’entaille.
τa amplitude de la contrainte dynamique tangentielle.
τ1a amplitude de la contrainte dynamique tangentielle sur le bord de l’entaille.
y direction perpendiculaire à la direction de la normale à la section, axe O x.
Les deux expressions proposée ne sont applicables que si la variation de la contrainte est
donnée sous forme analytique. Les coefficients de forme et d’effet d’entaille discutés jusqu’ici
ne donnent pas cette répartition. Il est donc nécessaire d’introduire une relation approximative
utilisant les différences finies dans cette recherche :

χ
σ

σ
χ

τ
τ

σ τ≈ ⋅ ≈ ⋅
1 1

1 1a

a

a

a∆
∆

∆
∆y

et
y

. (12.4.2)

Exemple
La figure 5.28 montre la répartition de la contrainte de traction dans une pièce entaillée.

Les contraintes σx calculées au moyen des éléments finis sont données ici.
Nœud No. 18 20 22 24 26 28 30 32 2
Ordonnée y 50,0 45,69 41,79 38,26 35,06 32,15 29,53 27,15 25,0
Sigma x 34.28 57.18 73,0 86,94 101,8 119,7 142,9 174,5 218.3
Le gradient de contrainte entre les nœuds 2 et 32 se trouve par :

∆σx = (218,3 – 174,5) N/mm2 = 43,8 N/mm2   et   ∆y = (27,15 – 25) mm = 2,15 mm.
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tan ασ ≈ 43,8 N/mm2 / 2,15 mm = 20,37 N/mm3.
χσ ≈ 20,37 N/mm3 / 218,3 N/mm2 = 0,093 mm-1.

Cas particulier
Par extension, le gradient relatif de contrainte d’une section circulaire non entaillée,

diamètre nominal d,  soumise à la flexion simple ou à la torsion simple se définit par :

χ χσ τ( ) ( ) .d d= =
2
d

La contrainte est supposée répartie linéairement dans toute la section de contrôle.

Gradient relatif de contrainte des pièces à coefficient de forme donné
Les coefficients de forme déterminés par formule ou lus sur les représentations graphiques

définissent seulement le rapport entre la contrainte maximale et la contrainte nominale. Il
n’est pas possible de calculer le gradient relatif de contrainte car la variation de la contrainte
reste inconnue. Le tableau suivant donne, sous forme de formules, une valeur très approxima-
tive du gradient de contrainte pour cinq formes de pièces entaillées cylindriques ou planes.

Tableau 12.1
Gradient relatif de contrainte approximatif de l’entaille χσ(R) et χτ(R)

Forme de la
pièce entaillée

Gradient χσ(R) 2,3 (1 + ϕ)/R 2 (1 + ϕ)/R 2 (1 + ϕ)/R 2,3 (1 + ϕ)/R 2,3/R

Gradient χτ(R) 1,15/R 1/R --- --- ---

 ϕ = 0 pour  t/d > 0,25  ou  t/h > 0,25
 ϕ = 1 / [4 (t/R)0,5 +2) pour  t/d ≤ 0,25 ou  t/h ≤ 0,25

Le gradient relatif de contrainte doit se calculer pour la section, éventuellement pour la
section non entaillée si la section est soumise à la flexion ou à la torsion. Si la répartition de la
contrainte dans l’entaille peut se trouver, utiliser la définition de base du gradient (12.4.2).

12.2.2.3  CHIFFRE  DE  SOUTIEN

Le chiffre de soutien nσ ou nτ tient compte de la forme de l’entaille et de la grandeur sur la
résistance à la fatigue de la structure. L’utilisation du chiffre de soutien s’applique
exclusivement à la variation de contrainte dans la direction perpendiculaire à la contrainte.

1. Chiffre de soutien en contrainte normale
Le chiffre de soutien se calcule par les expressions suivantes, dépendant du gradient relatif

de contrainte χ :
Pour χ ≤ 0,1 mm-1 : n a R b

σ σχ= + ⋅ − − +1 100
0 5n m n, / .b g (12.5.1)

Pour 0,1 mm-1 < χ ≤ 1 mm-1 : n a R b
σ σχ σ σ= + ⋅ − +1 100

m / .b g (12.5.2)

Pour 1 mm-1 <  χ ≤ 100 mm-1 : n a R b
σ σχ σ σ= + ⋅ − +1 100

4 m / .b g (12.5.3)

Les grandeurs aσ et bσ sont des constantes dépendant du matériau, Rm en N/mm2.

2. Chiffre de soutien en contrainte tangentielle
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Les relations proposées pour les contraintes normales sont applicables au contraintes
tangentielles en remplaçant la contrainte de rupture Rm par le contrainte de rupture en
cisaillement Rmc avec Rmc = Rm

 . fτ,s, fτ,s selon tableau 12.4.

3.Constantes aσ et bσ de calcul du chiffre de soutien

Groupe de
Matériaux

Aciers
inox

Autres
aciers GS GGG GT GG Alumin.

corroyé
Alumin.

fonte
aσ 0,40 0,50 0,25 0,05 -0,05 -0,05 0,05 -0,05

bσ 2400 2700 2000 3200 3200 3200 850 3200

Symboles
GS acier coulé et acier coulé d’amélioration,
GGG fonte nodulaire,
GT fonte malléable,
GG fonte grise lamellaire.

12.2.2.4  COEFFICIENTS  D’EFFET  D’ENTAILLE  (au moyen du chiffre de soutien)

Le calcul du coefficient d’effet d’entaille à partir du chiffre de soutien et du coefficient de
forme dépend du problème à résoudre : pièce entaillée en forme de poutre ou pièce plane
entaillée dont on connaît l’état de contrainte {σ} = {σx    σy    τxy)T.

1. Modèle 1 D : Poutre et arbre entaillés
Les coefficients d’effet d’entaille sont donnés pour les contraintes de traction – compres-

sion, flexion et torsion (aucune publication pour le calcul en cisaillement !).
Traction – compression Flexion Torsion
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(12.6.1)

2. Modèle 2 D : Pièce plane entaillée à état de contrainte plan
Les coefficients d’effet d’entaille sont donnés dans les directions des contraintes normales

σx et σy, de la contrainte tangentielle τxy.
Axe O x Axe O y Dans le plan O x y
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(12.6.2)

Symboles utilisés :
αk(t,c) Coefficient de forme selon le type de contrainte.
nσ(R) Chiffre de soutien dans l’entaille pour contraintes normales ou tangentielles.
nσ(d) Chiffre de soutien dans la pièce non entaillée en flexion ou torsion.

(valable si le contrôle s’effectue par Ra ou Rca, par contre si Rfa ou Rta alors nσ(d) = 1).
R indice R :concerne le rayon dans l’entaille.
d indice d : concerne le diamètre nominal ou la hauteur au droit de l’entaille de la pièce

3. Attention !
Le coefficient d’effet d’entaille ne devrait en aucun cas être inférieur à 1,0. Si la division

du coefficient de forme par le chiffre de soutien donne une valeur inférieure pour une pièce
entaillée, il faut en général corriger le résultat en attribuant 1,0 pour le coefficient d’effet
d’entaille.
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12.2.2.5  EXEMPLE  :  COEFFICIENTS  D’EFFET  D’ENTAILLE

Soit à trouver les coefficients de forme d’un arbre cylindrique avec épaulement pour les
trois types de sollicitation : traction, flexion et torsion. Les dimensions sont :

Grand diamètre : D = 50 mm,
Petit diamètre : d = 40 mm,
Arrondi : R = 2,5 mm,
Epaulement : t = (D – d)/2 = 5 mm.
Matière : Acier d’amélioration au carbone Ck 45, No. DIN 1.1191 :

Rm,N = 700 N/mm2 et Ré,N = 490 N/mm2.
Les coefficients de forme valent, tirés des figures 12.10, 12.11, 12.12 :
En traction – compression : αk(t,c) = 1,99 (2,08 selon calcul par MEF, voir figure)
En flexion : αk(f) = 1,80.
En torsion : αk(t) = 1,48.

Gradient relatif des contraintes dans l’entaille (selon tableau 12.1) :
Rapport : t/d = 5 mm / 40 mm = 0,125.
Grandeur ϕ : ϕ = 1/[4 (5/2.5)0,5+2] = 0,131.
Traction, flexion : χσ(R) = 2,3 (1 + 0,131) / 2,5 mm  = 1,040 mm-1.
Torsion : χτ(R) = 1,15 / 2,5 mm = 0,46 mm-1.
Gradient relatif des contraintes dans le section pleine au diamètre d = 40 mm :

χσ(R) = χτ(R) = 2 / 40 mm = 0,05 mm-1.
Chiffres de soutien :

Constantes : aσ = 0,50 et bσ = 2700.
Contraintes normales : nσ(R) = 1 + (1,040)0,25 . 10-(0,50+700/2700) = 1,176.
Contrainte de rupture : Rmc = 700 N/mm2 . (1/√3) = 404 N/mm2.
Contrainte de torsion : nτ(R) = 1 + (0,46)0,5 . 10-(0,50+404/2700) = 1,152.
Sur le diamètre d : nσ(d) ≈ nτ(d) = 1 + 0,05 . 10-(0,50-0,5+700/2700) = 1,028.

Coefficient d’effet d’entaille :
Traction – compression : βk(t,c) = 1,99 / 1,176 = 1,69.
Flexion : βk(f) = 1,80 / (1,176 . 1,028) = 1,49.
Torsion : βk(t) = 1,48 / (1,152 . 1,028) = 1,25.

Figure 12.14  Arbre épaulée et répartition de la contrainte σy dans l’entaille, pièce en traction
 (Détail de l’état de contrainte calculé : lignes de niveau avec ∆σy = 5 N/mm2)
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Contrôle du gradient relatif de contrainte :
La recherche de la répartition de la contrainte axiale σy s’effectue au moyen d’une

modélisation grossière suivie d’une modélisation fine en éléments finis isoparamétriques
quadratiques. Le tronçon inférieur est sollicité à sa base par une contrainte de traction de 100
N/mm2. Le contrôle s’effectue depuis le point à contrainte maximale σy, soit σy = 208,4
N/mm2, sur une coupe légèrement oblique vers la gauche selon la ligne pointillée. Le coef-
ficient de forme en traction vaut donc : αk(t,c) = 2,08.
Valeurs calculées par éléments finis :
Distance 0.000 0.258 0.515 0.773 1.030 1.289 1.546 1.803 2.061 2.318
Sigma y 208.4 174.1 150.7 135.0 125.7 118.3 112.7 108.7 105.1 102.6
∆x ≈  0,258 mm, ∆σy = (208,4 – 174,1) N/mm2 = 34,3 N/mm2, ∆σy/∆x = 132,9 N/mm3.
Gradient relatif de contrainte normale : χσ = 132,9 N/mm3 / 208,4 N/mm2 = 0,638 mm-1.
Les gradient relatif est différent de celui proposé par le tableau contenant des formules
approximatives. Il est certainement aussi plus près de la réalité.

12.2.2.6  COEFFICIENTS  D’EFFET  D’ENTAILLE  ARBRE / MOYEU

Les cours sur les éléments de machines donnent les coefficients d’effet d’entaille d’assem-
blages courants comme le montage de moyeux sur les arbres. Les coefficients d’effet
d’entaille sont donnés pour un diamètre déterminé et peuvent s’introduire dans une première
estimation de l’effet d’entaille.

1. Arbre cannelé
Les valeurs de la figure 12.15 sont valables pour un arbre de diamètre d4 = 30 mm. La

contrainte nominale de torsion se calcule par l’expression : τt = Mt / (π d3
3/16).

Figure 12.15   Coefficient d’effet d’entaille en torsion dans un arbre cannelé
(selon DIN 743)

Le couple de torsion est transmis par le moyeu sur l’arbre. Le coefficient d’effet d’entaille en
flexion vaut les ¾ du coefficient en torsion donné sur la figure : βk(f) = 0,75 βk(t).
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2. Assemblage entre arbre en moyeu
Le diamètre de référence de l’arbre vaut 40 mm. Les coefficients d’effet d’entaille sont

donnés pour la contrainte nominale de flexion donnée par : σf = Mf / (π d3/32).

Coefficients d’effet d’entaille en flexion pour des assemblages arbre - moyeu
(selon DIN 743)

Coefficient d’effet d’entaille βk(f)
pour une résistance statique Rm en N/mm2No Formes de l’arbre et

du moyeu
Moyeu
/ arbre

400 500 600 700 800 900 1000 1100 1200

1 H7/n6 1,8 2,0 2,2 2,3 2,5 2,3 2,7 2,8 2,9

2 H8/u8 1,8 2,0 2,2 2,3 2,5 2,6 2,7 2,8 2,9

3 H8/u8 1,6 1,7 1,8 1,9 2,0 2,1 2,2 2,2 2,3

4 H7/n6 2,0 2,2 2,4 2,6 2,8 3,0 3,1 3,2 3,2

5 H8/u8 1,5 1,6 1,7 1,8 1,9 2,0 2,1 2,1 2,2

 Conditions de calcul du coefficient d’effet d’entaille en flexion βk(f) :
 Arbre : diamètre 40 mm, facteur de rugosité = 1,0.
 Coefficient d’effet d’entaille en torsion pour le même type d’assemblage :
  βk(t) = 0,65 βk(f).
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12.3  COMPORTEMENT  DES  MATÉRIAUX  MÉTALLIQUES

Le calcul et le contrôle des structures mécaniques sont basés sur l’hypothèse que les
mêmes niveaux de contraintes dans les pièces engendrent les mêmes risques de détérioration
dans les pièces. Les valeurs des grandeurs mécaniques étant relevées sur des éprouvettes
spécifiques au type de contrainte simple à trouver, il est nécessaire de distinguer deux types
de valeurs de résistance :
1. Résistances mécaniques relevées sur éprouvettes : valeurs relevées sur des éprouvettes de

forme simple sollicitées par des contraintes simples, principalement en traction simple et en
flexion (si possible sur 4 points).

2. Résistances mécaniques relevées sur des pièces : valeur relevées sur des organes de
machines réels sous l’effet de charges conformément aux conditions de service connues,
compte tenu de la forme, du procédé de fabrication, des propriétés technologiques du
matériau. Ce comportement des pièces réelles nécessite des installations d’essai très
importantes et coûteuses.

Il est possible de distinguer trois domaines d’application :
1. Résistance statique à température ambiante, basse ou haute température.
2. Résistance dynamique à durée de vie limitée, à température ambiante, basse ou haute

température.
3. Résistance dynamique à durée de vie illimitée, à température ambiante, basse ou haute

température.

12.3.1  COMPORTEMENT  EN  CHARGE  STATIQUE

Les valeurs des caractéristiques de résistance statique sont relevées principalement en
traction, éventuellement en compression, en flexion et en torsion, sur des éprouvettes lisses à
surfaces polies. Les éprouvettes cylindriques, les plus fréquentes, possèdent des diamètres
d’environ 10 mm ± 2,5 mm. Les mesures sur l’éprouvette de traction, à partir de la charge et
de la déformation axiale, permettent de définir :
1. La contrainte de rupture Rm
2. La contrainte à la limite élastique ou Re
3. La contrainte à la limite apparente d’élasticité Rp0,2
4. L’allongement de rupture A5 (ou A3, ou A10)
5. Le module d’élasticité E
La limite élastique Re ne peut se mesurer qu’avec un extensomètre de haute précision, sur
éprouvette après diminution de la charge axiale. En principe, des valeurs analogues peuvent se
relever dans les essais de flexion et de torsion. Pour les matériaux métalliques et sans valeurs
particulières à disposition, il est possible d’estimer approximativement la contrainte de
rupture en fonction de la dureté Brinell. Cette mesure est assez fréquente lors du contrôle de la
réception de barres et profilés devant être usinés (attention aux unités !).

Aciers au carbone : Rm/HB = 0,36
Aciers au Cr Ni : Rm/HB = 0,34
Fonte grise : Rm/HB = 0,1
Alliages AlCuMg Rm/HB = 0,35
Fonte d’aluminium Rm/HB = 0,26.

Les caractéristiques mécaniques des matériaux doivent être adaptées aux dimensions réelles
par des facteurs de correction : facteur d’échelle fds, facteur d’anisotropie fAs, facteur de
résistance à la compression fσ-,s, facteur de température fTs, indice s pour charge statique.
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12.3.1.1  FACTEUR  D’ÉCHELLE  STATIQUE

Le facteur d’échelle fds tient compte de la diminution des caractéristiques mécaniques
lorsque les dimensions transversales passent de la dimension de l’éprouvette à celles de la
pièce réelle. Dans les relations suivantes le diamètre nominal de référence de l’éprouvette
deff,N est 7,5 mm. Le diamètre effectif de la pièce est désigné par deff. Toutes les dimensions
sont à introduire en mm. Le facteur d’échelle se donne par rapport à :
- la contrainte de rupture Rm,N selon table, facteur fds,m.
- la contrainte à la limite élastique, Re ou Rp0,2, désignation simplifiée Ré,N, facteur fds,é.

1. Facteur d’échelle pour la fonte grise GG
Le facteur vaut, défini par rapport à Rm,N :

Pour deff ≤ 7,5 mm : fds,m = 1,207.
Pour deff > 7,5 mm : fds,m = 1,207 . (deff / 7,5 mm)-0,1922.

2. Facteur d’échelle pour les aciers inoxydables (dans les limites dimensionnelles)
Le facteur vaut, pour les dimensions usuelles, défini par rapport à Rm,N ou à Ré,N :

fds,m = fds,é = 1,0.

Figure 12.16   Variation du facteur d’échelle en fonction du diamètre effectif

3. Facteur d’échelle pour les autres aciers et les fontes d’acier
La variation du facteur d’échelle en fonction du diamètre effectif est la suivante :

Pour les diamètres inférieurs à deff,N, le facteur vaut 1.0. Pour les dimensions comprises entre
deff.N et deff,max, la diminution du facteur est logarithmique, pour des dimensions supérieures, le
facteur est constant.
Pour deff ≤ deff,N : fds,m = fds,é = 1,0.
Pour deff,N < deff ≤ deff,max :

Par rapport à Rm : f
a d mm

a d mmds,m
d,m eff

d,m eff,Nm1-
=

− ⋅
⋅

1 7 5 20
7 5 20

ln( / , ) / ln( )
ln( / , ) / ln( )

. (12.7.1)

Par rapport à Ré : f
a d mm

a d mmds,é
d,é eff

d,é eff,Né1-
=

− ⋅
⋅

1 7 5 20
7 5 20

ln( / , ) / ln( )
ln( / , ) / ln( )

. (12.7.2)

Pour deff > deff,max : fds,m = fds(deff,max,m) et  fds,é = fds(deff,max,é).
Pour les aciers laminés, le diamètre deff,max,m = deff,max,é = 250 mm. Pour les autres groupes de
matières, il n’y a pas de limite celle-ci n’est pas donnée dans les normes des matériaux.
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Tableau 12.2
Constantes pour le calcul du facteur d’échelle statique (selon FKM)

Limite rupture Rm Limite élasticité RéGroupe d’aciers Norme
deff,N,m ad,m Fds,m,d=250 deff,N,é ad,é Fds,é,d=250

 Acier non allié DIN-EN 10 025 40 0,15 0.900 40 0,30 0.780
Acier à structure fine DIN 17 102 70 0,20 0,900 40 0,30 0.780
Acier à structure fine DIN-EN 10 113 100 0,25 0,902 30 0,30 0,753
Acier d’amélioration DIN-EN 10 083-1 16 0,30 0,627 16 0,40 0,591

 Acier normalisé DIN-EN 10 083-1 16 0,10 0,906 16 0,20 0,807
 Acier cémentation DIN-EN 10 084 16 0,50 0,475 16 0,50 0,475
 Ac nitruré + amélioré DIN EN 10 085 40 0,25 0,822 40 0,30 0,800
 Acier inoxydable DIN EN 10 088-2 - - - - - -
Acier forgé, amélioré SEW 550 250 0,20 * 250 0,25 *
Acier forgé,normalisé SEW 550 250 0 * 250 0,15 *
 Acier coulé DIN 1681 100 0,15 0,947 100 0,30 0,876
Acier coulé, amélioré DIN 17 205 300 0,15 ** 300 0,30 **
Fonte nodulaire GGG DIN EN 1563 60 0,15 0,920 60 0,15 0,920
 Fonte malléable GT DIN EN 1562 15 0,15 0,854 15 0,15 0,854
  * Pour 28 NiCrMoV 8.5 et 33 NiCrMo 14 5   deffNm = 500 mm et deffNé = 1000 mm.

** Pour GS-30 Mn 5 deffNm = 800 mm   et   GS-25 CrMo 4   deffNm = 500 mm.
Fds,m,d=250 : facteur d’échelle pour d ≥ 250 mm.
Fds,é,d=250 : facteur d’échelle pour d ≥ 250 mm.
Les valeurs détaillées pour ad,m et ad,é sont données dans le tableau 12.8 des matériaux.

4. Facteur d’échelle pour les alliages d’aluminium
Pour les produits laminés en alliage d’aluminium, le facteur d’échelle fds,m = fds,é = 1,00.

Pour les moulages en alliage d’aluminium, le facteur d’échelle vaut :
Pour deff ≤ 12 mm : fds,m = fds,é = 1,0.
Pour 12 mm < deff < 150 mm : fds,m = fds,é = 1,1 . (deff / 7,5)-0,2.
Pour deff ≥ 150 mm : fds,m = fds,é = 0,6.

12.3.1.2  FACTEUR  D’ANISOTROPIE

La propriété de résistance du matériau dépendant de la direction des contraintes, en
particulier dans les pièces laminées ou forgées, porte le nom d’anisotropie. La résistance
perpendiculaire aux "fibres" est plus basse que dans le sens de laminage  ou de formage. Il est
possible de tenir compte de cette diminution par le facteur statique d’anisotropie fAs, rapport
entre la résistance dans le sens perpendiculaire à celle dans le sens de formage.

1. Aciers
Le facteur d’anisotropie fAs vaut 1,0 dans les cas suivants :

- Fontes d’acier et fontes grises.
- Aciers laminés et forgés dans le sens de fabrication.
Pour une contrainte dans le sens perpendiculaire au sens de formage, le facteur fAs se trouve
dans le tableau 12.3.

2. Alliages d’aluminium
Le facteur d’anisotropie fAs vaut 1,0 dans les cas suivants :

- Fontes d’alliages d’aluminium.
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- Pièces forgées.
- Pièces laminées dans le sens du formage.
Pour une contrainte dans le sens perpendiculaire au sens de laminage, le facteur fAs se trouve
dans le tableau 12.3.

Tableau 12.3
Facteur d’anisotropie fAs

Aciers
Résistance Rm en N/mm2

Alliages d’aluminium
Rm en N/mm2

≤ 600
mm

> 600
à 900

> 900
à 1200

> 1200 ≤ 200
mm

> 200
à 400

> 400
à 600

0,90 0,86 0,83 0,80 1,00 0,95 0,90

12.3.1.3  FACTEUR  DE  RÉSISTANCE  EN  COMPRESSION

Les facteur de résistance en compression fσ-,s tient compte de la résistance mécanique des
matériaux supérieure en compression sous la forme : Rm,- = fσ-,s Rm et Ré,- = fσ-,s Ré. Le tableau
donne les valeurs pour la traction et la compression, complété par le facteur de cisaillement.

Tableau 12.4
Facteur de résistance statique en compression fσ-,s et cisaillement fτ,s

Groupe de matériaux fσ-,s
traction

fσ-,s
compression fτ,s

Acier de cémentation 1 1 1/√3
Acier inoxydable 1 1 1/√3

Acier pour forgeage 1 1 1/√3
Autres aciers 1 1 1/√3

Acier coulé GS 1 1 1/√3
Fonte nodulaire GGG 1 1,3 0,65

Aluminium (corroyage) 1 1 1/√3

Le facteur de résistance en cisaillement permet de partir de la contrainte de rupture Rm ou
la contrainte à la limite élastique Ré pour trouver ces deux grandeurs en cisaillement :

Rc,m = fτ,s . Rm     ou     Rc,é = fτ,s . Ré.
Ce facteur vaut environ 1/√3  ≈ 0,577, sauf pour la fonte nodulaire GGG.

12.3.1.4  FACTEUR  D’EFFET  DE  LA  TEMPÉRATURE

Le facteur de l’effet de la température fTs permet de corriger les valeurs de la résistance de
rupture Rm et de limite élastique Ré pour des températures à l’extérieur du domaine des
températures dites normales.

1. Températures normales
Les températures dites normales sont définies dans les domaines suivants :

- Aciers à grains fins : - 40 °C  à  + 60° C.
- Autres aciers : - 40° C  à  + 100° C.
- Fontes d’acier : - 25° C  à  + 100°C
- Alliages aluminium durcissables : -25° C  à  + 50° C.
- Alliages aluminium non durcissables : -25° C  à  + 100° C.
Dans le domaine des températures normales, le facteur de température vaut : fTs = 1,00.
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2. Basses températures
Les recommandations FKM ne donnent pas de renseignements à ce sujet.

3. Températures supérieures aux températures normales
Pour les températures supérieures aux températures normales, mais ne dépassant pas 500°

C pour les aciers, 200° C pour les alliages d’aluminium, la diminution de la résistance
s’introduit dans les calculs. Il faut distinguer deux conditions de sollicitation :
1. Influence de la température pour une sollicitation de courte durée.
2.  Influence de la température pour une sollicitation de longue durée.
En sollicitation de courte durée, les résistances Rm et Ré sont modifiées par le facteur de
température et se symbolisent par les expressions :

Rm,T = fTs,m
 . Rm.

Ré,T = fTs,é
 . Ré. (12.8.1)

Figure 12.17   Coefficients de température pour les aciers et alliages d’aluminium

4. Coefficient de température pour courte durée
Les coefficients de température dépendent de la nature du matériau. Les températures T

sont exprimées en ° C dans toutes les formules suivantes.
4.1 Aciers à grains fins pour des températures T > 60° C à ≤ 500° C.

fTs,m = fTs,é = 1 – 0,00136 .  (T – 60). (12.8.2)
4.2 Autres aciers pour des températures T > 100° C à ≤ 500° C.

fTs,m = fTs,é = 1 – 0,0017 . (T – 100). (12.8.3)
4.3 Fonte d’acier GS pour des températures T > 100° C à ≤ 500° C.

fTs,m = fTs,é = 1 – 0,0015 . (T – 100). (12.8.4)
4.4 Fonte nodulaire GGG pour des températures T > 100° C à ≤ 500° C.

fTs,m = fTs,é = 1 – 2,4 .  (10-3 . T)2 . (12.8.5)

4.5 Alliages d’aluminium durcissables pour des températures T > 50° C à ≤ 200 ° C.
fTs,m = fTs,é = 1 – 0,0045 . (T – 50) ≥ 0,10. (12.8.6)

4.6 Alliages d’aluminium non durcissables pour des températures T > 100° C à ≤ 200 ° C.
fTs,m = fTs,é = 1 – 0,0045 . (T – 100) ≥ 0,10. (12.8.7)
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5. Coefficient de température pour longue durée
Les facteurs de températures pour les aciers et fontes de fer sont applicables entre 350° C

et 500° C sur des pièces sollicitées par des contraintes en longue durée de sollicitation
thermique. Pour les alliages d’aluminium, le facteur de température est donné pour une durée
de 100 000 heures. Les températures sont exprimées en °C dans les formules.
5.1 Aciers et fontes de fer

fTts,m = 10
2( ) .a b P c PTt,m Tt,m m Tt,m m+ ⋅ + ⋅ (12.9.1)

fTts,é = 10
2( ) .a b P c PTt,é Tt,é é Tt,é é+ ⋅ + ⋅ (12.9.2)

Pm = 10-4 . (T + 273) . [Cm + lg(t/h)] . (12.9.3)
Pé =  10-4 . (T + 273) . [Cé + lg(t/h)] . (12.9.4)

Avec : aTt,m , . . . , Cé constantes selon tableau de valeur.
t durée en heures à la température T en degrés C.

Tableau 12.5
Constantes pour le calcul du coefficient de température en longue durée

Aciers Aciers
Non alliés

Aciers
Fins

Aciers
amélioration

Fontes
de fer

Fonte
Acier GS

Fonte
GGG

Durée limitée par la résistance
aTt,m -0,994 -1,127 -3,001 aTt,m -7,524 2,50
bTt,m 2,485 2,485 3,987 bTt,m 9,894 -1,83
cTt,m -1,260 -1,260 -1,423 cTt,m -3,417 0
Cm 20 20 24,27 Cm 19,57 20

Durée limitée par l’allongement
aTt,é -5,019 -6,352 -3,252 aTt,é -10,582 0,12
bTt,é 7,227 9,305 5,942 bTt,é 8,127 1,52
cTt,é -2,636 -3,456 -2,728 cTt,é -1,607 -1,28
Cé 20 20 17,71 Cé 35,76 18

5.2 Alliages d’aluminium
Pour une durée de 100 000 heures, le facteur de service est :
Température de 0° C à 20° C : fTt,m = 1,0.
Température < 20° C et ≤ 160° C : fTt,m = 1 – 0,00678 . (T – 20). (12.9.5)
Température > 160°C et ≤ 250° C : fTt,m = 0,05.

12.3.2  COMPORTEMENT  EN  ÉLASTO - PLASTIQUE

Une vue sommaire sur le comportement élastoplastique des matériaux métalliques au
chapitre 5.5 a permis de donner quelques définitions de base introduites dans la conception de
machines et dans la construction métallique. Ce sous-chapitre traite quelques compléments
techniques sur le comportement des matières métalliques dans les domaines élastoplastique et
plastique en fonction de la charge et de la forme des sections résistantes. Le comportement
élastoplastique peut seulement s’introduire dans le cas de la flexion simple de sections
symétriques et de la torsion simple de sections circulaires. La stabilité de la structure ne doit
pas être mise en défaut par la présence étendue d’une zone entièrement plastifiée.



12. Comportement des matériaux métalliques

- 321 -

12.3.2.1  MODULES  PLASTIQUES  DE  RÉSISTANCE

Pour un profil symétrique par rapport à l’axe supportant le moment fléchissant, le module
plastique de résistance en flexion Zz se trouve, en fonction du moment statique Sz de la demi
surface par rapport au même axe C z , par l’expression :

Zz = 2 Sz.
Les modules plastiques de résistance se trouvent par les valeurs données dans le tableau.

Tableau 12.6
Modules plastiques de résistances

Flexion TorsionForme de la
Section Wz Zz Zz/Wz Wp Zp Zp/Wp

2 triangles accolés a3/(6√2) √2 a3/6 2,0   
Rectangle b h2/6 b h2/4 1,5   

Cercle plein π d3/32 d3/6 16/(3 π) π d3/16 π d3/12 4/3

Couronne annulaire(1 π(D4-d4)/
(32D)

(D3-d3)/6 ≈ 4/π π(D4-d4)/
(16D)

π(D3-d3)/12 ≈ 1(1

Double T (2 Table Table Rapport   

Rapport des modules de résistance fpl / él = Zz/Wz.
(1 Le rapport des modules est donné pour une couronne circulaire mince.
(2 Les tables donnent la valeur du module plastique de résistance en fonction du profilé choisi.

12.3.2.2  LIMITE  ÉLASTOPLASTIQUE  DANS  UNE  PIÈCE  ENTAILLEÉ

La figure 5.28 montre la répartition des contraintes dans une pièce entaillée en traction
simple. Lorsque la section de contrôle est entièrement plastifiée, la déformation sous la
charge ultime devient infiniment grande. Une pièce entaillée en flexion se comporte d’une
manière analogue dans les domaines élastoplastique et plastique. Lorsque la déformation
atteint la plasticité complète de la section, le comportement de la rotule plastique devient
identique à celui d’une section non entaillée. La figure 12.17 compare, dans les trois
domaines, le comportement de deux plaques, la première non entaillée, la deuxième entaillée.

Figure 12.18   Répartition des contraintes en élastique, élastoplastique et plastique
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A même dimensions géométriques h et b, mêmes caractéristiques mécaniques, le moment
ultime atteint la même valeur dans les deux sections, la contrainte birectangulaire valant Ré.
Le chiffre de soutien en plastification complète, applicable aux aciers et fontes d’acier, peut se
définir en traction – compression, flexion et torsion par :
Traction – compression : nσpl = 1,0.
Flexion : nσpl = fpl / él = Zz/Wz.
Cisaillement : nτpl = 1,0.
Torsion : nτpl = fpl / él = Zp/Wp

Pour les pièces métalliques durcies superficiellement au moyen de procédés thermochimiques,
le chiffre de soutien vaut : nσpl = nτpl = 1,0 quelle que soit la contrainte.

12.3.2.3  COMPORTEMENT  DANS  UNE  SECTION  À  UN  AXE  DE  SYMÉTRIE

Considérons un profil possédant un seul axe de symétrie perpendiculaire à l’axe du
moment fléchissant pur Mf = Mfz. La répartition des contraintes normales de flexion en fonc-
tion de la valeur du moment fléchissant croissant est représentée sur la figure 12.19.

Figure 12.19   Répartition des contraintes de flexion pour une pièce dissymétrique

La variation de la contrainte de flexion dans le profil dépend du comportement de la matière,
cette caractéristique étant idéalisée par un comportement parfaitement élastique de 0 à Ré, un
comportement parfaitement plastique avec Ré = constante.
1. Comportement élastique

La répartition de la contrainte normale est proportionnelle à la distance y de l’axe de
gravité C z au point de la section. Lorsque la contrainte atteint la limite de proportionnalité
Ré au point le plus éloigné, ici le point inférieur du profil, le moment fléchissant vaut :

Mf = Ré
 . Iz/e1,

e1 étant la distance de l’axe C z au point inférieur.
2. Comportement élastoplastique

L’augmentation du moment fléchissant provoque une augmentation de la portion plastifiée
dans la partie inférieure du profil et une augmentation de la contrainte normale dans la
partie supérieure jusqu’à ce que cette contrainte soit égale à Ré. La position de la contrainte
normale nulle se trouve en dessus de l’axe neutre de gravité. Si le moment fléchissant
augmente encore, la partie supérieure du profil se plastifie également.

3. Comportement plastique
Lorsque les deux parties du profil, inférieure et supérieure, sont entièrement plastifiées, la
répartition de la contrainte normale Ré devient birectangulaire, le point de changement de
signe se trouvant sur l’axe neutre plastique. Comme le profil est sollicité par un couple pur
de flexion, la résultante force des efforts élémentaires dFN =  σ . dA = Ré

 . dA doit être nulle
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afin de satisfaire la condition d’équilibre statique en translation. L’axe neutre plastique
découpe la surface totale en deux parties de même aire : A1 = A2= A/2. Le module plastique
correspondant se trouve simplement par :

Z A y yz = ⋅ +
2 1 2b g.

avec : y1 et y2 les ordonnées des centres de gravité des surfaces partielles par rapport à l’axe
neutre plastique.

12.3.2.4  COMPORTEMENT  PLASTIQUE  SOUS  CHARGES  COMBINÉES

La recherche du comportement d’une structure dans les domaines élastoplastique et
plastique se complique lorsque la section de contrôle est sollicitée par des charges combinées.
La flexion pure ou la torsion pure sont excessivement rares en conception mécanique.
Présentons quelques cas particuliers de sollicitation.

1. Effet de l’effort tranchant sur le moment plastique
La plupart des poutres en flexion sont sollicitées principalement par des forces concen-

trées et/ou réparties. La présence de ces charges provoque le présence de l’effort tranchant :

F M
xT

d
d

= .

L’état de contrainte au point de contrôle se compose d’une contrainte normale σf et d’une
contrainte tangentielle τxy difficilement calculable sans hypothèses simplificatrices. La
recherche de la plastification introduit un critère de résistance, généralement le critère de
distorsion dû à Hencky et von Mises :

σ σ τi f xy é= + ≤2 23 R .
Dans le domaine élastoplastique, on admet que la contrainte normale est distribuée
trapézoïdalement. Dans les parties plastifiées, la contrainte atteint σi = Ré.

2. Effet de la flexion déviée
La flexion déviée intervient lorsque le moment fléchissant ne se trouve pas sur l’un des

axes principaux de la section. Pour une poutre à section quelconque, le moment composé
admissible suivant un calcul plastique, s’obtient par le calcul du couple intérieur de la section
divisée en deux parties de même aire, l’une pour la contrainte normale positive, l’autre pour la
contrainte négative.
Par approximations successives, il est possible d’effectuer cette division, chaque partie
résistant exactement à la composante du moment plastique extérieur dans l’un des deux plans
de charge.

3. Effet de l’effort normal combiné au moment fléchissant
La réduction des efforts au centre de gravité de la section à contrôler peut faire apparaître

un moment fléchissant combiné avec un effort normal. Le cas fondamental est constitué par
une force de traction ou de compression FN excentrée. Dans ce cas et pour une charge axiale
croissante, la répartition des contraintes dans la section droite passe par les trois phases
discutés précédemment :
Répartition élastique des contraintes normales.
Répartition élastoplastique avec plastification du côté de la charge excentrée.
Répartition entièrement plastique des deux côtés
Dans ce dernier cas, la répartition birectangulaire se compose de deux rectangles inégaux,
cette répartition devant correspondre à l’équilibre statique de la pièce.
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12.3.3  COMPORTEMENT  EN  CHARGE  DYNAMIQUE

Sous l’action des charges variables dans le temps sur la structure, les matériaux
métalliques se rompent par dislocation de la structure cristalline. Les pièces rompues ne
présentent que peu de déformation, même si le matériau est tenace lors de l’essai de traction
statique. La cassure ressemble plutôt à celle d’une matière fragile comme la fonte grise. Ces
ruptures sont d’autant plus à craindre qu’elles peuvent se produire pour des sollicitations qui,
calculées au moyen des formules simples de la résistance des matériaux, seraient tout à fait
admissibles. La rupture s’amorce presque toujours près d’un point faible de la pièce comme
par exemple vers une entaille provoquée par un tracé ou un usinage défectueux ou par un
défaut de la matière.

12.3.3.1  DIAGRAMME  DE  WÖHLER

Les conditions particulières de rupture en charge dynamique ont été constatées et étudiées
pour la première fois par Wöhler lors d’essais de durée en flexion rotative. Les essais de
fatigue sur les matériaux métalliques sont entrepris sur des éprouvettes de petites dimensions,
diamètres compris généralement entre 6 et 20 mm seulement, car les machines d’essai ne
peuvent pas produire des efforts très grands à charge variable. Le comportement dynamique
des matériaux dépend de nombreux facteurs dont les principaux sont :
1. Le nombre d’alternances et l’amplitude de la contrainte variable. A partir d’un certain

nombre de charges, de 1 à 10 . 106 charges, la contrainte alternée dans l’éprouvette peut être
supportée indéfiniment sans risque de rupture.

2. La résistance aux sollicitations dynamiques ne peut pas se comparer aux caractéristiques
statiques comme par exemple la contrainte de rupture en traction Rm ou l’allongement de
rupture A5.

3. La qualité de l’état de surface peut avoir une influence prépondérante sur la résistance aux
charges dynamiques d’une pièce. L’influence est moins marquée pour les aciers ordinaires
de construction que pour les aciers à haute résistance statique. La résistance est fortement
amoindrie lorsque la pièce est en contact avec des agents corrosifs comme l’eau de mer ou
même l’eau douce.

4. L’amplitude de la contrainte dynamique admissible diminue s’il s’ajoute une composante
moyenne différente de zéro.

Figure 12.20   Diagramme de Wöhler et définition des domaines de résistance

5. La fonte grise à texture grossière résiste relativement bien aux sollicitations dynamiques
indépendamment de l’état de surface par suite d’une hétérogénéité interne très prononcée.
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6. La résistance aux contraintes dynamiques dépend également de la dimensions transversale
de la pièce et de la température. Elle diminue lorsque la dimension croît et diminue aussi
lorsque la température dépasse environ 100°C pour les aciers.

Les essais dynamiques sur éprouvettes et sur pièces s’effectuent si possible sous charges
variant harmoniquement en fonction du temps. Pour obtenir des résultats exploitables, il est
nécessaire d’obtenir trois à cinq points de mesure par point retenu et d’exploiter
statistiquement les résultats (figure 13.9). Les essais s’effectuent à amplitude de contrainte σa
ou τa constante, la contrainte inférieure étant le plus souvent voisine de zéro dans le cas de la
traction. Il est difficile d’amarrer les éprouvettes de traction lorsque la contrainte change de
signe car il faut éliminer tout jeu dans les attaches. Les résultats sont condensés sur des
représentations graphiques dont la plus courante est celle proposée par Wöhler :
-  En abscisses : nombre de charges supportées à l’échelle logarithmique.
- En ordonnées . l’amplitude de la contrainte dynamique supportée par les éprouvettes

représentée à l’échelle logarithmique.
Les courbes obtenues partent de la contrainte de rupture du matériau (ou de la contrainte à la
limite élastique Rfé pour la valeur en flexion sur la figure),  et montrent une diminution de
l’amplitude de la contrainte en fonction du nombre de charges. La contrainte moyenne
intervient également dans la valeur des résultats mesurés. Les particularités de cette
représentation sont :
1. Le diagramme de Wöhler devrait commencer à la charge unique provoquant la rupture de

l’éprouvette et se poursuivre jusqu’à 106 à 108 charges selon les matériaux, la forme et la
présence d’entailles.

2. La courbe limite est simplifiée par un graphique composé de trois tronçons rectilignes :
Domaine des ruptures pseudo statiques : la courbe est remplacée par une horizontale à
l’ordonnée comprise entre 90% de Rm et Ré. Ce segment de droite est applicable jusqu’à
103 à 104 charges.
Domaine des résistances limitées : segment de droite descendante avec une pente
dépendant du matériau. Des expressions telles que la suivante :

σa = C1 Rm N-C2,
permettent de calculer les points intermédiaires, C1 et C2 dépendant du matériau.
Domaine des résistances de durée : segment horizontal donnant la limite en charge
dynamique pour une durée de vie plus grande que 106 charges.
Sur la figure 12.19, les grandeurs représentées s’appliquent à un essai de flexion : Rfé limite
élastique en flexion, Rfa limite de l’amplitude de la contrainte en durée.

3. Le dépassement de la courbe de résistance sous charge variable amène la destruction de la
pièce à plus ou moins brève échéance.

4. Le nombre de charges nécessaire pour atteindre la branche horizontale limitant le domaine
des résistances de durée sur le diagramme de Wöhler  dépend du matériau, du type de
contrainte et de la forme de l’éprouvette :
- Aciers avec éprouvette lisse : (1 à 5) . 106 charges.
- Aciers avec éprouvette entaillée : 106 à 107 charges.
- Cuivre et alliages de cuivre : 107 charges et plus.
- Métaux légers : (1 à 5) . 107 charges et plus.
- Hauts polymères : 8 . 107 charges.

12.3.3.2  VALEURS  DE  RÉSISTANCE  DES  MATÉRIAUX

Les tableaux des divers matériaux donnent les résistances statiques et dynamiques utilisés
dans la construction de machines. Les symboles de résistance ont été partiellement modifiés et
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francisés par rapport aux normes en vigueur DIN 743 et à la publication allemande FKM.
L’indice N définit les valeurs nominales sur éprouvettes.  Ce sont les grandeurs suivantes :

Contraintes Symbole Norme
Traction - compression

Résistance de rupture : Rm,N. DIN,743 + FKM
Résistance à la limite élastique : Ré,N. DIN,743 + FKM
Amplitude de la contrainte : Ra,N. DIN,743 + FKM
Amplitude de la contrainte pulsante : Rpul,N. DIN,743 + FKM

Flexion
Résistance à la limite élastique : Rfé. pas donnée
Amplitude de la contrainte : Rfa,N. DIN,743 + FKM

Torsion
Résistance à la limite élastique : Rté. pas donnée
Amplitude de la contrainte : Rta,N. DIN,743 + FKM

Cisaillement
Amplitude de la contrainte : Rca,N. DIN,743 + FKM
Les diverses publications sur les comportements statiques et dynamiques des matières
métalliques divergent d’un ouvrage à l’autre. Les anciennes tables donnent les valeurs
moyennes de résistance alors que les tables récentes fournissent des grandeurs plus sûres avec
une probabilité de survie de 97,5 %. Pour les aciers, il est admis que les contraintes limites en
durée sont atteintes après 106 charges. Le tableau 12.8 donne la valeur des résistances
statiques et dynamiques pour les alliages de fer. A défaut de tableaux avec valeurs numéri-
ques, le tableau suivant donne les coefficients nécessaires au calcul approximatif de l’ampli-
tude de la contrainte alternée en traction – compression simple et en cisaillement simple.

Tableau 12.7
Facteurs de résistance dynamique en traction - compression et cisaillement

Matériaux fa,σ fa,τ

Aciers de cémentation
Aciers inoxydables

0,40
0,40

1/√3
1/√3

Aciers pour forgeage
Autres aciers

0,40
0,45

1/√3
1/√3

Fontes d’acier GS
Fontes nodulaires GGG

0,34
0,34

1/√3
0,65

Fontes malléables
Fontes grises

0,30
0,30

0,75
0,85

Aluminium corroyé
Fontes d’aluminium

0,30
0,30

1/√3
0,75

En absence de valeurs dans la table, les amplitudes des contraintes alternées se déterminent
par les deux formules simplifiées :
Traction – compression : Ra,N = fa,σ

 . Rm,N. (12.10.1)
Cisaillement : Rca,N = fa,τ

 . Ra,N. (12.10.2)

12.3.3.3  DIAGRAMMES  DE  RÉSISTANCE  DYNAMIQUE

La construction des diagrammes de résistance, donnant les valeurs des contraintes
dynamiques limites en fonction de la nuance du matériau et du type de contrainte, se laisse
condenser sur un diagramme unique. Ces graphiques se dessinent à partir de résultats d’essai
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de durée ou par interpolation et extrapolation de résultats partiels sur éprouvette. Ce cours
utilise la représentation selon Smith très prisée en conception mécanique. Ce diagramme
donne les deux valeurs de la contrainte inférieure et supérieure limite en fonction de la
contrainte moyenne :
En traction, compression et flexion : σu,o = f(σm).
En torsion : τu,o = f(τm).

Figure 12.21   Diagramme de Smith : Contraintes limites en traction et compression
Proposition élémentaire pour la construction du diagramme de Smith

Le diagramme de Smith peut contenir les trois cas de contrainte dynamique limite : traction –
compression, flexion et torsion, pour des rapports de contrainte Rc allant de –1,0 à + 1,0. La
construction de ce diagramme s’effectue de la manière suivante :
1. Sur l’axe horizontal : la contrainte moyenne :

Traction – compression : σm = (σu + σo)/2.
Flexion : σfm = (σfu + σfo)/2.
Torsion : τtm = (τtu + τto)/2.

2. Sur l’axe vertical : les contraintes limites supérieure et inférieure :
Traction – compression : inférieure σu, supérieure σo.
Flexion : inférieure σfu, supérieure σfo.
Torsion : inférieure τtu, supérieure τto.

La surface limitant les contraintes dynamiques prend la forme de deux fuseaux se terminant à
la contrainte de rupture statique Rm. Le diagramme est simplifié et limité par les contraintes
aux limites élastiques Ré, Rfé, Rté. La construction du diagramme de Smith, pour la traction -
compression s’effectue de la manière suivante :
1. Choisir un système d’axes rectangulaires et la même échelle sur les deux axes.
2. Dessiner la ligne oblique à 45° représentant les contraintes statiques.
3. Repérer sur l’axe vertical les contraintes Rm et 1,5 Rm.
4. Repérer sur l’axe vertical à σm = 0 les amplitudes des contraintes + Ra et – Ra.
5. Relier les deux contraintes Ra avec le point (1,5 Rm, 1,5 Rm).
6 .Limiter le diagramme par une horizontale à la contrainte limite élastique Ré.
7. Repérer le point d’intersection entre cette horizontale et la ligne oblique supérieure.
8. Porter la composante alternée de chaque côté de la ligne à 45°.
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Tableau 12.8
Résistances statiques et dynamiques des aciers

Valeurs de résistance en N/mm2Classe, Désignation selon
DIN EN et DIN Statique Dynamique

Facteur
d’échelle

DIN EN DIN No. DIN Rm,N Ré,N Ra,N Rpul,N Rfa,N Rca,N Rta,N ad,m ad,é

10 025 17 100 No. Aciers de construction au carbone
S235JRDIN)

S275JRDIN)

S355J0DIN)

Ac 37-2
Ac 44-2

Ac 52-3 U

1.0037
1.0044
1.0553

360
430
510

235
275
355

140
170
205

138
160
190

180
215
255

80
100
120

105
125
150

0,15
0.15
0,15

0,30
0,30
0,30

E295DIN)

E335DIN)

E360DIN)

Ac 50-2
Ac 60-2
Ac 70-2

1.0050
1.0060
1.0070

490
590
690

295
335
360

195
220
275

205
205
260

240
280
345

115
130
160

145
170
205

0,15
0,15
0,15

0,30
0,30
0,30

10 083-1 17 200 No. Aciers d’amélioration à l’état amélioré
C25E

C35EDIN)

C45EDIN)

C60EDIN)

Ck 25
Ck 35
Ck 45
Ck 60

1.1158
1.1181
1.1191
1.1221

550
630
700
850

370
430
490
580

250
250
280
340

225
255
275
320

275
315
350
425

145
145
160
200

160
190
210
250

0,29
0,20
0,16
0,18

0,40
0,39
0,36
0,34

28Mn6 28 Mn 6 1.1170 800 590 360 305 390 210 230 0,30 0,38
38Cr2

46Cr2DIN)

34Cr4DIN)

41Cr4

38 Cr 2
46 Cr 2
34 Cr 4
41 Cr 4

1.7003
1.7006
1.7033
1.7035

800
900
1000
1000

550
650
800
800

360
360
400
450

305
335
335
360

390
450
490
480

210
210
230
260

230
270
280
285

0,37
0,41
0,33
0,30

0,52
0,54
0,49
0,44

25CrMo4
34CrMo4DIN)

42CrMo4DIN)

50CrMo4DIN)

25 CrMo 4
34 CrMo 4
42 CrMo 4
50 CrMo 4

1.7218
1.7220
1.7225
1.7228

900
1000
1100
1100

700
800
900
900

405
400
440
440

335
360
385
385

435
490
530
550

235
230
255
255

260
280
310
330

0,33
0,30
0,32
0,28

0,49
0,44
0,43
0,38

36CrNiMo4DIN)

34CrNiMo6DIN)

30CrNiMo8DIN)

51CrV4

36 CrNiMo 4
34 CrNiMo 6
30 CrNiMo 8

51 CrV 4

1.6511
1.6582
1.6580
1.8159

1100
1200
1250
1100

900
1000
1050
900

440
480
500
495

385
410
420
385

550
600
625
525

255
280
290
285

330
360
370
315

0,32
0,33
0,36
0,28

0,38
0,39
0,42
0,33

10 083-1 17 200 No. Aciers d’amélioration à l’état normalisé
C25E
C35E
C45E
C60E

Ck 25
Ck 35
Ck 45
Ck 60

1.1158
1.1181
1.1191
1.1121

470
550
620
710

260
300
340
380

210
250
280
320

200
225
250
280

235
275
305
350

120
145
160
185

140
160
180
205

0,10
0,10
0,10
0,09

0,18
0,19
0,20
0,19

10 084 No. Aciers de cémentation à l’état cémenté
C10E
C15E

C10
C15

1.1121
1.1141

500
800

310
545

200
320

185
270

220
345

115
185

130
205

0,56
0,68

0,56
0,68

17Cr3DIN)

16MnCr5DIN)

20MnCr5 DIN)

17 Cr 3
16 MnCr 5
20 MnCr 5

1.7016
1.7131
1.7147

1050
900
1100

750
630
730

420
360
440

270
320
365

525
450
550

240
210
255

315
270
330

0,37
0,44
0,48

0,37
0,44
0,48

18CrMo4
20MoCr4
18CrNi5-4

18 CrMo 4
20 MoCr 4
18 CrNi 5 4

1.7243
1.7321
1.5810

1100
900
1200

775
620
850

440
360
480

340
295
365

470
385
510

255
210
280

280
230
305

0,52
0,33
0,37

0,52
0,33
0,37

10 085 No. Aciers de nitruration à l’état amélioré
24CrMo13-6

31CrMo12DIN)

31CrMoV5

24 CrMo 13-6
31 CrMo 12
31 CrMoV 5

1.8516
1.8515
1.8519

1000
1000
1100

800
800
900

450
400
495

360
370
385

480
500
525

260
230
285

285
300
315

0,22
0,21
0,31

0,26
0,27
0,36

34CrAlNi7DIN)

41CrAlMo7-10
40CrMoV13-9

34 CrAlNi 7
41 CrAlMo 7
40 CrMoV 13

1.8550
1.8509
1.8523

850
950
950

650
750
750

340
430
430

335
345
345

425
460
460

195
250
250

255
275
275

0,17
0,23
0,23

0,17
0,24
0,24

Rm,N et Ré,N avec une probabilité de survie de 97,5 % de l’éprouvette de traction.
Dimensions de l’éprouvette dN = 7,5 mm (indice N).
DIN) Valeurs de résistance selon DIN 743 sinon selon FKM 5ème édition.
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Tableau 12.8 (suite)
Résistances statiques et dynamiques des matières métalliques

Valeurs de résistance en N/mm2
Classe, Désignation selon

DIN EN et DIN Statique Dynamique
Facteur

d’échelle
DIN EN DIN No. DIN Rm,N Ré,N Ra,N Rpul,N Rfa,N Rca,N Rta,N ad,m ad,é

SEW 550 Aciers pour grandes pièces forgées
Ck35
Ck45
Ck60

Ck 35
Ck 45
Ck 60

1.1181
1.1191
1.1221

490
590
690

295
345
390

195
235
275

185
215
240

215
260
300

115
135
160

130
155
180

0,00
0,00
0,00

0,22
0,19
0,27

28Mn6
34CrMo4
32CrMo12

34CrNiMo6
28NiCrMoV8

28 Mn 6
34 CrMo 4

32 CrMo 12
34 CrNiMo 6

28 NiCrMoV 8

1.1170
1.7220
1.7361
1.6582
1.6932

590
690
880
780
780

390
460
685
590
635

235
275
350
310
310

215
240
290
265
265

260
300
380
340
388

135
160
205
180
180

155
180
225.
200
200

0,26
0,23
0,27
0,19
0,22

0,31
0,30
0,33
0,26
0,26

10 088-2 DIN / SEW Aciers inoxydables ferritiques standards Produit par
X2CrNi12
X6CrAl13

X6Cr17
X6CrMo17-1

-
X6CrAl 13
X6Cr 17

X6CrMo 17 1

1.4003
1.4002
1.4016
1.4113

450
400
430
450

250
210
240
260

180
160
170
180

170
155
165
170

205
180
195
205

105
90

100
105

120
110
115
120

P(25)
P(25)
P(25)
H(12)

10 088-2 DIN / SEW Aciers inoxydables martensitiques standards Produit par
X20Cr13 X20Cr 13 1.4021

1.4021
650
750

450
550

260
300

230
260

290
330

150
175

170
195

P(75)
P(75)

QT650
QT750

10 088-2 DIN / SEW Aciers inoxydables austénitiques standards Produit par
X10CrNi18-8
X2CrNi18-10
X5CrNi18-10

X10CrNi 18 8
X2CrNi 18 10
X5CrNi 18 10

1.4310
1.4311
1.4301

600
550
520

250
270
220

240
220
230

215
200
190

270
245
235

140
125
120

160
145
140

C(6)
P(75)
P(75)

DIN 1681 Fontes d’acier pour utilisation générale
GS-38
GS-45
GS-52
GS-60

1.0420
1.0446
1.0552
1.0558

380
450
520
600

200
230
260
300

130
150
175
205

125
130
145
160

150
180
205
235

75
90

100
120

90
105
125
140

DIN EN 1561 DIN 1691 Fontes grises à graphite lamellaire
EN-GJL-100
EN-GJL-200
EN-GJL-250
EN-GJL-300

GG-10
GG-20
GG-25
GG-30

0.6010
0.6020
0.6025
0.6030

100
200
250
300

-
130
165
195

30
60
75
90

20
40
50
60

45
90

110
130

25
50
65
75

40
75
95

115
DIN EN 1563 DIN 1693 Fontes grises à graphite nodulaire A5 %

GJS-350-22-LT
GJS-400-18-LT

GJS-500-7
GJS-800-2

GGG-35.3
GGG-40.3
GGG-50
GGG-80

0.7033
0.7043
0.7050
0.7080

350
400
500
800

220
240
320
480

120
135
170
270

100
110
135
200

160
185
225
340

75
90

110
175

110
120
150
235

22
18
7
2

DIN EN 1562 DIN 1692 Fontes malléables à cœur noir (B) et cœur blanc (W) A3 %
GJMB-350-10
GJMB-450-6
GJMB-550-4
GJMB-700-2

GTS-35-10
GTS-45-06
GTS-50-04
GTS-70-02

0.8135
0.8145
0.8155
0.8170

350
450
550
700

200
270
340
530

105
135
165
210

85
105
125
155

150
190
230
285

80
100
125
160

115
145
175
220

(B)
(B)
(B)
(B)

10
6
4
2

GJMW-350-4
GJMW-400-5
GJMW-450-7

GTW-35-04
GTW-40-05
GTW-45-07

0.8035
0.8040
0.8045

350
400
450

-
220
260

105
120
135

85
95

105

150
170
190

80
90

100

115
130
145

(W)
(W)
(W)

4
5
7

Rm,N et Ré,N avec une probabilité de survie de 97,5 % de l’éprouvette de traction
Dimensions de l’éprouvette dN = 7,5 mm (indice N).
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La méthode décrite ici donne de bons résultats pour les aciers au carbone et faiblement alliés.
Elle est répétée pour les contraintes de flexion et de torsion avec les points correspondant à la
contrainte de rupture Rfm, Rtm, et à l’amplitude de la contrainte alternée : Rfa ou Rta.
La figure 12.21 montre les diagrammes de Smith pour deux aciers : Ac 50-2, un acier avec
environ 0,35 % de carbone, un acier d’amélioration au chrome molybdène 34 CrMo 4.

Figure 12.22  Diagrammes de Smith pour des aciers de conception mécanique
Valeurs des contraintes pour la construction en N/mm2 (valeurs moyennes selon EMPA. Zürich)

Ac 50-2 : Ré = 310, Rfé = 370, Rté = 190, Ra = 190, Rfa = 240, Rta = 140.
34 CrMo 4 : Ré = 800, Rfé = 890, Rté = 450, Ra = 380, Rfa = 490, Rta = 280

Dans le tracé du diagramme de Smith, il est admis que les aciers possèdent la même
amplitude de contrainte dynamique pour la même contrainte moyenne positive ou négative.
Le diagramme se construit seulement dans le domaine des contraintes moyennes positives.
Pour la fonte grise, le comportement dans le domaine des contraintes moyennes négatives est
fortement différent de celui des contraintes moyennes positives. Le diagramme de Smith doit
alors se tracer entièrement dans les deux domaines.

12.3.3.4  FACTEUR  DYNAMIQUE  D’ÉCHELLE

Les caractéristiques mécaniques en charge dynamique données dans les tables sont
valables pour des pièces à section circulaire, à surfaces extérieures polies, de diamètres
correspondant à ceux des éprouvettes ayant servi à l’essai de durée. Pour toute dimension
différentes, les valeurs doivent être corrigées par le facteur d’échelle dynamique fdd, le dernier
indice d pour les facteurs en dynamiques. Pour simplifier les calculs et contrairement au point
2 cité au chapitre 12.3.3.1, nous admettrons que les facteurs d’échelle pour les amplitudes des
contraintes dynamiques sont identiques à ceux des contraintes de rupture et de limite élastique
en traction simple, donc  fdd = fds,m.

1. Contraintes normales et tangentielles de rupture
Le tableau 12.8 donne seulement la contrainte de rupture Rm,N sur éprouvette de traction,

la contrainte à la limite élastique Ré,N, et toutes les amplitudes de contrainte dynamique
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alternée. Pour construire le diagramme de Smith pour les autres types de sollicitation
dynamique que la traction, il est nécessaire d’introduire une hypothèse complémentaire.
Hypothèse des contraintes de rupture : La contrainte de rupture, indice complémentaire m, se
définit à partir de Rm en multipliant cette grandeur par les rapport des amplitudes des
contraintes dynamiques de la table.
Traction – compression : Rm,N = (Rm,N/Ra,N) . Ra,N. (12.11.1)
Flexion : Rfm,N = (Rm,N/Ra,N) . Rfa,N. (12.11.2)
Cisaillement : Rcm,N = (Rm,N/Ra,N) . Rca,N. (12.11.3)
Torsion : Rtm,N = (Rm,N/Ra,N) . Rta,N. (12.11.4)

2. Contraintes normales et tangentielles à la limité élastique
Le tableau 12.8 donne la limite élastique Ré,N valable seulement en traction. La

construction du diagramme de Smith nécessite la connaissance des limites élastiques pour la
flexion et la torsion. En appliquant la même hypothèse que sous 1., ces deux limites peuvent
de trouver par les formules :
Traction – compression : Ré,N = (Ré,N/Ra,N) . Ra,N. (12.12.1)
Flexion : Rfé,N = (Ré,N/Ra,N) . Rfa,N. (12.12.2)
Torsion : Rté,N = (Ré,N/Ra,N) . Rta,N. (12.12.3)

3. Facteur dynamique d’échelle
Le facteur dynamique d’échelle est égal au facteur d’échelle statique défini par rapport à

la contrainte de rupture, sous-chapitre 12.3.1.1 :
1. Pour deff ≤ deff,N : fdd = fds,m = 1,0.
2. Pour deffN < deff ≤ deff,max : fdd = fds,m. (12.12.6)
3. Pour deff > deff,max : fdd = fds,m = fds,min.
Cette manière de tenir compte de la diminution de la résistance en charge dynamique à partir
des valeurs statiques est une première approximation du comportement réel des matières.

4. Résistance dynamique compte tenu de la dimension de la pièce
Les relations proposées pour la résistance de rupture ou la limite élastique sont valables

pour une dimension correspondant à l’éprouvette d’essai ou une pièce de diamètre effectif
inférieur ou égal à deff,N. Pour les dimensions supérieures, ces valeurs doivent se corriger au
moyen du facteur d’échelle dynamique.
- Contraintes de rupture : Rm = Rm,N

 . fdd ; Rfm = Rfm,N
 . fdd.

Rcm = Rcm,N
 . fdd ; Rtm = Rtm,N

 . fdd. (12.12.8)
- Amplitude de  contrainte : Ra = Ra,N

 . fdd ; Rfa = Rfa,N
 . fdd.

Rca = Rca,N
 . fdd ; Rta = Rta,N

 . fdd. (12.12.9)

12.3.3.5  FACTEUR  DYNAMIQUE  DE  CONTRAINTE  MOYENNE

Le facteur de contrainte moyenne fc,m doit refléter l’allure de la variation d’amplitude
limite en fonction de la contrainte moyenne. En se servant de la proposition pour la
construction élémentaire du diagramme de Smith selon figure 12.21 à droite, le facteur de
contrainte moyenne varie de 1,0 à 0,0 lorsque la contrainte moyenne passe de zéro à 1,5 fois
la résistance de rupture. Ce facteur ne doit pas devenir inférieur à 0,40.
Traction – compression : fcm,(t,c) = 1 - σm/(1,5 Rm) >0,40. (12.13.1)
Flexion : fcm,(f) = 1 – σfm/(1,5 Rfm) > 0,40. (12.13.2)



Types de charge, effets d’entaille

- 332 -

Cisaillement : fcm,(c) = 1 – τcm/(1,5 Rcm) > 0,40. (12.13.3
Torsion : fcm,(t) = 1 – τtm/(1,5 Rtm) > 0,40. (12.13.4)

12.3.3.6  FACTEUR  DYNAMIQUE  DE  RUGOSITÉ

Le facteur de rugosité fR,σ ou fR,τ introduit l’influence de la rugosité de la surface sur la
résistance dynamique.
Pour une surface polie : fR,σ = fR,τ = 1,0.
Le facteur de rugosité pour la contrainte normale et la contrainte tangentielle se calcule, en
fonction de la rugosité moyenne Rz, par les expressions :

En contrainte sigma : f a R R
RR R z

m

m,N
, ,

,min

log log .σ σ= − ⋅ ⋅
F
HG

I
KJ1 2b g (12.14.1)

En contrainte tau : f f a R R
RR a, R z

m

m,N
, ,

,min

log log .τ τ σ= − ⋅ ⋅ ⋅
F
HG

I
KJ1 2b g (12.14.2)

avec :
aR,σ Constante selon tableau 12.9.
Rz Rugosité moyenne en µm selon DIN 4768.
Rm Résistance statique à la rupture de la pièce, facteur d’échelle compris.
Rm,N,min Résistance normée minimale selon tableau dépendant du matériau.
fa,τ facteur de cisaillement selon tableau 12.4

Figure 12.23  Facteur de rugosité : à gauche pour les aciers, à droite pour les fontes de fer

La couche superficielle extérieure de laminage, de forgeage ou de fonderie présente une
rugosité moyenne Rz = 200 µm. Le facteur de rugosité est égal à un dans une entaille dont le
coefficient d’effet d’entaille a été déterminé expérimentalement.
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Tableau 12.9
Constante et résistance minimale des matières

Matériaux Acier GS GGG GT GG Alu.cor Fte Alu
aR,σ 0,22 0,20 0,16 0,12 0,06 0,22 0,20

Rm,N,min
en N/mm2 400 400 400 350 100 133 133

12.3.3.7  FACTEUR  DYNAMIQUE  D’EFFET  DE  LA  TEMPÉRATURE

Le facteur de l’effet de la température fT,d permet de corriger les valeurs de la résistance
dynamique pour des températures à l’extérieur du domaine des températures dites normales.

1. Températures normales
Les températures dites normales sont définies dans les domaines suivants :

- Aciers à grains fins : - 40 °C  à  + 60° C.
- Autres aciers : - 40° C  à  + 100° C.
- Fontes d’acier : - 25° C  à  + 100°C
- Alliages aluminium durcis : -25° C  à  + 50° C.
- Alliages aluminium non durcis : -25° C  à  + 100° C.
Dans le domaine des températures normales, le facteur de température vaut :

fT,d = 1,00.
2. Basses températures
Les recommandations FKM ne donnent pas de renseignements à ce sujet.

3. Températures supérieures aux températures normales
Pour les températures supérieures aux températures normales, mais ne dépassant pas 500°

C pour les aciers, 200° C pour les alliages d’aluminium, la diminution de la résistance
s’introduit dans les calculs.
Les résistances Ra et Rca sont modifiées par le facteur de température en dynamique et se
symbolisent par les expressions :
Contrainte normale : Ra,T = fT,d

 . Ra.
Contrainte tangentielle : Rca,T = fT,d

 . Rca.

Les coefficients de température dépendent de la nature du matériau. Les températures T
sont exprimées en ° C dans toutes les formules suivantes.
1. Aciers à grains fins pour des températures T > 60° C à ≤ 500° C.

fT,d  = 1 – 0,0011 .  (T – 60). (12.15.1)
2. Autres aciers pour des températures T > 100° C à ≤ 500° C.

fT,d =  1 – 0,0014 . (T – 100). (12.15.2)
3. Fonte d’acier GS pour des températures T > 100° C à ≤ 500° C.

fT,d =  1 – 0,0012 . (T – 100). (12.15.3)
4. Fontes pour des températures T > 100° C à ≤ 500° C.

Nodulaire GGG : fT,d =  1 – 1,6 .  (10-3 . T)2.
Malléable GT : fT,d =  1 – 1,3 .  (10-3 . T)2.
Grise GG : fT,d =  1 – 1,0 .  (10-3 . T)2. (12.15.4)

5. Alliages d’aluminium pour des températures T > 50° C à ≤ 200 ° C.
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fT,d =  1 – 0,0012 . (T – 50) ≥ 0,10. (12.15.5)

12.3.3.8  FACTEUR  DYNAMIQUE  DE  TRAITEMENT  SUPERFICIEL

Le facteur dynamique de traitement superficiel fV introduit l’effet de la couche
superficielle sur la résistance dynamique. En l’absence d’une couche superficielle différente
du noyau de la pièce, le facteur vaut un :

fV = 1,0.
Dans les structures avec couche superficielle durcie, le facteur de traitement superficiel
dépend des valeurs de résistance dynamique de la couche et du noyau. La répartition de la
contrainte dans la couche et dans le noyau influence également ce facteur.

Tableau 12.10
Facteur de traitement superficiel fV

StructureTraitement Profondeur Dureté Non entaillée Entaillée
Aciers : Traitements thermochimiques

Nitruré 0,1 à 0,4 mm 700 à 1000 HV 1,10 à 1,15 1,30 à 2,00
Cémenté trempé 0,2 à 0,8 mm 670 à 750 HV 1,10 à 1,50 1,20 à 2,00

Carbonitruré 0,2 à 0,4 mm Minimum 670 HV 1,80
Aciers : Traitements mécaniques

Roulé 1,10 à 1,25 1,30 à 1,80
Grenaillé 1,10 à 1,20 1,10 à 1,50

Aciers : Trempe superficielle
Inductive

A la flamme 0,9 à 1,5 mm En surface
51 à 64 HRC

1,20 à 1,50
1,30 à 1,60

1,50 à 2,50
1,60 à 2,80

Fontes de fer
Nitruration   1,10  (1,15) 1,30 (1,90)

Cémentation   1,10  (1,20) 1,20  (1,50)
Roulage   1,10  (1,20) 1,30  (1,50)

Grenaillage   1,10  (1,10) 1,10  (1,40)
Trempe inductive

Trempe à la flamme   1,20  (1,30) 1,50  (1,60)

Le facteur de couche protectrice fKs introduit l’effet de cette couche sur la résistance
dynamique des alliages d’aluminium. Pour les aciers, les alliages de fer, les alliages
d’aluminium sans couche protectrice, ce facteur vaut 1,0. Pour les alliages d’aluminium avec
oxydation anodique, la valeur approximative de ce facteur vaut :
Epaisseur de la couche : 1 2 4 8 16  en µm
Facteur fKs : 1,0 0,91 0,83 0,76 0,68
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CHAPITRE  13

RÉSISTANCE  DES   MATÉRIAUX  EN

CONCEPTION  DE  MACHINES

Ce chapitre applique les principes et les méthodes de solution aux problèmes particuliers
rencontrés en conception de machines. La résistance des matériaux élémentaires, entrevue
jusqu’ici, permet de trouver la répartition des contraintes et des déformations seulement dans
les pièces de type poutre. Cette recherche nécessite la connaissance parfaite des efforts
extérieurs appliqués sur les structures mécaniques. L’introduction de forces concentrées
comme charge est une première approximation et une simplification ne correspondant pas
exactement à la réalité. En général, cette répartition n’est pas connue primitivement et
nécessite l’introduction d’hypothèses fortement simplificatrices comme des pressions
uniformes ou linéairement variables. Ces hypothèses doivent s’énoncer avant toute solution et
doivent faire l’objet d’une critique positive sur les résultats obtenus après calculs et contrôles.

13.1  MÉTHODES  GÉNÉRALES  DE  SOLUTION

Les charges extérieures sur la structure mécanique à calculer sont des forces, des
pressions, de couples de forces et des températures. Ces efforts peuvent être constants ou
variables en fonction du temps. Le dimensionnement des structures mécaniques est encore
basé sur le concept traditionnel du coefficient de sécurité. On admet qu’une structure en
charge statique possède une sécurité Sm si, en service, les contraintes maximales calculées par
les formules de la résistance des matériaux en régime élastique ne dépassent nulle part la
contrainte admissible définie par le rapport Rm/Sm. L’introduction du comportement
élastoplastique des matières métalliques permet de dépasser cette tradition et d’admettre des
sections partiellement plastifiées.

13.1.1  STRUCTURES  FONDAMENTALES  DE  CONTRÔLE

Il est possible de distinguer trois modèles de structures mécaniques : à une dimension
(1D) telle les poutres, à deux dimensions (2D) comme les plaques, à trois dimensions (3D)
comme la plupart des corps.

13.1.1.1  STRUCTURE  EN  POUTRE  (1D)

La structure dite en poutre comprend les barres, les poutres, les axes, les arbres et tous les
éléments de machines rectilignes à forme allongée. La désignation (1D) s’applique à la
dimension principale de la pièce, le problème étant quand même spatial. La position de la
structure est définie dans un système de référence trirectangle :
Axe O x : correspond à l’axe longitudinal de la poutre.
Axe C y : premier axe principal dans la section droite.
Axe C z : deuxième axe principal dans la section droite.
La section droite peut être sollicitée par six composantes efforts :
- Composante force normale à la section, axe C x : désignation FN.
- Composante force tangentielle suivant l’axe C y : désignation FTy.
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- Composante force tangentielle suivant l’axe C z : désignation FTz.
- Moment de torsion normal à la section droite, axe C x : désignation Mt.
- Moment de flexion suivant l’axe C y : désignation Mfy.
- Moment de flexion suivant l’axe C z : désignation Mfz.
Ces six composantes se définissent à partir des la réduction des efforts extérieurs au centre de
gravité de la section et décomposition de ces efforts selon les axes principaux :
Résultante générale :

r r r r
F F F FR N Ty Tz= + + .

Couple principal :
r r r r

M M M M= + +t fy fz .

Figure 13.1   Efforts statiques dans une section droite d’une poutre entaillée :
Résultante FR et couple principal M réduit au centre de gravité C

Contraintes élastiques et plastiques, normales et tangentielles, en flexion et en torsion

La recherche de la sécurité de la pièce peut s’effectuer à partir des contraintes nominales ou à
partir des contraintes locales en un point sous charge statique ou sous charge dynamique.

Contraintes nominales :
Au point de contrôle, les contraintes nominales sont la contrainte normale de traction ou

de compression, la contrainte de flexion, la contrainte de cisaillement simple et la contrainte
de torsion déterminées au moyen des relations de base. La valeur exacte des contraintes
tangentielles reste toujours inconnue et nécessite très souvent l’introduction d’hypothèses
simplificatrices, même pour la section circulaire pleine ou annulaire.

Contraintes locales :
Au point de contrôle, les contraintes locales se réduisent en une composante normale σ,

résultante de l’effet normal et des moments fléchissants, une composante tangentielle τ,
résultante des efforts tranchants et du moment de torsion, compte tenu de l’effet d’entaille
éventuel dans la pièce.

13.1.1.2  STRUCTURE  EN  PLAQUE  (2D)

La structure en plaque est applicable à tout élément à épaisseur constante sollicitée par des
efforts situés dans le plan de la plaque de telle sorte que l’état de contrainte ne dépend pas de
la hauteur z. Le système de référence O x y z peut être choisi en fonction de la géométrie ou
des efforts, l’axe O z devant être perpendiculaire à la surface de la plaque.
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Figure 13.2   Etat de contrainte plan dans une plaque entaillée (vue partielle)

L’état de contrainte sur un volume élémentaire, découpé dans la plaque, se définit par :
- Contrainte normale suivant l’axe O x : sigma x.
- Contrainte normale suivant l’axe O y : sigma y.
- Contraintes tangentielles : tau xy et tau yx, la réciprocité des contraintes tangentielles ne

devant pas être mise en défaut : τxy = τyx.
Remarque importante :
La valeur des contraintes σx, σy, τxy dépendent non seulement de la charge mais aussi du

choix de l’orientation du référentiel. Ces trois contraintes composantes définissent en un point
les contraintes principales σ1 et σ2  indépendantes de l’orientation du référentiel.

Contraintes nominales :
Les contraintes au point de contrôle sont définies par σx (positive ou négative), σy

(positive ou négative), τxy (tangentielle).
Contraintes locales :
Les contraintes au point de contrôle sont aussi définies par σx (positive ou négative), σy

(positive ou négative), τxy (tangentielle). Si la recherche des contraintes s’est effectuée au
moyen des éléments finis, l’état de contrainte peut se définir aussi par les trois contraintes
principales σ1, σ2 (σ3). Le contrôle s’effectue alors comme dans une structure spatiale.

13.1.1.3  STRUCTURE  SPATIALE  (3D)

Les structures spatiales se contrôlent par les contraintes locales. Le système de référence
se définit plutôt localement en coordonnées rectangulaires, coordonnées cylindriques ou
sphériques en fonction de la forme de la pièce et de l’endroit d’observation. L’état de
contrainte se distingue par les contraintes principales σ1, σ2 et σ3 indépendantes du système de
référence primitif. Pour un point de contrôle situé en surface de la pièce, les contraintes
principales σ1 et σ2 seront placées en surface, la contrainte σ3 perpendiculairement à la surface
avec σ3 nulle en surface. En principe, chacune de ces contraintes possèdent un gradient de
contrainte perpendiculaire à la surface extérieure et deux gradients parallèles à la surface.
Seuls les gradients de contrainte perpendiculaires à la surface interviennent dans le contrôle.
Les structures spatiales peuvent se contrôler au moyen de la structure en plaque lorsque seules
les contraintes en surface σx, σy, τxy sont intéressantes pour cette opération.
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13.1.2  TYPES  DE  CONTRAINTES

Dans la section de contrôle ou au point de contrôle de la pièce, les contraintes existantes
peuvent provenir :
- d’une charge extérieure unique,
- de plusieurs charges extérieures agissant simultanément.
Dans ces deux cas, l’état de contrainte peut être :
- un état de contrainte uniaxial, cas relativement exceptionnel,
- un ensemble de contraintes triaxiales, cas général de contraintes.
Les sollicitations peuvent se classer :
- En charges statiques lorsque les efforts restent pratiquement constants pendant toutes les

durée de vie de la pièce.
- En charges dynamiques lorsque les efforts varient en fonction du temps, soit sous forme

cyclique, soit sous forme aléatoire.

13.1.2.1  CONTRAINTES  CYCLIQUES  PROPORTIONNELLES

Le contrôle du comportement d’une pièce mécanique sous charge cyclique distingue trois
genres de variations des contraintes :
- Contraintes cycliques proportionnelles.
- Contraintes cycliques synchrones.
- Contraintes cycliques non proportionnelles.
Les contraintes cycliques proportionnelles sont engendrées en général par une seule charge
sur la structure. Exemple  de contraintes triaxiales : réservoir cylindrique sous pression
intérieure variable dans le temps, poutre coudée chargée par une force cyclique. Les
contraintes moyennes et les amplitudes des contraintes sont proportionnelles. Les trois
directions des contraintes principales restent constantes. Lorsque la pièce est sollicitée par des
forces cycliques proportionnelles, l’état de contrainte est aussi proportionnel.

13.1.2.2  CONTRAINTES  CYCLIQUES  SYNCHRONES

Les contraintes cycliques synchrones sont un cas particulier du cas précédent : les
amplitudes sont proportionnelles, mais pas leurs valeurs moyennes. Exemple : état de
contraintes triaxiales dans un arbre de machines équipé de roues dentées : des forces
constantes  sur les dentures produisent un couple de torsion plus ou moins constant et un
moment fléchissant cyclique provoqué par la rotation de l’arbre.

13.1.2.3  CONTRAINTES CYCLIQUES NON  PROPORTIONNELLES

Les contraintes cycliques non proportionnelles interviennent lorsque la sollicitation
comprend  au moins deux charges extérieures à variation temporelle différente. Dans le cas
général des contraintes non proportionnelles, l’état de contrainte principal varie en grandeur et
en direction. C’est le cas le plus compliqué et encore mal connu actuellement dont la solution
approximative doit assurer un contrôle suffisant. Il est donc nécessaire d’étudier très
soigneusement les conditions de charge, d’analyser les résultats des calculs et d’introduire une
critique suffisante du mode de faire.
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13.1.3  MÉCANIQUE  DE  RUPTURE  PAR  FISSURATION

Le problème des fissurations fait partie de la mécanique des ruptures et comprend
l’analyse du champ des contraintes dans les milieux plans fissurés, élastiques linéaires ou
élastoplastiques. La mécanique des ruptures permet de choisir des matériaux résistants aux
ruptures, un calcul quantitatif du comportement en rupture dans certaines situations, de
prévoir la durée de vie sous certaines charges, de créer des matériaux et des prescriptions
d’inspection pour la pratique. Les modèles de fatigue expriment l’accroissement de la
fissuration par cycle en fonction de l’amplitude et essaient de prévoir la progression de la
fissure dans une pièce sollicitée par des charges variables.

13.1.3.1  MODES  DE  SOLLICITATION

La mécanique de rupture par fissuration suppose la présence d’une fissure initiale dans la
structure et un systèmes d’efforts extérieurs. L’hypothèse fondamentale d’homogénéité des
matériaux introduite en résistance des matériaux ne correspond pas exactement à la réalité car
des imperfections sont presque toujours présentes dans toutes les pièces sous forme
d’inclusion, joint de grain, porosité, rugosité. La fissure initiale est soit présente dans la pièce,
par exemple par un défaut de fabrication, soit engendrée par l’application de la charge. Le
système de charge est dit compatible si l’accroissement de la fissure s’opère sans bifurcation.
Dans le calcul mécanique des ruptures pas fissuration, la détermination des facteurs
d’intensité des contraintes est de première importance. Ces facteurs sont associés aux trois
modes de sollicitation selon la cinématique du déplacement relatif des lèvres de la fissure :
Mode I
Mode par ouverture de la fissure (Opening mode), le facteur d’intensité des contraintes étant
désigné par KI.
Mode II
Mode par cisaillement plan (Shearing mode), le facteur d’intensité des contraintes étant
désigné par KII.
Mode III
Mode par cisaillement antiplan (Tearing mode), le facteur d’intensité des contraintes étant
désigné par KIII.

Figure 13.3   Représentation des trois modes de fissuration

13.1.3.2  FACTEURS  D’INTENSITÉ  DES  CONTRAINTES

Les facteurs d’intensité des contraintes peuvent se déterminer théoriquement ou se trouver
expérimentalement. Il devient alors possible de chercher la contrainte maximale de fissure à
partir du facteur d’intensité des contraintes. G. R. Irwin a démontré que le facteur d’intensité
des contraintes en mode par ouverture, soit le mode I, se donne par l’expression :
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KI = ⋅→lim ,maxρ

ρ
σ0 2

π

avec :
σmax contrainte normale maximale d’entaille au fond de la fissure.
ρ rayon de courbure au fond de la fissure.
Si l’on exprime le facteur d’intensité des contraintes en mode I sous forme non dimension-
nelle, selon Griffith, la relation devient :

K K
a

a
I

I= = ⋅→σ
ρ σ

σρπ
lim

/
,max

0 2
avec : σ (π a)0,5  le facteur d’intensité des contraintes de la fissure selon Griffith, longueur 2 a
dans la pièce infiniment étendue sollicitée en traction uniaxiale.
En mode II, le facteur d’intensité des contraintes adimensionnel s’exprime par une relation
semblable, la contrainte étant une contrainte tangentielle située dans le plan de la fissure :

K K
aII

II=
τ π

.

En mode III, le facteur d’intensité des contraintes adimensionnel s’exprime par une relation
semblable, la contrainte étant une contrainte tangentielle placée dans l’espace :

K K
aIII

III=
τ π

.

13.1.3.3  APPLICATION  NUMÉRIQUE

Certains logiciels d’éléments finis possèdent un complément numérique permettant de
trouver les facteurs d’intensité des contraintes ainsi que la répartition des contraintes au droit
de la fissure. Dans ce cas, la matière au droit de la fissure est supposée homogène, isotrope,
élastique  et linéaire. Une méthode de calcul extrapole les déplacement dans la fissure. La
solution du problème de formation de la fissure utilise une analyse statique linéaire et
s’effectue dans la phase du post processeur. La modélisation du corps autour de la fissure doit
permettre d’obtenir simplement la solution, les éléments ayant un nœud commun au droit de
la fissure. Dans les problèmes plans, le logiciel utilise des éléments plans triangulaires à six
noeuds.

Enoncé du problème à résoudre :
Une plaque rectangulaire, longueur 300 mm, largeur 50 mm, est sollicitée par une tension

positive de 20 N/mm2 en chacun des côtés de 50 mm. Au milieu de la longueur de la plaque,
soit à 150 mm du bord supérieur, le pièce est fendue sur 25 mm. Les propriétés mécaniques
sont :

Module d’élasticité : 21 . 104 N/mm2.
Coefficient de Poisson : 0,333.

L’origine du système de coordonnées coïncide avec le fond de la fissure. Le logiciel ANSYS
utilise les expressions théoriques pour les déplacement u, v et w dans la fissure, écrites en
fonction des facteurs KI, KII, KIII.
Pour une fissure simple, les relations sont :

u = KII/(2 G) . [ρ/(2 π)]0,5 (1 + κ),
v = KI/(2 G) . [ρ/(2 π)]0,5 (1 + κ),

w = 2 KIII/G  . [ρ/(2 π)]0,5,
avec pour l’état plan de déformation :   κ = 3 – 4 ν.
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Le logiciel calcule ensuite les déplacements de la face fissurée, voir le détail sur la figure 13.4
à droite. Ces déplacements sont introduits dans les trois relations et les facteurs d’intensité des
contraintes sont trouvés.

Figure 13.4  Forme de la pièce fissurée, sollicitée en traction simple uniforme
Maillage au niveau de l’entaille. Répartition de la contrainte au point de l’entaille

Dans l’exemple de la figure 13.4, comme les modèle est symétrique par rapport à l’entaille,
seule la partie supérieure a été retenue. Le modèle comprend 258 éléments et 567 nœuds.
H.A. Richard (VDI-Z 121) a proposé de calculer le facteur d’intensité de contrainte par une
formule approximative pour chaque facteur.

Résultats du calcul :
Fissure : a = 25 mm,
Largeur : b = 50 mm,
Charge axiale : σ = 20 N/mm2.
Constante : (π . a)0,5 = 8.8623.
Facteur : KI = 500.80.
Facteur : KI = 2.82546.

Etat de contrainte à l’origine de la fissure, coordonnées (0,0) :
σx = 358.27,    σy = 549.47,    σz = 302.28,    τxy = -90.282.
σ1 = 585.36,    σ2 = 322.38,    σ3 = 302.28,    σINT = 283.08,    σEQV = 273.59.

Etat de contrainte au nœud situé à gauche sur la fissure, sur le même élément (-1.39,0) :
σx = -20.815,    sy = 0.60470,    sz = -6.7302,    τxy = 6.0948
σ1 = 2.2175,     σ2 = -6.7302,    σ3 = -22.428,    σINT = 24.646, σEQV = 21.609.
Remarque :
La contrainte normale σy calculée à l’origine de la fissure atteint une valeur excessivement

élevée, soit environ 550 N/mm2 pour une charge axiale valant 20 N/mm2 alors que les deux
contraintes de comparaison valent approximativement 280 N/mm2.
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13.2  CONTRÔLES  EN  CHARGE  STATIQUE

Deux méthodes sont proposées pour effectuer le contrôle des pièces mécaniques en charge
statique :
- A partir des contraintes nominales dans les poutres et les plaques.
- A partir des contraintes locales dans les poutres, les plaques et les pièces volumiques.

13.2.1  MÉTHODE  DE  TRAVAIL

Le graphique montre le principe du contrôle d’une pièce de machine sollicitée par des
charges statiques, ce contrôle pouvant s’effectuer à partir soit des contraintes nominales
classiques de la résistance des matériaux, soit à partir de l’état de contrainte au point où la
structure est mise en danger par les charges et la géométrie de la pièce.

Figure 13.5   Organisation du contrôle en charge statique

La vérification dans les sections dites dangereuses se sert des contraintes connues, des
caractéristiques constructives et de la résistance de la pièce, compte tenu d’un facteur de
sécurité maximal.

13.2.2  CONTRÔLE  À  PARTIR  DES  CONTRAINTES  NOMINALES

Le contrôle des contraintes à partir des contraintes nominales et de la sécurité des pièces
mécaniques est réservé aux structures dont les matériaux métalliques possèdent les propriétés
suivantes :
Pièces en acier, en fontes d’acier GS, en aciers forgés, en fontes nodulaires GGG et en alliage
d’aluminium de corroyage dont l’allongement de rupture A5 ≥ 12,5 %. Les pièces entaillées en
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ces matières ne doivent pas posséder un coefficient de forme supérieur à 3, sinon elles se
contrôlent à partir des contraintes locales.
Par contre, ce type de contrôle n’est pas utilisable pour les matériaux suivant :
Pièces en fontes nodulaires GGG, alliages d’aluminium corroyé, fontes grises GG et fontes
malléables GT dont l’allongement de rupture A5 < 12,5 %. Les pièces possédant des entailles
dont le coefficient de forme est supérieur à 3 doivent se contrôler au moyen des contraintes
locales, indépendamment du matériau choisi.

13.2.2.1  VALEUR  DES  CONTRAINTES  NOMINALES

Le contrôle de la sécurité doit s’effectuer dans toutes les sections dangereuses de la pièce,
soit dans les parties entaillées, soit dans les sections fortement sollicitées. La construction des
diagrammes des efforts et la géométrie de la pièce mettront en évidence les points délicats à
inspecter.

1. Généralités
La recherche des contraintes nominales dans les sections de contrôle utilise les relations

fondamentales de la résistance des matériaux. Pour des charges variables lentement dans le
temps, il est possible de déterminer les valeurs maximale et minimale de chacune des
contraintes normales et tangentielles. Lorsque dans la section choisie, au point de contrôle de
cette section, plusieurs contraintes de même type existent simultanément, ces contraintes
doivent se combiner.

Tableau 13.1
Efforts, contraintes nominales et sections de contrôle

Modèle 1 D : Poutres et pièces longilignes cylindriques : diamètres de, di

Type de sollicitation Effort Contrainte Section de contrôle

 Effort normal (+) et (-) FN σ ( )t,c
N=

F
A

A d d= ⋅ −
π
4

2 2
e ic h

 Effort tranchant FT τ c
T=

F
A

A d d= ⋅ −
π
4

2 2
e ic h

 Moment fléchissant Mf σ f
f

z

=
M
W W d d

dz
e i

e

= ⋅
−π

32

4 4

 Moment de torsion Mt τ t
t

p

=
M
W

W d d
dp

e i

e

= ⋅
−π

16

4 4

Modèle 2 D : Plaque ajourée centrée : largeur B, trou d et épaisseur s
Type de sollicitation Effort Contrainte Section de contrôle

 Traction / compression FN,x σ x
N,x=

F
A

A B d s= − ⋅b g
 Effort tranchant FT,y τ c

T,y=
F
A

A B d s= − ⋅b g

 Moment fléchissant Mf σ f,x
f

x

=
M
W W s B d

Bx = ⋅
−

6

3 3

2. Modèle 1D : Contraintes dans les poutres
Une section plane de contrôle dans une poutre peut présenter jusqu’à quatre types de

contraintes : contrainte normale de traction σ+ ou de compression σ-, une contrainte de flexion
σf, une contrainte tangentielle de cisaillement τc et une contrainte de torsion τt. Les contraintes
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de flexion et de cisaillement peuvent provenir de deux composantes suivant les axes
principaux de la surface C y z. Le tableau précédent donne les relations de base pour le calcul
des contraintes nominales dans une section circulaire pleine ou annulaire. Les contraintes
maximale et ou minimale valent :

σ(t,c),max, σf,max, τc,max, τt,max,
σ(t,c),min, σf,min, τc,min, τt,min. (13.1.1)

3. Modèle 2D : Contraintes dans les plaques
L’état de contrainte dans la plaque est plan. Il se définit par les deux contraintes normales

σx et σy, par la contrainte de cisaillement τxy = τyx à partir du système de référence O x y. Les
valeurs minimale et ou maximale valent :

σx,max, σy,max, τxy,max,
σx,min, σy,min, τxy,min. (13.1.2)

13.2.2.2  CARACTÉRISTIQUES  MÉCANIQUES  DES  MATÉRIAUX

En charge statique, les caractéristiques mécaniques de résistance dépendent de plusieurs
facteurs décrits en détail au chapitre 12.3.1 :
- Facteur d’échelle fds,m, fds,é : Sous-chapitre 12.3.1.1, formules (12.7.1 et 2), tableau 12.2.
- Facteur d’anisotropie fAs : Sous-chapitre 12.3.1.2, tableau 12.3.
- Facteur de température fTs,m : Sous-chapitre 12.3.1.4, formules (12.8.1 à 7).
- Facteurs hautes températures et longues durées : fTts,m et fTts,é, formules (12.9.1, 2 et 5).
La résistance à la traction et à la limite élastique de la pièce, en tenant compte de tous les
facteurs de correction, se trouve par :
Résistance à la traction : Rm = Rm,N

 . fds,m
 . fAs

 . fTs,m. (13.2.1)
Limite élastique : Ré = Ré,N

 . fds,é
 . fAs

 . fTs,é. (13.2.2)

Application numérique :
Déterminer les caractéristiques mécaniques de résistance pour un arbre, diamètre 55 mm,

en acier au carbone de la nuance Ac 50-2 à la température de 150 °C.
Le tableau 12.8 donne les caractéristiques nominales suivantes :
Désignation : DIN EN : E295, DIN St 50-2, No.DIN : 1.0050.
Résistance en traction : Rm,N = 490 N/mm2.
Limite élastique : Ré,N = 295 N/mm2.
Coefficients : ad,m = 0,15.

ad,é = 0,30.
Diamètre effectif nominal : deff,Nm = 40 mm (pour les aciers non alliés).
Facteurs d’échelle :
Par rapport à Rm : fds,m = {1-0,15 ln(55/7,5)/ln(20)} / {1-0,15 ln(40/7,5)/ln(20)}= 0,983.
Par rapport à Ré : fds,é = {1-0,30 ln(55/7,5)/ln(20)} / {1-0,30 ln(40/7,5)/ln(20)} = 0,962.
Facteur d’anisotropie : fAs = 1,0.
Facteur de température : fTs,m = fTs,é = 1 – 0,0017 . (150 – 100) = 0,915.
Pièce au diamètre 55 mm :
Résistances :
Résistance en traction : Rm = 490 N/mm2 . 0,983 . 1,0 . 0,915 = 440 N/mm2.
Limite élastique : Ré = 295 N/mm2 . 0,962 . 1,0 . 0,915 = 260 N/mm2.
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13.2.2.3  VALEURS  CONSTRUCTIVES

Les valeurs constructives font intervenir la possibilité de déformation des aciers et des
alliages d’aluminium. Le calcul peut introduire seulement le comportement élastique ou le
comportement élastoplastique dans les poutres au moyen du chiffre de soutien.

1. Modèle 1D : Valeur des contraintes nominales dans les poutres
Les contraintes nominales dans les poutres sont calculées par les formules usuelles de la

résistance des matériaux :
Traction simple : σ = FN/A.
Cisaillement simple : τc,xy = FTy /A et ou τc,xz = FTz /A.
Flexion simple : σfz = Mfz/Wz et ou σfy = Mfy/Wy.
Torsion simple : τt = Mt/Wt.

2. Valeurs constructives en comportement élastique
Toutes les contraintes nominales sont supposées obéir à la loi de proportionnalité entre les

contraintes et les déformations.

3. Valeurs constructives en comportement plastique dans les poutres
Il est admis que la valeur constructive limite dite de ruine est atteinte en flexion et en

torsion lorsque la section est entièrement plastifiée comme représenté sur la figure 13.1 dans
ces deux cas. Finalement, l’introduction d’un coefficient de sécurité permet d’obtenir un
comportement élastoplastique, figure 13.6, ou même élastique. Le principe des rotules
plastiques pour chercher les équilibres, défini en construction métallique, n’est pas utilisé en
conception de machines.

Figure 13.6  Valeur des contraintes élastique et plastique en flexion sur pièce entaillée [4]
Rapport des moments fléchissants dans les zones élastoplastiques de diverses formes de section [11]

4. Valeur du chiffre de soutien
La valeur du chiffre de soutien retenu dépend de la répartition des contraintes dans la

section et du matériau. Cette grandeur permet de mieux exploiter les réserves plastiques de
résistance au delà de la limite élastique, voir les relations proposées par H. Dietmann [2].
4.1 Pièces durcies superficiellement : le chiffre de soutien vaut par défaut : npl… = 1.
4.2 Aciers austénitiques, tableau 12.8 (suite) : traction : npl,(t,c) = 1.

Flexion : npl,f = fpl / él = Zz/Wz.    Cisaillement : npl,c = 1. Torsion : npl,t = fpl / él = Zp/Wp.
4.3 Autres aciers, fontes d’acier GS et fontes nodulaires GGG, alliages d’aluminium corroyés

avec A5 ≥ 12,5 % : traction ; npl,(t,c) = 1. Cisaillement : npl,c = 1.
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Flexion : npl,f = MIN {(Ré,max/Ré)0,5 ; Zz/Wz }.
Torsion : npl,t = MIN {(Ré,max/Ré)0,5 ; Zp/Wp }.

Résistances dans les relations : Ré,max

Matériaux Aciers, GS GGG Alu. corroyé
Ré,max en N/mm2 1050 320 250

13.2.2.3  RÉSISTANCES  ULTIMES

La résistance ultime des matériaux sollicités par des charges statiques distingue à nouveau
le modèle poutre du modèle plaque. Toutes ces résistances sont données en fonction de la
résistance de rupture Rm de la pièce.

1. Modèle 1D : Résistance ultime dans les poutres
Traction – compression : σult,(t,c) = fσ-,s

 . Rm.
Flexion : σult,f = fσ-,s

 . Rm
 . npl,f. 1)

Cisaillement : τult,c = fτ,s . Rm.
Torsion : τult,t = fτ,s . Rm

 . npl,t. 2) (13.3.1)

2. Modèle 2D : Résistance ultime dans les plaques
Axe de référence O x : σult,x = fσ-,s

 . Rm.
Axe de référence O y : σult,y = fσ-,s

 . Rm.
Axes de référence O x y : τult,xy = fτ,s . Rm. (13.3.2)

Facteur en compression fσ-,s et cisaillement :sous-chapitre 12.3.1.3, tableau 12.4. 3.
Remarques complémentaires importantes

Toutes les caractéristiques des résistances ultimes sont basées sur la résistance de rupture.
1) Rm si nplf ≠ 1,0 sinon Rfm. 2) Rm si nplt ≠ 1,0 sinon Rtm avec fτ,s = 1,0.

13.2.2.4  FACTEURS  DE  SÉCURITÉ

Les facteurs de sécurité cités sont acceptables pour des charges sûres et une probabilité sur
les valeurs de résistance de 97.5 %. Ils peuvent être diminués lorsque les conditions de calcul
sont parfaitement connues et justifiées par l’expérience. Ils sont seulement applicables pour
les matières possédant un allongement égal ou supérieur à 12,5 % .

Tableau 13.2
Facteurs de sécurité pour les aciers et aluminium corroyé (A5 ≥ 12,5 %)

Probabilité d’atteindre les contraintes calculées
Haute Faible

 Conséquences Sm Sé Smt Sm Sé Smt

Importante 2,0 1,5 1,5 1,8 1,35 1,35 de panne ou
 d’accidents Faible 1,75 1,3 1,3 1,6 1,2 1,2

Sm facteur de sécurité par rapport à la contrainte de rupture Rm.
Sé facteur de sécurité par rapport à la limite d’élasticité Ré.
Smt facteur de sécurité par rapport à l’effet de la température de longue durée.
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Tableau 13.3
Facteurs de sécurité pour fontes d’aciers ductiles (GS, GGG avec A5 ≥ 12,5 %)

Probabilité d’atteindre les contraintes calculées Pièces en fontes d’acier
 sans contrôle non destructif Haute Faible
 Conséquences Sm Sé Smt Sm Sé Smt

Grave 2,8 2,1 2,1 2,55 1,9 1,9 de panne ou
 d’accidents Faible 2,45 1,8 1,8 2,2 1,65 1,65

Probabilité d’atteindre les contraintes calculées Pièces en fontes d’acier
 avec contrôle non destructif Haute Faible
 Conséquences Sm Sé Smt Sm Sé Smt

Grave 2,5 1,9 1,9 2,25 1,7 1,7 de panne ou
 d’accidents Faible 2,2 1,65 1,65 2,0 1,5 1,5

Le facteur de sécurité retenu Sret dans le contrôle est la valeur maximale d’un des trois
facteurs choisis, soit :

Sret = MAX S S R
R

S
é

m é
m

mt; ; .⋅
F
HG

I
KJ (13.4)

13.2.2.5  VÉRIFICATION

La vérification de la sécurité en résistance de la pièce s’effectue pour chacun des types de
contrainte et pour la contrainte de comparaison résultante. Le contrôle dépend non seulement
des contraintes mais de la forme de la pièce : poutre ou plaque. Il introduit la notion de degré
de sollicitation représenté par le symbole a avec divers indices. Les contraintes normales et
tangentielles doivent s’examiner  au même point de la section de la pièce.

1. Modèle 1D : Contrôle de chaque degré de sollicitation dans le modèle poutre
Le degré de sollicitation en charge statique pour chaque contrainte introduit la valeur de la

contrainte extrême, indice ex, la résistance ultime, indice ult, et le facteur de sécurité retenu
Sret. Les relations deviennent :

- Traction compression : as,(t,c) = 
σ
σ

max,ex,(t,c)

ult t,c
ret

,( )

⋅S , vérification |as,(t,c)| ≤ 1. (13.4.1)

- Flexion : as,f = 
σ
σ
max,ex,f

ult f
ret

,

⋅S , vérification |as,f| ≤ 1. (13.4.2)

- Cisaillement : as,c = 
τ
τ
max,ex,c

ult c
ret

,

⋅S , vérification |as,c| ≤ 1. (13.4.3)

- Torsion : as,t = 
τ
τ
max,ex,t

ult t
ret

,

⋅S , vérification |as,t| ≤ 1. (13.4.4)

σmax,ex,tc, … Contraintes maximales extrêmes, aussi contraintes minimales extrêmes.
σult,(tc), … Contrainte ultime selon le type de contrainte,
Sret Facteur de sécurité retenu et maximal.

2. Modèle 1D : Contrôle du degré de sollicitation résultant dans le modèle poutre
Le contrôle du degré de sollicitation résultant introduit les deux critères de résistance :

contrainte normale, symbole aHN, contrainte de distorsion, symbole aHD.
Degré : contraintes normales : s = as,(t,c) + as,f.
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Degré : contraintes tangentielles : t = as,c + as,t. (13.5.1)

Critère contrainte normale : aHN = 1
2

42 2s s t+ +e j.
Critère de distorsion (von Mises) : aHD = s t2 2+ . (13.5.2)
Degré de sollicitation résultant :

arés = q . aHN + (1 – q) . aHD ≤ 1.0. (13.5.3)
Le facteur q est fonction de fτ,s : q = [√3 – (1/fτ,s)]/(√3 –1). Il permet d’adapter les critères de
résistance au comportement des matériaux autres que les aciers et l’aluminium corroyé.

Tableau 13.4
Facteur d’adaptation  q

 Grandeur Aciers
Alum. Cor.

 Alum. Cor.
A5<12,5%

Fonte nodul.
GGG

Fonte GT
Fonte Alu.

Fonte
grise GG

  fτ,s 1/√3 1/√3 0,65 ¾ 0,85

  q = 0 0,5 0,264 0,544 0,759

La résistance de la pièce est garantie si la valeur absolue du degré de sollicitation résultant arés
est inférieur ou à la limite égal à un.

3. Modèle 2D : Contrôle de chaque degré de sollicitation dans le modèle plaque
Le degré de sollicitation dans la plaque, défini en fonction des contraintes repérées par le

système d’axes O x y en un point, se trouve par :

Axe O x : as,x = 
σ
σ
max,ex,x

ult x
ret

,

⋅S , vérification |as,x| ≤ 1.

Axe O y : as,y = 
σ

σ
max,ex,y

ult y
ret

,

⋅S , vérification |as,y| ≤ 1.

Axes O x y : as,xy = 
τ

τ
max,ex,xy

ult xy
ret

,

⋅S , vérification |as,xy| ≤ 1. (13.6.1)

Toutes les contraintes extrêmes peuvent être positives, négatives, également nulles.

4. Modèle 2D : Contrôle du degré de sollicitation résultant dans le modèle plaque
Le contrôle du degré de sollicitation résultant introduit les deux critères de résistance :

contrainte normale, symbole aHN, contrainte de distorsion, symbole aHD.
Degré : contraintes normales : sx = as,x    et   sy = as,y.
Degré : contrainte tangentielle : t = as,xy.

Critère contrainte normale : aHN = 1
2

4
2 2s s s s tx y x y+ + − +F

HG
I
KJd i .

Critère de distorsion (von Mises) : aHD = s s s s tx y x y
2 2 2+ − ⋅ + . (13.6.2)

Degré de sollicitation résultant :
Pour les matériaux cités ici : arés = q . aHN + (1 – q) . aHD ≤ 1.0. (13.6.3)
La résistance de la pièce est garantie si le degré de sollicitation résultant est inférieur ou à la
limite égal à un. Facteur d’adaptation q selon tableau 13.4
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13.2.2.6  EXEMPLE  SIMPLE  DE  CONTRÔLE  EN  CONTRAINTES  NOMINALES

Dans un arbre de transmission, les dimensions adoptées aux environs de la section de
contrôle m-m sont : D = 70 mm, d = 50 mm, rayon de raccordement R = 2,5 mm, pièce en
acier au carbone Ac 60-2. La réduction des efforts extérieurs au centre de gravité C de la
section sont :
Effort normal : FN = 0 N.
Effort tranchant : FT = 12 500 N.
Moment fléchissant : Mf = 1200 m.N alterné.
Moment de torsion : Mt = 600 ± 200 m.N, synchrone avec le moment fléchissant.
Pièce en acier au carbone, nuance Ac 60-2.
Température de calcul : 20°C.
Rugosité dans la zone de contrôle au raccordement : Rz = 10 µm.
Ce premier contrôle s’effectue seulement sous toutes les charges statiques maximales.

1. Contraintes nominale
Diamètre de contrôle 50 mm.
Aire de la section : A = π . 52 cm2/4 = 19,63 cm2.
Module de résistance à la flexion : Wz = π . 53 cm3/32 = 12,272 cm3.
Module de résistance à la torsion : Wp = π . 53 cm3/16 = 24,544 cm3.
Contrainte de cisaillement : τc = FT/A = 12 500 N / 1963 mm2 = 6,4 N/mm2.
Contrainte de flexion : σf = Mf/Wz = ± 1200.103 mm.N / 12272 mm3 = ± 97.8 N/mm2.
Contraintes de torsion : τtm = Mtm/Wp = 600.103 mm.N / 24544 mm3 = 24,4 N/mm2.

τta = Mta/Wp = ± 200.103 mm.N / 24544 mm3 = ± 8,15 N/mm2.
τta,max = 24,4 N/mm2 + 8,2 N/mm2 = 32,6 N/mm2.

Figure 13.7   Arbre de machine sollicité simultanément par un effort tranchant FT,
un moment fléchissant Mf et un moment de torsion Mt

Coefficients de forme : αk(t,c) = 2,30,   αk(f) = 2,01   et   αk(t) = 1,57.
(Contrôle : en modèle grossier par la MEF, αk(t,c) = 2,33 !)
Ce contrôle est valable en contraintes nominales car ces coefficients sont tous inférieurs à 3.

2. Caractéristiques mécaniques
Résistance de rupture : Rm,N = 590 N/mm2.
Limite élastique : Ré,N = 335 N/mm2.
Constantes : ad,m = 0,15    et  ad,é = 0,30.
Diamètre nominal : deff,Nm = deff,Né = 40 mm.
Avec une surépaisseur de 1 mm pour l’usinage, le diamètre effectif vaut : deff = 72 mm.
Facteur d’échelle : fds,m = {1 – 0,15 ln(72/7,5)/ln(20)}/{1-0,15 ln(40/7,5)/ln(20)} = 0,968.
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fds,é = {1 – 0,30 ln(72/7,5)/ln(20)}/{1-0,30 ln(40/7,5)/ln(20)} = 0,929.
Tous les autres facteurs de correction valent 1,0.
Résistance de rupture : Rm = 590 N/mm2 . 0,968 = 571 N/mm2.
Limite élastique : Ré = 335 N/mm2 . 0,929 = 311 N/mm2.

3. Chiffres de soutien plastique et contraintes ultimes
Valeurs de calcul : Rémax = 1050 N/mm2. Ré = 311 N/mm2.
Flexion plastique : npl,f = MIN {(1050/311)0,5 ; 1,70} = 1,70.
Torsion plastique : npl,t = MIN {(1050/311)0,5 ; 4/3} = 1,33.
Résistances ultimes avec fσ-,s = 1,0  et  fτ,s = 1/√3 = 0,577.
Flexion : σult,f = 571 N/mm2 . 1,70 = 971 N/mm2.
Cisaillement : τult,c = 571 N/mm2 . 1/√3 = 329 N/mm2.
Torsion : τult,t = 571 N/mm2 . 1/√3

 . 1,33 = 439 N/mm2.
4. Vérification du modèle poutre

Point de contrôle dans la section circulaire : point P où la contrainte de flexion est maximale.
Facteur de sécurité : Sm = 2,0 et Sé = 1,5.
Facteur de sécurité retenu : Sret = MAX {2,0 ; 1,5 . 571/311} = 2,75.
Degrés de sollicitation :
Flexion : as,f = {97,8 / 971} . 2,75 = 0,277 ≤ 1.
Cisaillement : as,c = {6,2 / 329} . 2,75 = 0,052 ≤ 1.
Torsion : as,t = {32,6 / 439} . 2,75 = 0,204 ≤ 1.
Résultante : s = 0,277   et   t = 0,052 + 0,204 = 0,256.
Degré de sollicitation total : ares = (0,2772 + 0,2562)0,5 = 0,377 ≤ 1.
La résistance statique, calculée au moyen des contraintes nominales, est suffisante.

13.2.3  CONTRÔLE  À  PARTIR  DES  CONTRAINTES  LOCALES

Le contrôle des contraintes à partir des contraintes locales et de la sécurité des pièces
mécaniques s’applique aux structures :
1. des matériaux métalliques : pièces en aciers, fontes d’acier GS, fontes nodulaires GGG,

alliages d’aluminium de corroyage possédant aussi un allongement de rupture supérieur à
12,5 %.

2. des autres matériaux métalliques comme les pièces en fonte nodulaire GGG, alliage
d’aluminium corroyé, fontes grises GG, fontes malléables GT dont l’allongement de
rupture A5 < 12,5 %.

3. aux pièces entaillées dont le coefficient de forme αk est supérieur à 3 mais pas plus grand
que 6.

13.2.3.1  VALEUR  DES  CONTRAINTES  LOCALES

Le contrôle de la sécurité doit s’effectuer dans toutes les sections dangereuses de la pièce,
soit dans les parties entaillées, soit dans les sections fortement sollicitées. La construction des
diagrammes des efforts et la géométrie de la pièce mettront en évidence les points délicats à
inspecter.

1. Généralités
La recherche des contraintes nominales dans les sections de contrôle utilise les relations

fondamentales de la résistance des matériaux. Les contraintes locales peuvent se trouver à
partir des relations développées en résistance des matériaux ou à partir d’une analyse fine au
moyen des éléments finis. Pour des charges variables lentement dans le temps, il est possible
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de déterminer les valeurs maximale et minimale de chacune des contraintes normales et
tangentielles. Lorsque au point de contrôle plusieurs contraintes de même nature existent
simultanément, ces contraintes doivent se combiner. Pour chaque type de contrainte, normale
et tangentielle, une seule contrainte résultante normale et une seule contrainte résultante
tangentielle, appliquées sur la même aire élémentaire dA, doivent subsister.
Les contraintes de sens opposés qui n’interviennent pas toujours simultanément sur la
structure ne doivent pas s’additionner.

2. Modèle 1D : Contraintes dans les poutres
Une contrainte normale, positive ou négative, σ et une contrainte tangentielle τ sont toutes

deux à introduire dans le contrôle. Les contraintes extrêmes maximales et minimales sont :
σmax,ex τmax,ex,
σmin,ex τmin,ex (13.7.1)

Les contraintes normales sont affectées de leur signe, positif ou négatif. La contrainte
tangentielle est introduite en valeur absolue.

3. Modèle 2D : Contraintes dans les plaques
L’état de contrainte plan dans la plaque, repéré par le système de coordonnées O x y, se

définit par les deux contraintes normales σx et σy, par la contrainte de cisaillement τxy = τyx =
τ. Les contraintes extrêmes minimale et ou maximale valent :

σmax,ex,x σmax,ex,y τmax,ex,

σmin,ex,x σmin,ex,y τmin.ex. (13.7.2)
En général, les contraintes normales positives et négatives sont à considérer séparément afin
de tenir compte du comportement différent de la matière en contraintes positive et négative.
La contrainte tangentielle est introduite en valeur absolue.

4. Modèle 3D : Contraintes dans un corps volumique
L’état de contrainte à prendre en considération dans un corps se compose des contraintes

principales σ1, σ2 et σ3. Les contraintes extrêmes minimale et ou maximale valent :
σ1,max,ex σ2,max,ex σ3,max,ex,

σ1,min,ex σ2,min,ex σ3,min,ex . (13.7.3)
Les contraintes principales σ1, σ2, σ3 sont déterminées à partir de l’état de contrainte en trois
dimensions. En général, les contraintes principales positives et négatives sont à considérer
séparément pour tenir compte du comportement des matériaux.

13.2.3.2  CARACTÉRISTIQUES  MÉCANIQUES  DES  MATÉRIAUX

En charge statique, les caractéristiques mécaniques de résistance dépendent de plusieurs
facteurs décrits en détail au chapitre 12.3.1 :
- Facteur d’échelle fds,m, fds,é : Sous-chapitre 12.3.1.1, formules (12.7.1 et 2), tableau 12.2.
- Facteur d’anisotropie fAs : Sous-chapitre 12.3.1.2, tableau 12.3.
- Facteur de température fTs,m : Sous-chapitre 12.3.1.4, formules (12.8.1 à 7).
- Facteurs hautes températures et longues durées : fTts,m et fTts,é, formules (12.9.1, 2 et 5).
La résistance à la traction et à la limite élastique de la pièce, à partir des valeurs du tableau
12.8, en tenant compte de tous les facteurs de correction, se trouve par :
Résistance à la traction : Rm = Rm,N

 . fds,m
 . fAs

 . fTs,m. (13.2.1)
Limite élastique : Ré = Ré,N

 . fds,é
 . fAs

 . fTs,é. (13.2.2)
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13.2.3.3  VALEURS  CONSTRUCTIVES

Les valeurs constructives font intervenir la possibilité de déformation des aciers, des
fontes d’acier et des alliages d’aluminium. Le calcul peut introduire seulement le
comportement élastique ou le comportement élastoplastique dans les poutres au moyen du
chiffre de soutien.

1. Coefficient de forme plastique
Le coefficient de forme plastique se définit par la relation :

α αα τpl pl
Capacité portante totalement plastique
Capacité portante totalement élastique, , .= = (13.8.1)

La capacité de charge élastique pour contrainte normale ou contrainte tangentielle s’applique
au tout début de la déformation plastique au point de contrôle, compte tenu de l’effet
d’entaille. La capacité portante pleinement plastique se laisse trouver au moyen d’une analyse
par éléments finis en supposant un matériau se comportant selon une loi de déformation
bilinéaire : élastique suivie d’une déformation plastique. Cette analyse non linéaire nécessite
un certain doigté de la part de l’utilisateur. A l’état totalement plastique, elle provoque un
arrêt brutal du calcul car la déformation en flexion ou en torsion devient infiniment grande.
Une autre méthode consiste à admettre la section entièrement plastifiée et à introduire les
efforts extérieurs de telle manière que les efforts intérieurs provoqués par la zone plastifiée et
les efforts extérieurs soient en équilibre statique (demande un peu de réflexion !).

Cas particulier
Pour une structure avec contraintes nominales définies dans la section de contrôle et

coefficient de forme en traction, flexion, cisaillement et torsion, le coefficient de forme
plastique peut se trouver par l’une des expressions suivantes :

Traction – compression : αpl,σ = αk(t,c).
Flexion : αpl,σ = (Zz/Wz) . αk(f).
Cisaillement : αpl,τ = αk(c).
Torsion : αpl,τ = (Zp/Wp) . αk(t). (13.8.2)

Ce coefficient de forme plastique est valable seulement pour la section considérée.

2. Chiffres de soutien plastiques
Il est admis que la valeur constructive limite dite de ruine est atteinte en flexion et en

torsion lorsque la section est entièrement plastifiée comme représenté sur la figure 13.1 dans
ces deux cas. Les chiffres de soutien plastiques npl,σ tiennent compte de l’influence de la
répartition des contraintes sous l'effet de la charge et de la géométrie sur la résistance de la
pièce. Ils permettent de dépasser la limite élastique et de mieux utiliser la portance de la
matière.

Pièces durcies superficiellement par procédés chimique - thermique ou thermique
Le chiffre de soutien ne devrait pas s’introduire dans les calculs, donc il vaut npl,σ = 1.
Pièces en fonte grise, fontes malléable et nodulaire avec A3 < 8 % ou A5 < 8 %
Le chiffre de soutien ne devrait pas s’introduire dans les calculs, donc il vaut npl,σ = 1.
Pièce en acier auténitique hypertrempé
Les chiffres de soutien pour les contraintes normales, traction – compression, flexion  et

tangentielles, cisaillement, torsion, valent :
Contraintes normales : npl,σ = αpl,σ .
Contraintes tangentielles : npl,τ = αpl,τ . (13.9.1)
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Pièces dans les autres alliages de fer
Les chiffres de soutien pour les contraintes normales et pour les contraintes tangentielles

se trouvent par les deux expressions suivantes :
Contraintes normales : npl,σ = MIN E R⋅ε α σlim ,/ ;é pld i .
Contraintes tangentielles : npl,τ = MIN E R⋅ε α τlim ,/ ;é pld i (13.9.2)

Avec : E module d’élasticité.
εlim limite supportable pour la déformation totale.
Ré résistance à la limite élastique.
αpl,σ coefficient de forme plastique.

Tableau 13.5
Module d’élasticité et limite supportable de la déformation totale

 Groupe matériau Acier Fonte GS Fonte GGG Fonte GT Alu. corroy.

 E  en N/mm2 21.104 21.104 17.104 18.104 7.104

 εlim  en % 5 5 2 2 2

Pièces en alliage d’aluminium
Pour les pièces en fonte d’aluminium ou en aluminium corroyé, pour lesquelles la

déformation de rupture A5 < 8 %, le chiffre de soutien plastique vaut : npl,σ = 1. Pour les pièces
en alliage d’aluminium corroyé, avec une déformation A5 ≥ 8 %, le chiffre de soutien
plastique se calcule par l’une des formules (13.9.2).

3. Facteur fNL

Le facteur fNL tient compte du comportement non élastique de la fonte grise GG en
traction – compression et flexion. Pour tous les autres matériaux que la fonte grise, le facteur
fNL vaut : fNL = 1.
Pour la fonte grise GG et les contraintes normales positives, le facteur vaut :

fNL = fNL,pos . (13.10.1)
Pour la fonte grise GG et les contrainte normales négatives, le facteur vaut :

fNL = fNL,nég = 1 / fNL,pos . (13.10.2)
Pour les pièces en fonte grise GG non entaillées ou très faiblement entaillées, le facteur vaut :
fNL ≠ 1. Le tableau donne les valeurs de ce facteur en fonction de la nuance et du signes des
contraintes normales.

Tableau 13.6
Facteur fNL pour pièces non ou faiblement entaillées en fonte grise

 Nuance de fonte
 Grise

GG -
10

GG -
15

GG -
20

GG -
25

GG -
30

GG -
35

 fNL,pos 1,15 1,15 1,10 1,10 1,05 1,05

 fNL,nég 0,87 0,87 0,91 0,91 0,95 0,95

13.2.3.4  RÉSISTANCES  ULTIMES

La résistance ultime des matériaux sollicités par des charges statiques s’applique ici au
contrôle des contraintes locales. Le contrôle distingue à nouveau le modèle poutre, le modèle
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plaque 2D et le corps 3D. Toutes ces résistances sont données en fonction de la résistance de
rupture Rm de la pièce.

1. Modèle 1D : Résistance ultime dans les poutres
Contrainte normale : σult,σ = fσ-,s

 . Rm
 . npl,σ

 . fNL.
Contrainte tangentielle : τult,τ = fτ,s . Rm

 . npl,τ .  (13.11.1)

2. Modèle 2D : Résistance ultime dans les plaques 2D
Axe de référence O x : σult,x = fσ-,s

 . Rm
 . npl,σx

 . fNL.
Axe de référence O y : σult,y = fσ-,s

 . Rm
 . npl,σy

 . fNL.
Axes de référence O x y : τult,τ = fτ,s . Rm. (13.11.2)

3. Modèle 3D : Résistance ultime dans les corps 3D
Contrainte principale σ1 : σult,1 = fσ-,s

 . Rm
 . npl,σ1

 . fNL.
Contrainte principale σ2 : σult,2 = fσ-,s

 . Rm
 . npl,σ2

 . fNL.
Contrainte principale σ3 : σult,3 = fσ-,s

 . Rm
 . npl,σ3

 . fNL. (13.11.3)
Facteur en compression fσ-,s et fτ,s:
voir au sous-chapitre 12.3.1.3, tableau 12.4.

4. Remarque complémentaire importante
Toutes les caractéristiques des résistances ultimes sont basées sur la résistance de rupture

en traction simple.

13.2.3.5  FACTEURS  DE  SÉCURITÉ

Les facteurs de sécurité cités sont acceptables pour des charges sûres et une probabilité sur
les valeurs de résistance de 97.5 %. Ils peuvent être diminués lorsque les conditions de calcul
sont parfaitement connues et justifiées par l’expérience. Les facteurs de sécurité cités sous
13.2.2.5 sont seulement applicables pour les matières, dites ductiles, possédant un
allongement de rupture égal ou supérieur à 12,5 %. Ce chapitre complète cette notion pour
des matières, dites fragiles, dont l’allongement de rupture est inférieur à 12,5 %.

1. Facteurs de sécurité pour les aciers
Pour les aciers ductiles, les facteurs de sécurité sont cités dans le tableau 13.2.

2. Facteurs de sécurité pour les fontes d’acier
Pour les fontes d’aciers ductiles, les facteurs de sécurité sont cités dans le tableau 13.3.

Pour les fontes d’acier dites fragiles, avec un allongement de rupture A5 < 12,5 %, fontes
malléables GT avec A3 < 12,5 %, cet ensemble comprend quelques nuances de fontes
nodulaires GGG, toutes les fontes malléables GT et les fontes grises GG. Pour ces fontes GG,
l’allongement de rupture est A5 = 0%. Pour ces diverses matières, les facteurs de sécurité sont
définis par addition d’un supplément ∆S :

∆S = 0,5 - A5

50%
  (0 % ≤ A5 < 12,5 %). (13.12)

3. Facteurs de sécurité pour les alliages d’aluminium corroyés
Pour les alliages d’aluminium ductiles, avec un allongement de rupture A5 ≥ 12,5 %, les

facteurs de sécurité sont identiques à ceux des aciers. Pour les alliages d’aluminium fragiles,
avec un allongement de rupture < 12,5 %, les facteurs de sécurité sont augmentés du
supplément défini par (13.12).

4. Facteurs de sécurité pour les alliages d’aluminium de fonderie
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Ces alliages font partie de la classe des matériaux fragiles. Les facteurs de sécurité sont
augmentés du supplément défini par (13.12).

5. Facteur de sécurité retenu Sret

Le facteur de sécurité retenu dans l’estimation de la sécurité d’une pièce de machine se
défini par la valeur maximale d’un des divers facteurs, éventuellement modifiés par les
résistances de base :

Sret = MAX S S R
R

S
é

m é
m

mt; ; .⋅
F
HG

I
KJ (13.13)

13.2.3.6  VÉRIFICATION

La vérification de la sécurité en résistance de la pièce s’effectue pour chacun des types de
contrainte et pour la contrainte de comparaison. Le contrôle dépend non seulement des
contraintes mais de la forme de la pièce : poutre, plaque ou corps. Il introduit la notion de
degré de sollicitation représenté par le symbole a avec indices. Les contraintes normales et
tangentielles doivent s’examiner  au même point de la section de la pièce.

1. Modèle 1D : Contrôle de chaque degré de sollicitation dans le modèle poutre
Le degré de sollicitation en charge statique pour chaque contrainte introduit la valeur de la

contrainte extrême, positive ou négative, indice ex, la résistance ultime, indice ult, et le facteur
de sécurité retenu Sret. Les relations deviennent :

- Contrainte normale : as,σ = 
σ
σ σ

max,ex

ult,
ret⋅S , vérification |as,σ| ≤ 1. (13.14.1)

- Contrainte tangentielle : as,τ = 
τ
τ τ

max,ex

ult,
ret⋅S , vérification |as,τ| ≤ 1. (13.14.2)

σmax,ex … Contraintes maximales extrêmes, aussi contraintes minimales extrêmes.
σult,σ … Contrainte ultime selon le type de contrainte,
Sret Facteur de sécurité retenu et maximal.

2. Modèle 1D : Contrôle du degré de sollicitation résultant dans le modèle poutre
Le contrôle du degré de sollicitation résultant introduit les deux critères de résistance :

contrainte normale, symbole aHN, contrainte de distorsion, symbole aHD.
Degré : contraintes normales : s = as,σ.
Degré : contraintes tangentielles : t = as,τ. (13.15.1)

Critère contrainte normale : aHN = 1
2

42 2s s t+ +e j.
Critère de distorsion (von Mises) : aHD = s t2 2+ . (13.15.2)
Degré de sollicitation résultant :

arés = q . aHN + (1 – q) . aHD ≤ 1.0. (13.15.3)

Facteur d’adaptation q, voir tableau 13.4. La résistance de la pièce est garantie si le degré de
sollicitation résultant arés est inférieur à un ou à la limite égal à un.

3. Modèle 2D : Contrôle de chaque degré de sollicitation dans le modèle plaque
Le degré de sollicitation dans la plaque, défini en fonction des contraintes repérées par le

système d’axes O x y en un point, se trouve par :
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Axe O x : as,σx = 
σ
σ
max,ex,x

ult x
ret

,

⋅S , vérification |as,σx| ≤ 1. (13.16.1)

Axe O y : as,σy = 
σ

σ
max,ex,y

ult y
ret

,

⋅S , vérification |as,σy| ≤ 1. (13.16.2)

Axes O x y : as,τ = 
τ
τ τ

max,ex

ult
ret

,

⋅S , vérification |as,τ| ≤ 1. (13.16.3)

Toutes les contraintes extrêmes peuvent être positives, négatives, également nulles. Les
contraintes normales positive et négative peuvent faire intervenir le facteur fNL.

4. Modèle 2D : Contrôle du degré de sollicitation résultant dans le modèle plaque
Le contrôle du degré de sollicitation résultant introduit les deux critères de résistance :

contrainte normale, symbole aHN, contrainte de distorsion, symbole aHD.
Degré : contraintes normales : sx = as,σx    et   sy = as,σy.
Degré : contrainte tangentielle : t = as,t.

Critère contrainte normale : aHN = 1
2

4
2 2s s s s tx y x y+ + − +F

HG
I
KJd i .

Critère de distorsion (von Mises) : aHD = s s s s tx y x y
2 2 2+ − ⋅ + . (13.17.1)

Degré de sollicitation résultant :
Pour tous les matériaux cités : arés = q . aHN + (1 – q) . aHD ≤ 1.0. (13.17.2)

Facteur d’adaptation q, voir tableau 13.4. La résistance de la pièce est garantie si le degré de
sollicitation résultant est inférieur ou à la limite égal à un.

5. Modèle 3D : Contrôle de chaque degré de sollicitation dans le modèle corps 3D
Les degrés de sollicitation dans le corps 3D, défini en fonction des principales calculées

en un point, se trouvent par :

Contrainte principale 1 : as,σ1 = 
σ
σ
1

1

,max,

,

ex

ult
ret⋅S , vérification |as,σ1| ≤ 1. (13.18.1)

Contrainte principale 2 : as,σ2 = 
σ
σ
2

2

,max,

,

ex

ult
ret⋅S , vérification |as,σ2| ≤ 1. (13.18.2)

Contrainte principale 3 : as,σ3 = 
σ
σ
3

3

,max,

,

ex

ult
ret⋅S , vérification |as,σ3| ≤ 1. (13.18.3)

σ1,max,ex , … valeur extrême de la contrainte normale maximale (ou minimale).
σult,1, … contrainte ultime.
Sret facteur de sécurité retenu.

6. Modèle 3D : Contrôle du degré de sollicitation résultant dans le modèle corps 3D
Le contrôle du degré de sollicitation résultant introduit les deux critères de résistance :

contrainte normale, symbole aHN, contrainte de distorsion, symbole aHD. Degré :
Contrainte principale 1 : s1 = as,σ1,
Contrainte principale 2 : s2 = as,σ2,
Contrainte principale 3 : s3 = as,σ3.
Critère contrainte normale : aHN = MAX σ σ σ1 2 3; ; .c h
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Critère de distorsion (von Mises) :

aHD = 1
2 1 2

2
2 3

2
3 1

2s s s s s s− + − + −b g b g b g . (13.19.1)

Degré de sollicitation résultant :
Pour tous les matériaux cités : arés = q . aHN + (1 – q) . aHD ≤ 1.0. (13.19.2)

Facteur d’adaptation q, voir tableau 13.4. La résistance de la pièce est garantie si le degré de
sollicitation résultant est inférieur à un ou à la limite égal à un.

13.2.3.7  APPLICATION  DANS  L’EXEMPLE  NUMÉRIQUE

Soit à appliquer le contrôle des contraintes locales et la sécurité de l’exemple donné sous
13.2.1.7. Les contraintes nominales calculées étaient les suivantes :
Cisaillement moyen : τc = 6,4 N/mm2.
Flexion au point P : σf = 97,8 N/mm2.
Torsion au point P : τt = 32,6 N/mm2.
Coefficients de forme : αk(t,c) = 2,30,   αk(f) = 2,01   et   αk(t) = 1,57.
Contraintes locales au point P en tenant compte des coefficients de forme :
Cisaillement : τc,ex = 0 N/mm2 car répartition parabolique de la contrainte τ.
Flexion : σf,ex = 97,8 N/mm2 . 2,01 = 196.6 N/mm2.
Torsion : τt,ex = 32,6 N/mm2 . 1,57 = 51,2 N/mm2.
Résistances statiques : Rm = 571 N/mm2 et Ré = 311 N/mm2.
Allongement limite : εlim = 5 %.
Coefficients de forme flexion : αpl,σ = 1,70 . 2,01 = 3,42.
plastiques torsion : αpl,σ = 1,33 . 1,57 = 2,09.
Chiffres de soutien : npl,σ = MIN { (21.104 . 0,05 / 311)0,5 ; 3,42 } = 3,42.

npl,σ = MIN { (21.104 . 0,05 / 311)0,5 ; 2,09 } = 2.09.
Contraintes ultimes : σult,σ = 1,0 . 571 N/mm2 . 3,42 . 1,0 = 1953 N/mm2.

τult,τ = 0,577 . 571 N/mm2 . 2,09 . 1,0 = 688 N/mm2.
Facteur de sécurité : Sret = MAX (2,0 ; 1,5 . 571/311) = 2,75.
Degrés de sollicitation :
Pour chaque contrainte : as,σ = | 196,6 / 1953 | . 2,75 =  0,277.

as,τ = | 51,2 / 688 | . 2,75 = 0,205.
Pour les deux contraintes composantes :

s = 0,277  et  t = 0,205.
arés = (0,2772 + 0,2052)0,5 = 0,345 ≤ 1.0.

Le degré de sollicitation résultant est admissible. Précédemment, pour le calcul avec les
contraintes nominales, le degré de sollicitation résultant valait 0,377, soit légèrement différent
de celui de ce calcul.
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13.3  CONTRÔLES  EN  CHARGE  DYNAMIQUE

Deux méthodes sont proposées pour effectuer le contrôle des pièces mécaniques en charge
dynamique :
1. A partir des contraintes nominales dans les poutres et les plaques.
2. A partir des contraintes locales dans les poutres, les plaques et les pièces volumiques.
Avant de donner les diverses caractéristiques de ces deux contrôles, il est nécessaire de fixer
les conditions de charge dynamique sur la structure en étude.

13.3.1  CONSIDÉRATIONS  SUR  LES  CONTRAINTES  DYNAMIQUES

 Les notions sur le comportement dynamique des matériaux, vues au sous-chapitre 12.3.3,
s’appliquent entièrement dans ce chapitre.

13.3.1.1  DOMAINES  D’INVESTIGATION

Les trois domaines dans le diagramme de Wöhler méritent une étude détaillée afin
d’obtenir des résultats fiables (figure 12.20) :

1. Domaine des ruptures pseudo statiques : nombre de cycles compris entre 1 (donc essai de
rupture statique) et environ 104 cycles. Les renseignements sur le comportement des
matériaux dans ce domaine sont très limités. Les essais effectués par A.C. Low [8] dans des
essais de fatigue plastique par flexion alternée sur des éprouvettes plates et rondes en acier,
en maintenant constante la déformation maximale, ont permis d’émettre une relation de la
durée avant rupture donnée sous la forme :

log10 N + 2,4 log10 ε = -1,83,
avec : ε > 0,3 % et N le nombre de cycles produisant la rupture. Il est possible de déduire
numériquement le nombre de cycles jusqu’à rupture, soit :
  3,71 cycles de déformation à ± 5 % d’amplitude,
177 cycles de déformation à ± 2 % d’amplitude,
933 cycles de déformation à ± 1 % d’amplitude,
4920 cycles de déformation à ± 0,5 % d’amplitude,
16980 cycles de déformation à ± 0,3 % d’amplitude. [8]

2. Domaine des résistances limitées en durée : nombre de cycles compris entre 104 et environ
106 cycles. La figure 13.9 montre les résultats partiels des essais de durée ayant comportés
en tout plus de 3000 éprouvettes lisses et entaillées dans 26 classes de diamètres et classes
d’aciers [9]. A remarquer : la pente des segments rectilignes dépend du diamètre de
l’éprouvette. Le nombre de cycles au coude des deux segments rectilignes se situe à 2 . 106

cycles et non à 106 cycles..

3. Domaine des résistances de durée : nombre de cycles supérieurs à 106 ou 108 cycles, cette
limite variant avec le type de matériau et le type de contrainte.

Pour simplifier les contrôles, les trois domaines sont limités par des segments de droite sur un
diagramme doublement logarithmique : en abscisses logarithme du nombre de cycles, en
ordonnées logarithme de l’amplitude de la composante dynamique. Les points situés sur les
trois segments représentent un facteur de sécurité 1,0.



13. Application de la résistance des matériaux

- 359 -

Figure 13.9   Résultats d’essai de flexion alternée sur éprouvettes lisses et entaillées
Acier 37 Cr 4, Rm = 830 N/mm2, Diamètres 6,9 mm et 34,4 mm,
Coefficients de forme : ak = 1,0 (lisse) et αk = 3,0 (entaillée) [9]

Pour obtenir des conditions admissibles de sollicitation, toutes les amplitudes des contraintes
doivent se trouver en dessous la ligne brisée à trois segments. Cette ligne brisée pourrait
porter l’appellation : ligne ultime en charge dynamique.

13.3.1.2  VALEUR  DES  CONTRAINTES  DYNAMIQUES

La relation (12.1.1) donne l’expression de la contrainte normale dynamique comprenant
une composante moyenne σm et une amplitude de la contrainte alternée σa variant
sinusoïdalement en fonction du temps. Considérons maintenant un état dynamique  de
contrainte plan avec σx, σy et τxy ayant chacune une composante moyenne σxm, σym, τxym et
une amplitude σxa, σya, τxya en fonction du temps, soit les expressions pour chacune de ces
contraintes :

σx = σxm + σxa sin(ωt + βx).
σy = σym + σya sin(ωt + βy).
τxy = τxym + τxya sin(ωt + βxy). (13.20.1)

Les angles βx, βy et βxy représentent le déphasage dans l’argument de l’angle ωt, chaque
contrainte pouvant avoir un déphasage différent dans le cas général.
Pour un système de référence C u v, tourné de l’angle ϕ par rapport au système primitif C x y,
les contraintes moyennes et les amplitudes des contraintes peuvent s’exprimer en fonction des
contraintes primitives et de l’angle ϕ. En appliquant le critère de la contrainte normale et en
calculant les contraintes principales σ1 et σ2, ces dernières se trouvent par :

σ
σ σ σ σ

τ1 2

2
2

2 2,

( ) ( ) ( ) ( )
( ) .=

+
±

−F
HG

I
KJ +x y x y

xy

t t t t
t (13.20.2)

Pour que la variation de ces contraintes principales restent harmoniques pour tout angle ϕ, il
faut que le déphasage soit égal pour chacune des contraintes composantes et de plus que le
rapport entre l’amplitude et la contrainte moyenne soit égal quelle que soit la grandeur de
l’angle ϕ.
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Figure 13.10   Etat de contrainte plan avec contraintes dynamiques [18]
Amplitude ultime de la contrainte en durée en fonction de la contrainte moyenne pour deux aciers

Si ces deux conditions ne sont pas remplies, les contraintes principales subissent une rotation
périodique autour de l’axe C z. L’angle ψ entre les deux directions 1, 2 et le système de
référence C x y reste constant seulement dans certains cas particuliers :

ψ
τ

σ σ
=

−
1
2

2
arctan

( )
( ) ( )

.xy

x y

t
t t

(13.20.3)

Ces considérations sur la position des contraintes principales alliées aux critères de résistance
montrent qu’en état de contrainte bidimensionnel ou tridimensionnel, la contrainte moyenne
dépend non seulement de la charge extérieure mais de l’orientation du système de référence :

σ ϕ ϕ σ ϕ σ ϕ τum xm ym xym( ) cos cos sin .= ⋅ + ⋅ + ⋅ − ⋅ + ⋅
1
2

1 2 1
2

1 2 2b g b g b g   (13.20.4)

Bien que le matériau soit considéré primitivement comme isotrope, son comportement en
charge dynamique dépend de l’orientation du système de référence. Dans ces conditions
particulières, certains auteurs parlent d’un comportement anisotrope de la matière.

13.3.1.3  AMPLITUDE  DE  LA  COMPOSANTE  DYNAMIQUE

Sur l’éprouvette de traction dynamique, sollicitée par une contrainte normale σ = σm + σa
.sin ωt, l’amplitude constante et ultime σa supportée dépend du nombre de cycles, de la
dimension transversale et de la valeur de la composante moyenne σm. Plusieurs propositions
existent afin d’exprimer cette amplitude en fonction de la composante moyenne. Une
expression courante consiste à donner une amplitude à variation parabolique :

σa,calcul = Ra – b σm – c σm
2.

La figure 13.10 à droite représente la variation de cette amplitude en fonction de la contrainte
moyenne obtenue par des essais sur éprouvette. En négligeant le troisième terme, l’amplitude
s’exprime par une relation linéaire. Dans cet exposé, l’introduction de l’effet de la contrainte
moyenne sur la valeur de l’amplitude utilise une relation linéaire.

13.3.2  COLLECTIF  DES  CONTRAINTES  ET  DIAGRAMME  DE  WÖHLER

L’évolution des contraintes normales et tangentielles en fonction du temps en charge
dynamique, obtenue par mesure, se compose en général d’un certain nombre d’échelons
numérotés de i = 1 à k, de contraintes variables irrégulières : amplitude σa,i et valeur moyenne
σm,i avec comme valeur maximale σmax,i , valeur minimale σmin,i, pour des contraintes normales
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et pour les contraintes tangentielles : τa,i et valeur moyenne τm,i. Pour le calcul, l’évolution de
la contrainte en fonction du temps est traitée par le collectif des contraintes. Chaque type de
contrainte normale ou tangentielle définit un collectif.

13.3.2.1  CONSTRUCTION  DU  COLLECTIF  DES  CONTRAINTES

1. Généralités
L’évolution de chacune des contraintes en fonction du temps, obtenue par mesure ou par

hypothèse, se compose de cycles de contraintes définissant les valeurs moyennes, les valeurs
minimales et maximales. Pour le calcul, l’évolution de la contrainte en fonction du temps est
traitée par le collectif des contraintes. Le but du collectif des contraintes est de fixer toutes les
caractéristiques de la variation dynamique de la contrainte. Dans le cas idéal et plutôt
théorique, il permet de substituer aux variations réelles d’amplitude et de valeurs moyennes
en fonction du temps une seule amplitude de contrainte et une seule contrainte moyenne
produisant les mêmes effets sur la durée de vie de la structure que la charge réelle.

Figure 13.11   Représentation partielle des amplitudes σa = f(t) en contrainte normale avec σm = const.

Pour chaque échelon i de sollicitation, il faut déterminer :
1. la valeur de la contrainte moyenne σmi ou τmi selon le type de contrainte.
2. la valeur de l’amplitude de la contrainte σai ou τai selon le type de contrainte.
3. le nombre de cycles ni dans chaque échelon de sollicitation.

2. Recherche des amplitudes de la contrainte
Les points 1 à 3 donnent la méthode de détermination des contraintes moyennes et des

amplitudes dans les k échelons. Le nombre d’échelons d’amplitude de contrainte dynamique
dépendra des possibilités d’observation de la charge ou des connaissances sur les charges
probables. La figure 13.12 montre à gauche le décompte du nombre de cycles dans chaque
échelon de l’amplitude de la contrainte dans un premier cas de mesure. La figure 13.12 à
droite montre, pour un deuxième cas, le nombre total de cycles par échelon en fonction de
l’amplitude de la contrainte dynamique. Les figures sont construites pour approximativement
40 échelons.
Après le relevé du nombre de cycles total par échelon, le nombre total de cycles par même
amplitude de contrainte est recherché par sommation des valeurs partielles. Les amplitudes
sont portées à l’échelle logarithmique en ordre décroissant du premier au dernier échelon.
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Figure 13.12   Classement des amplitudes des contraintes et nombre de cycles [7]

3. Recherche du collectif des contraintes
Les amplitudes sont classées en ordre décroissant, l’amplitude σa,1 ou τa,1 est la plus

grande amplitude, l’amplitude σa,k ou τa,k est la plus petite classée en fin du regroupement. La
méthode consiste à :
1. Ordonner la classification des amplitudes : de la plus grande σa,max ou τa,max, indice 1, à la

plus petite σa,min ou τa,min, indice k.
2. Représenter graphiquement, en fonction des amplitudes des contraintes normales σa,i ou des

contraintes tangentielles τa,i , le nombre cumulé de cycles n,.
Généralement, le collectif trouvé est donné par une ligne en escalier. L’allure de la

représentation graphique est lissée afin de simplifier l’étude, en portant en abscisse le nombre
cumulé de cycles, en ordonnées l’amplitude de la contrainte dynamique, figure 13.13 à
gauche. La courbe continue de substitution doit correspondre aux  mêmes risques de ruine que
la représentation primitive.

Figure 13.13   Construction du collectif des amplitudes des contraintes à l’échelles logarithmiques
Exemple de décomposition graphique d’un collectif des amplitudes en 8 échelons [4]
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4. Recherche des échelons à partir de la courbe du collectif
Si le collectif des amplitudes des contraintes est donné sous forme graphique, il est

possible de créer 8 échelons en dessinant une ligne oblique divisée en 16 segments de même
taille et en recherchant les points de coupure sur la courbe. La figure 13.13 à droite montre le
principe de cette décomposition en découpant 16 ordonnées égales. L’ordonnée du graphique
peut représenter le rapport des amplitudes à l’échelle arithmétique : σa,i/σa,1.

13.3.2.2 CARACTÉRISTIQUES  DU  COLLECTIF  DES  CONTRAINTES

1. Généralités

Le collectif des contraintes décrit les cycles de contrainte en fonction du nombre de cycles
sur la structure. Il faut construire le collectif des contraintes pour chaque composante de
contrainte. La collectif à un seul échelon avec amplitude constante représente un cas
particulier et rare. Ce cas correspond, dans le cas de la flexion, à l’égalité :

σaf = σaf,1 = σaf,i,
avec : N = N = ni = n1.

2. Taille de la complétude
Les caractéristiques du collectif des contraintes sont , (en contrainte normale) :

σa,1 la plus grande amplitude, échelon i = 1 (c’est la valeur maximale !).
σm,1 contrainte moyenne pour i = 1, échelon 1.
σa,i amplitude de la contrainte à l’échelon i, avec σa,i > 0 et  σa,i/σa,1 ≤ 1.0.
σm,i contrainte moyenne à l’échelon i.
N nombre total de cycle correspondant à la durée de vie exigée :

N  = Σ ni sommé de i = 1 à i = k.
ni nombre de cycles subi dans l’échelon i avec Ni = Σ ni (de 1 à i).
H nombre total de cycles d’un collectif donné : H  = Hk = Σ hi (de 1 à k).
hi nombre de cycles dans l’échelon i : total Hi = Σ hi (de 1 à i).
i indice de l’échelon du collectif des contraintes.
k indice du dernier échelon du collectif ou nombre total d’échelons,
vσ mesure la taille de la complétude.
La complétude peut se trouver à partir de l’expression proposée, influencée par l’exposant du
segment rectiligne descendant de la ligne de Wöhler :

v h
Hi

k
k

k
σ

σ
σ

σ

σ= ⋅
F
HG
I
KJ=

∑ i a,i

a,11

. (13.21.1)

Les deux rapports hi/H et σa,i/σa,1 caractérisent la forme du collectif. Dans cette expression, ici
pour la contrainte normale, les amplitudes des contraintes sont toujours positives, les
contraintes moyennes positives, nulles ou négatives. Cette relation donne un résultat
acceptable seulement dans les cas de collectifs de contraintes suivants :
1. Collectif à rapport constant des contraintes : amplitude / moyenne, pratiquement peu

courant en conception mécanique.
2. Collectif à contrainte inférieure ou supérieure nulle (voir aussi figure 13.14), contraintes

pulsantes. Dans ce cas, la contrainte moyenne vaut |σm| = σa.
La figure 13.14 montre trois collectifs donnés pour N = 106 pour le cas des contraintes de
traction – compression.
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Figure 13.14   Variation de la contrainte normale en fonction du nombre de cycles
Collectifs : à contrainte moyenne constante, à rapport constant ≈ amplitude/moyenne,

Contrainte inférieure nulle : le rapport σa,i/σm,i = constant.

3. Collectif à contrainte moyenne constante
Dans ce collectif, la contrainte moyenne reste constante dans tous les échelons de charge,

soit :
σm,i = σm,1 = σm.

4. Collectif à rapport de contraintes Rσ constant
Le collectif possède un rapport Rσ constant dans tous les échelons, soit :

Rσ,i = Rσ,

avec : Rσ = 
σ σ
σ σ

m,i a,i

m,i a,i

−
+

, (13.21.2)

Ce rapport de la contrainte inférieure σu,i = σm,i-σa,i par la contrainte supérieure σo,i = σm,i+σa,i
donne des résultats variant entre des grandeurs positives si les deux contraintes sont de même
signe, négatives si les contraintes sont de signes opposés et infiniment grande si la contrainte
supérieure est nulle. Cette variation est différente de celle du rapport Rc = |σm/σo,u| défini
précédemment.

Cette expression vaut encore :
σ
σ

σ

σ

m,i

a,i

=
+
−

1
1

R
R

(13.21.3)

5. Collectif à contraintes pulsantes
Le collectif à contraintes pulsantes possède un rapport Rσ nul dans tous les échelons de

contraintes, soit :

R Rσ σ

σ
σ,i

m,i

a,i

et= = =0 1. (13.21.4)

13.3.2.3  AJUSTEMENT  DU  COLLECTIF  DES  CONTRAINTES

Ce chapitre traite des collectifs des contraintes qui ne possèdent pas un rapport Rσ

constant dans tous les échelons de la charge. La ligne brisée de Wöhler est valable seulement
pour un rapport Rσ constant. Le collectif à contrainte moyenne constante, par exemple,
présente un rapport Rσ variable dans chacun des échelons de charge. Pour ajuster la courbe de
Wöhler à tous les échelons du collectif des contraintes, tous les rapports Rσ des échelons
doivent subir un ajustement basé sur le rapport défini pour la plus grande amplitude, soit la
première amplitude avec Rσ,i = Rσ,1 pour i = 2 à k.
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Pour calculer le facteur de résistance en service, par le procédé Miner élémentaire ou Miner
conséquent, le rapport des contraintes Rσ de tous les échelons doit correspondre au rapport de
définition de la ligne de Wöhler. Autrement dit, tous les échelons du collectif i = 1 à k sont à
trouver pour une valeur unique de Rσ,i = Rσ,i=1 à k.

1. Valeurs des facteurs d’ajustement Ci , relations : (13.22.1)

CI = (1 – Mσ), CII = (1 + Mσ
 . σm,i / σa,i), CIII =  

1
3

3
1

+ ⋅

+

M

M
M

σ

σ

σ

σ
σ

m,i

a,i

1+ / . CIV = 
3 1

3

2+
+

M
M

σ

σ

b g
.

2. Ajustement pour le rapport Rσ = -1
Cet ajustement calcule par exemple le cas d’un collectif à contrainte moyenne constante et

amplitudes de contrainte variables.  Le premier pas dans l’ajustement consiste à transformer
l’amplitude pour obtenir un rapport Rσ = -1, désignée par σa,i,Rσ=-1, au moyen d’un des quatre
cas proposés.
Domaine I : pour (σm,i / σa,i) < -1 : σa,i,Rσ = -1 = σa,i

 . CI.
Domaine II : pour –1 ≤ (σm,i / σa,i) ≤1 : σa,i,Rσ = -1 = σa,i

 . CII.

Domaine III : pour 1 < (σm,i / σa,i) < 3 : σa,i,Rσ = -1 = σa,i
 . CIII.

Domaine IV : pour (σm,i / σa,i) ≥ 3 : σa,i,Rσ = -1 = σa,i
 . CIV. (13.22.2)

La sensibilité à la contrainte moyenne se trouve par l’expression :
Mσ = aM

 . 10-3 . Rm + bM.
Mτ = fa,τ

 . Mσ. (13.22.3)
Avec :

Rm résistance exprimée en N/mm2,
aM et bM selon tableau,
fa,τ facteur de cisaillement dynamique, tableau 12.7.

Tableau 13.7
Sensibilité à la contrainte moyenne : constantes aM et bM

Matériaux Aciers GS GGG GT GG Alu.cor. Alu.fte

aM 0,35 0,35 0,35 0,35 0 1,0 1,0
bM -0.10 0,05 0,08 0,13 0,50 -0,04 0,2

3. Ajustement pour un autre rapport Rσ , par exemple pour Rσ1

Le deuxième pas consiste à modifier le rapport Rσ trouvé à une autre valeur que –1, par
exemple au rapport Rσ = Rσ,1 correspondant à la première amplitude du collectif σa,i, Rσ,1.
Domaine I : pour Rσ,1 > 1 (σm,1/σa,1 < -1) : σa,i,Rσ1 = σa,i,Rσ = -1 / CI.
Domaine II : pour -∞ ≤ Rσ,1 ≤ 0 (–1 ≤ σm,1/σa,1 ≤ 1) : σa,i,Rσ1 = σa,i,Rσ = -1

  / CII.
Domaine III : pour 0 ≤ Rσ,1 ≤ 0,5 (1 < σm,1/σa,1 < 3) : σa,i,Rσ1 = σa,i,Rσ = -1 . / CIII.
Domaine IV : pour Rσ,1 ≥ 0,5  (σm,1/σa,1 ≥ 3) : σa,i,Rσ1 = σa,i,Rσ = -1 . / CIV. (13.22.4)
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13.3.2.4  COLLECTIFS  NORMÉS

Un collectif normé sert à décrire la forme typique du collectif de contraintes. Les collectifs
normés avec répartition binomiale ou exponentielle définissent des cas précis au moyen de la
valeur p dans le collectif. Ils permettent d’éviter le calcul de l’expression de la complétude si
un collectif réel correspond assez bien à l’un des deux collectifs normés décrit dans ce
chapitre. La représentation graphique se construit en portant :
1. en abscisses : le nombre cumulé de cycles de 1 à 106 cycles, représenté à l’échelle

logarithmique.
2. en ordonnées : le rapport des amplitudes des contraintes : σa,i/σa,1 à l’échelle arithmétique,

allant de 0 à 1.
La figure 13.17 montre deux collectifs normés composés de 8 échelons chacun: collectif
normé avec répartition binomiale, collectif normé avec répartition exponentielle, étendue du
collectif de 1 à 106 cycles, paramètre des collectifs p.

Figure 13.17   Collectifs normés : à gauche avec répartition binomiale,
à droite avec répartition exponentielle

Le premier tableau donne la complétude vσ ou vτ pour les collectifs à répartition binomiale et
exponentielle. Les caractéristiques d’un collectif normé sont :
σa,1,τa,1 amplitude de la contrainte au point 1, valeur maximale de σa ou τa dans le collectif.
σm,1,τm,1 contrainte moyenne au point 1.
N étendue exigée du collectif.
vσ complétude du collectif normé pour tous les hi, pour i = 1 à k.
p paramètre du collectif avec p > 0 : (σa,i/σa,1)p = p + (1 - p).(σa,i/σa,1)p=0.

Tableau 13.8
Complétude vσ et vτ pour collectif normé : répartition binomiale et exponentielle

Contraintes normales σ Contraintes tangentielles τ
Complétude binomiale vσ Complétude exponentielle vτ
Répartition pour kσ = 5 Répartition pour kτ = 8

p Binomiale Exponentielle P Binomiale Exponentielle
0 0,326 0,196 0 0,399 0,275

1/6 0,400 0,297 1/6 0,452 0,330
1/3 0,499 0,430 1/3 0,527 0,438
1/2 0,615 0,570 1/2 0,627 0,573
2/3 0,739 0,713 2/3 0,743 0,713
5/6 0,868 0,856 5/6 0,869 0,856
1 1 1 1 1 1
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Le collectif normé des contraintes peut s’introduire dans la phase de la vérification de la
structure, soit à partir de la complétude vσ ou vτ, soit à partir des échelons  σa,i/σa,1 ou τa,i/τa,1,
hi, pour i = 1 à k.

Tableau 13.9
Collectifs normés : Répartition binomiale et répartition exponentielles

Binomiale : p = Exponentielle : p =
0 1/3 2/3

Nombre de
Cycles 0 1/3 2/3

Nombre de
CyclesEchelon

Rapport σa,i/σa,1 hi Hi

Echelon
Rapport σa,i/σa,1 hi Hi

1 1 1 1 2 2 1 1 1 1 2 2
2 0,950 0,967 0,983 16 18 2 0,875 0,917 0,958 10 12
3 0,850 0,900 0,950 280 298 3 0,750 0,833 0,917 64 76
4 0,725 0,817 0,908 2720 3018 4 0,625 0,750 0,875 340 416
5 0,575 0,717 0,858 20000 23000 5 0,500 0,667 0,833 2000 2400
6  0,425 0,617 0,808 92000 115000 6 0,375 0,583 0,792 11000 13400
7 0,275 0,517 0,758 280000 395000 7 0,250 0,500 0,750 61600 75000
8 0,125 0,417 0,708 604982 1000000 8 0,125 0,417 0,708 924984 1000000

13.3.2.5  AMPLITUDE  ÉQUIVALENTE

L’amplitude de contrainte équivalente d’un collectif est l’amplitude constante avec un
nombre de cycles correspondant au point du coude ND,σ ou ND,τ, produisant les mêmes
dommages cumulés et la même durée de vie à partir de la forme du collectif, de son ampleur
et de sa valeur maximale.
A partir d’un calcul utilisant le procédé de Miner élémentaire, l’amplitude de contrainte
équivalente se trouve par l’expression :

σ σ σ
σ σ

σ
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kσ exposant de la ligne de Wöhler, 5 ou 8.
ND,σ coude de la ligne de Wöhler définissant le nombre de cycles de référence.
i,k,ni compteur et nombre de cycles dans l’échelon i.
vσ complétude.
A partir de l’expérience acquise sur les dommages possibles, la vérification de la durée de vie
en service peut se faire en introduisant l’amplitude équivalente et un calcul de durée illimité.

13.3.2.6  CONSTRUCTION  SIMPLIFIÉE  DU  DIAGRAMME  DE  WÖHLER

La construction simplifiée du diagramme de Wöhler, au moyen d’une ligne brisée,
comprend deux variantes selon le comportement dynamique du matériau :
1. Diagramme de type I : construction du diagramme par trois segments rectilignes, valable

pour les aciers et les fontes de fer : coude à l’abscisse 106 cycles, désignation ND,σ ou ND,τ

résistance limite de durée Ra,σ,∞ ou Ra,τ,∞ . La résistance de durée est la valeur de base pour
tous les contrôles dynamiques.

2. Diagramme de type II : construction du diagramme par quatre segments rectilignes valable
pour les aciers austénitiques et les alliages d’aluminium : premier coude à l’abscisse 106

cycles, désignation ND,σ ou ND,τ, deuxième coude à l’abscisse 108 cycles, résistance de
durée Ra,σ,II,∞ ou Ra,τ,II,∞.
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Figure 13.18  Construction du diagramme de Wöhler pour les aciers et les fontes :
A gauche: amplitudes de la contrainte normale, à droite: amplitudes de la contrainte tangentielle

3. Pente des segments de droite inclinée : la pente des segments inclinés, compte tenu des
deux échelles logarithmiques, se définit par son inverse changé de signe : l’exposant kσ ou
kτ , donc la pente sur le graphique vaut : –1/ kσ ou – 1/ kτ. La position des points particuliers
de la ligne brisée sont données dans le tableau ci-après.

Tableau 13.10
Coudes et exposant de la pente pour le diagramme de Wöhler

Diagramme de Wöhler : type I : Acier et fontes de fer
ND,σ ND, σII kσ kσ,II fIIσ

 Contrainte normale 106  5  1,0
 Contrainte tangentielle 106  8  1,0

Diagramme de Wöhler : type II : aluminium et acier austénitique
 Contrainte normale 106 108 5 15 0,74
 Contrainte tangentielle 106 108 8 25 0,83

13.3.2.7  FACTEURS  DE  SERVICE  EN  SOLLICITATION  DYNAMIQUE

Le facteur fdy de service dépend du collectif des contraintes constitué d’un échelon unique
ou de plusieurs échelons.

1. Collectif à échelon unique
1.1 Ligne de Wöhler, type I
Cette ligne comprend une horizontale pour N > ND,σ valable pour les aciers et les fontes de

fer :
Pour une durée de vie limitée avec N ≤ ND,σ :

fdy,σ = (ND,σ/N)1/kσ .
Pour une durée de vie non limitée, donc N = ∞ avec N > ND,σ :

fdy,σ = 1. (13.24.1)
1.2 Ligne de Wöhler, type II
Cette ligne comprend un oblique pour N > ND,σ valable pour les alliages d’aluminium et

les aciers austénitiques.
Durée de vie limitée :
pour N ≤ ND,σ : fdy,σ = (ND,σ/N)1/kσ.
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pour ND,σ ≤ N ≤ ND,σ,II : fdy,σ = (ND,σ/N)1/kσ,II.
pour N > ND,σ,II (en durée limitée): fdy,σ = 1.
pour N > ND,σII donc N = ∞ : fdy,σ = fIIσ. (selon tableau 13.10) (13.24.2)

2. Collectif à plusieurs échelons
Si le collectif des contraintes se compose de plusieurs échelons, le calcul du facteur de

service se sert du mode Miner élémentaire. Ce facteur se trouve directement par la relation
suivante, valable pour les lignes de Wöhler de types I et II :

f
v

D
N

Nk

k
k

dy M
D

,

/

,
/

,σ

σ

σ

σ

σ
σ

= −
F
HG

I
KJ
⋅ +

L
N
MM

O
Q
PP ⋅
F
HG
I
KJ

1 1 1

1
1

b g (13.25.1)

avec la complétude définie par la relation connue : v h
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Si le type de complétude est connu, le facteur de service peut se trouver approximativement
par l’expression :

 fdy,σ ≈ 1
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. (13.25.3)

Figure 13.19   Introduction du mode Miner élémentaire pour une courbe de Wöhler de type I

Si la relation (13.25.1) donne une valeur fdy,σ < 1,0, pour une ligne de Wöhler de type I, avec
un tronçon horizontal avec N > ND,σ , introduire fdy,σ = 1.0.
Si la relation (13.25.1) donne une valeur fdy,σ plus petite que la valeur proposée en durée
limitée par (13.24.2), ce facteur est calculé au moyen de la relation (13.24.2), domaines ND,σ ≤
N ≤ ND,σ,II ou pour N >  ND,σII.

3. Symboles utilisés dans les relations
N nombre de cycles de la ligne de Wöhler.
N nombre de cycles exigé.
ND,σ nombre de cycle au premier coude de la ligne de Wöhler.
kσ exposant de la pente pour N < ND,σ.
ND,σ,II nombre de cycles au deuxième coude de la ligne de Wöhler, type II.
kD,σ exposant de la ligne de Wöhler pour N > ND,σ.
fII,σ facteur d’amplitude limite pour la résistance de durée selon tableau 13.10.
DM somme selon Miner dépendant de la matière (valeur recommandée) :
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Aciers, fonte de fer et aluminium : DM = 0,3.
Fontes nodulaires, Fontes malléables et grises : DM = 1,0.

H nombre total de cycles du collectif H = Hk = Σ hi (avec i = 1 à k).
hi nombre de cycles dans l’échelon i.
k nombre d’échelons dans le collectif.
i compteur d’échelon.
σa,i amplitude de la contrainte dans l’échelon i.
σa,1 amplitude de la contrainte dans l’échelon 1 (la plus grande des amplitudes).

13.3.3  MÉTHODE  DE  TRAVAIL

Le graphique montre le principe du contrôle d’une pièce de machine sollicitée par des
charges dynamiques, ce contrôle pouvant s’effectuer à partir soit des contraintes nominales
classiques de la résistance des matériaux, soit à partir de l’état des contraintes locales au point
où la structure est mise en danger par les charges et la géométrie de la pièce.

Figure 13.20   Organisation du contrôle en charge dynamique

La vérification dans les sections dites dangereuses se sert des contraintes connues, des
caractéristiques constructives et de la résistance de la pièce, compte tenu du facteur de
sécurité maximal.
Les deux méthodes de contrôle soit au moyen des contraintes nominales, soit au moyen des
contraintes locales, doivent être précédées d’un contrôle sous charge statique en introduisant
les contraintes maximales ou minimales pour chaque type de contrainte.
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Les contrôles dynamiques doivent tenir compte du collectif des contraintes selon le nombre de
cycles intervenant dans la durée de vie de la structure :
1. Domaine des ruptures pseudo statiques : nombre de cycles inférieur à 104.
2. Domaine des résistances limitées en durée : nombre de cycles compris entre 104 et 106

jusqu’à 108 pour certains matériaux.
3. Domaine des résistances de durée : nombre de cycles supérieurs à 106 à 108, avec une

durée de vie pratiquement infiniment grande.

13.3.4  CONTRÔLE  À  PARTIR  DES  CONTRAINTES  NOMINALES

Le contrôle des contraintes à partir des contraintes nominales dynamiques et de la sécurité
des pièces mécaniques est limité aux structures en forme de poutre ou en forme de plaque. Le
contrôle dynamique commence à partir d’environ 104 cycles, dans le domaine des résistances
limitées. Les diverses contraintes se définissent par leurs composantes moyennes et par leur
amplitude dans chaque degré de charge. Contrairement aux charges statiques, les charges
dynamiques évoluent en fonction du temps, les composantes moyennes et les amplitudes ne
restant pas constantes. Les caractéristiques du  collectif des contraintes et la courbe de Wöhler
facilitent la recherche de la durée de vie et la vérification en service de la structure.

13.3.4.1  CARACTÉRISTIQUES  DES  CONTRAINTES  D’APRÈS  LA  STRUCTURE

Il faut distinguer deux modèles d’étude : le modèle poutre et le modèle plaque.

1. Modèle 1D : Contraintes dans la  poutre
Le modèle en forme de poutre peut être soumis aux contraintes normales de traction et/ou

compression σtc, de flexion σf, des contraintes tangentielles de cisaillement τc et de torsion τt.
Les caractéristiques dynamiques intervenant dans le contrôle sont les amplitudes et les valeurs
moyennes des contraintes dans chaque degré de sollicitation i , soit :
Amplitudes : σa,tc,i σa,f,i τa,c,i τa,t,i

Moyennes : σm,tc,i σm,f,i τm,c,i τm,t,i. (13.26.1)
Les amplitudes des contraintes nominales dans les poutres sont calculées, au point de
contrôle, par les formules usuelles de la résistance des matériaux dans chaque échelon, à partir
de la décomposition en contraintes moyennes et amplitude de contrainte.

2. Modèle 2D : Contraintes dans la  plaque
A partir de la définition d’un système de référence global ou local O x y, le modèle en

forme de plaque peut être soumis aux contraintes normales positives ou négatives dans la
direction x : σx, dans la direction y : σy, ainsi qu’à la contrainte tangentielle τxy = τ. Les
amplitudes et les valeurs moyennes des contraintes dans chaque échelon de sollicitation i se
définissent par :
Amplitudes : σa,x,i σa,y,i τa,i.
Moyennes : σm,x,i σm,y,i τm,i. (13.26.2)

Les amplitudes des contraintes nominales dans les plaques, au point de contrôle, sont
calculées par les formules usuelles de la résistance des matériaux dans chaque échelon à partir
de la décomposition en contraintes moyennes et amplitude de contrainte.
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13.3.4.2  FACTEUR  DE  CONCEPTION

Les caractéristiques de conception se trouvent à partir des divers facteurs de correction et
de la forme de la section à contrôler, en particulier de l’effet d’entaille.

1. Modèle 1D : Facteurs de conception pour la poutre
Les facteurs de conception s’appliquent aux pièces sollicitées en traction et/ou

compression, en flexion, en cisaillement et en torsion.

Traction – compression : fcons,tc = β
σ

k(tc)
R V Ks T,d NL,E

+ −
F
HG

I
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1 1 1
f f f f f,

.

Flexion : fcons,f = β
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Cisaillement : fcons,c = β
τ

k(c)
R V Ks T,d

+ −
F
HG

I
KJ ⋅ ⋅ ⋅

1 1 1
f f f f,

.
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2. Modèle 1D : Facteur de conception pour la  plaque
Les facteurs de conception s’appliquent aux plaques sollicitées en traction et/ou

compression selon les directions C x et C y, en cisaillement dans le plan C x y.

Axe C x : fcons,σx = β
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Plan C x y : fcons,τxy = β
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Avec :
βk(..) coefficients d’effet d’entaille, chapitre 12.2.2 ;

(parfois ce coefficient est difficile à trouver : p.ex. en cisaillement simple !).
fR,σ, fR,τ facteurs dynamiques de rugosité, selon 12.3.3.6.
fV facteur dynamique de traitement superficiel, selon 12.3.3.8.
fKs facteur dynamique de couche protectrice, selon 12.3.3.8.
fT,d facteur dynamique d’effet de la température selon 12.3.3.7.
fNL,E facteur seulement pour la fonte grise en charge dynamique, sinon fNL,E = 1 :

 fNL,E = 1,075 pour GG-10 et GG-15,
fNL,E = 1,05 pour GG-20 et GG-25,
fNL,E = 1,025 pour GG-30 et GG-35.

13.3.4.3  AMPLITUDE  DE  LA  CONTRAINTE  DYNAMIQUE  LIMITE

L’amplitude de la contrainte dynamique se définit à partir d’une contrainte moyenne nulle
corrigée par l’effet de la contrainte moyenne. Elle se trouve par la valeur de l’amplitude
donnée dans les tables pour la traction compression, la flexion, le cisaillement et la torsion
alliée au facteur de conception, soit Ra, Rfa, Rca, Rta, compte tenu du facteur dynamique
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dépendant du type de diagramme de Wöhler et du nombre de cycles situés dans l’un des trois
domaines de contrôle.

1. Modèle 1D : Modèle poutre
Les amplitudes limites de la  contrainte se trouvent par les relations suivantes :

Traction – compression : σlim,tc = Ra,tc
 . fdy,σ . fcm(tc) / fcons,tc .

Flexion : σlim,f = Rfa
 . fdy,σ . fcm(f) / fcons,f .

Cisaillement : τlim,c = Rca
 . fdy,τ . fcm(c) / fcons,c .

Torsion : τlim,t = Rta
 . fdy,τ . fcm(t) / fcons,t . (13.28.1)

Condition complémentaire : la contrainte limite ne doit pas dépasser les trois quarts de la
résistance statique pour tous les matériaux, sauf pour la fonte grise GG.
Traction – compression : σlim,tc ≤ ¾ Ré.
Flexion : σlim,f  ≤ ¾ Ré

 . (Zz/Wz).
Cisaillement : τlim,c  ≤ ¾ fτ . Ré

Torsion : τlim,t  ≤ ¾ fτ . Rp
 . (Zp/Wp). (13.28.2)

2. Modèle 2D : Modèle plaque
Les amplitudes limites de la contrainte se trouvent par les relations suivantes :

Contrainte selon O x : σlim,x = Ra,x
 . fdy,σ . fcm(x) / fcons,σx .

Contrainte selon O y : σlim,y = Ra,y
 . fdy,σ . fcm(y) / fcons,σy .

Contrainte dans O x y : τlim,xy = Rca
 . fdy,τ . fcm,(c) / fcons,τxy . (13.28.3)

Condition complémentaire : la contrainte limite ne doit pas dépasser les trois quarts de la
résistance statique pour tous les matériaux, sauf pour la fonte grise GG.
Contrainte selon O x : σlim,x ≤ ¾ Ré.
Contrainte selon O y : σlim,y ≤ ¾ Ré.
Contrainte dans O x y : τlim,xy ≤ ¾ fτ .  Ré. (13.28.4)
Avec :
σlim,tc,σlim,f , amplitude limite de la contrainte normale (facteur SD = 1,0).
τlim,c,τlim,t , … amplitude limite de la contrainte tangentielle.
Ra,tc, … amplitude nominale de la contrainte alternée, selon relation (12.12.9).

corrigé par le facteur d’échelle dynamique fdd  avec fdd = fds,m.
Exemple en flexion : Ra = Ra,N

 . fdd, avec la relation (12.12.6) pour fdd.
fdy,σ, fdy,τ facteur de service, relations (13.24.1 et 13.24.2) ou (13.25.2).
fcm,(tc) facteur de contrainte moyenne, relations (12.13.1 à 3).
fcons,tc, … facteurs de conception, relations (13.27.1 ou 13.27.2).

13.3.4.4  FACTEURS  DE  SÉCURITÉ  EN  CHARGE  DYNAMIQUE

Les facteurs de sécurité cités sont acceptables pour des charges sûres et une probabilité sur
les valeurs de résistance de 97.5 %. Ils peuvent être diminués lorsque les conditions de calcul
sont parfaitement connues et justifiées par l’expérience.

1. Facteur de sécurité pour les aciers
Le facteur de sécurité général, en charge dynamique, applicable aux aciers vaut :

SD = 1,5. (13.29.1)
Le tableau 13.6 donne les facteurs de sécurité en fonction des conditions d’inspection et des
conséquences de pannes dans la structure.
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2. Facteur de sécurité pour les fontes de fer
Il faut distinguer les pièces en fonte de fer ductile des pièces en fonte de fer non ductile.

Tableau 13.11
Facteurs de sécurité SD en charge dynamique

Conséquences
Importante secondaire

 Facteurs pour aciers et aluminium corroyé avec A5 ≥ 12,5 %
Non 1,5 1,3 Examen régulier

 De la structure Oui 1,35 1,2
 Facteurs : pièce en acier coulé sans examen non destructible

Non 2,1 1,8 Examen régulier
 De la structure Oui 1,9 1,7
 Facteurs : pièce en acier coulé avec examen non destructible

Non 1,9 1,65 Examen régulier
 De la structure Oui 1,7 1,5

2.1 Facteur de sécurité pour les fontes de fer ductiles
Ce facteur s’applique aux fontes de fer ayant un allongement de rupture A5 ≥ 12,5 %, soit

toutes les sortes fontes d’acier GS et quelques fontes nodulaires GGG. Les facteurs de sécurité
recommandés figurent dans le tableau ci-dessus.

2.2 Facteur de sécurité pour les fontes de fer non ductiles
Les fontes de fer ayant un allongement de rupture inférieur à A5 < 12,5 % sont dites non

ductiles. Cette classification comprend quelques fontes nodulaires GGG, toutes les sortes de
fontes malléables GT et les fontes grises GG (avec A5 = 0 %). Le facteur de sécurité pour les
pièces coulées est augmenté d’un supplément donné par l’expression :

∆SD = 0,5 - A5 50%( %) / .en (13.29.2)

Pour la fonte GT, remplacer A5 par A3.

3. Facteur de sécurité pour les alliages d’aluminium
Pour les alliages d’aluminium corroyés, dits ductiles, avec A5 ≥ 12,5 %, le facteur de

sécurité est le même que celui des aciers, voir tableau ci-dessus. Pour les alliages
d’aluminium corroyés, dits non ductiles, avec A5 < 12,5 %, le facteur de sécurité est augmenté
du supplément selon relation (13.29.2). Pour les fontes d’aluminium, classées dans les alliages
non ductiles, le facteur de sécurité proposé pour les fontes de fer est augmenté du supplément
selon formule (13.29.2).

13.3.4.5  VÉRIFICATIONS

1. Généralités
La vérification de la structure s’effectue pour chacune des contraintes présentes au point

de contrôle et pour la combinaison de ces contraintes. Les relations précédentes proposées
pour le modèle 1D, soit la poutre, utilise les quatre valeurs dynamiques du tableau 12.8, soit
en traction – compression, en flexion, en cisaillement et en torsion contrairement à la
recommandation FKM qui introduit seulement la traction – compression et le cisaillement pur
dans les contrôles. La valeur Rca,N est une grandeur calculée non mesurable dans la pratique.
Selon FKM, cette caractéristique se trouve en multipliant Ra,N par 1/√3.
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2. Modèle 1D : Degrés de sollicitation simple pour le modèle poutre
Les degrés de sollicitation des modèles en forme de poutre pour les contraintes de traction

– compression, flexion, cisaillement et torsion s’expriment par :

Traction – compression : ad,tc = 
σ
σ

a,tc

lim,tc
D⋅S , vérification |ad,tc| ≤ 1.

Flexion : ad,f = 
σ
σ

a,f

lim,f
D⋅S ,  vérification |ad,f| ≤ 1.

Cisaillement : ad,c = 
τ
τ

a,c

lim,c
D⋅S ,  vérification |ad,c| ≤ 1.

Torsion : ad,t = 
τ
τ

a,t

lim,t
D⋅S ,  vérification |ad,t| ≤ 1. (13.30.1)

3. Modèle 1D : Degré de sollicitation résultant pour le modèle poutre
Le degré se sollicitation résultant pour le modèle poutre se trouve par la combinaison des

degrés de sollicitation simple.
Degré : contraintes normales : s = ad,tc + ad,f .
Degré : contraintes tangentielles : t = ad,c + ad,t.

Critère contrainte normale : aHN = 1
2

42 2s s t+ +e j.
Critère de distorsion (von Mises) : aHD = s t2 2+ .
Degré de sollicitation résultant : arés = q . aHN + (1 – q) . aHD ≤ 1.0. (13.30.2)
Facteur d’adaptation q, voir tableau 13.4 ci après.

Tableau 13.4
Facteur d’adaptation  q

 Grandeur Aciers
Alum. cor.

 Alum. Cor.
A5<12,5%

Fonte nodul.
GGG

Fonte GT
Fonte Alu.

Fonte
grise GG

  fτ,s 1/√3 1/√3 0,65 ¾ 0,85
  q = 0 0,5 0,264 0,544 0,759

 La résistance de la pièce est garantie si le degré de sollicitation résultant est inférieur à un ou
à la limite égal à un.

4. Modèle 2D : Degrés de sollicitation simple pour le modèle plaque
Les degrés de sollicitation des modèles en forme de plaque pour les contraintes de traction

– compression, cisaillement s’expriment par :

Axe C x : ad,x = 
σ
σ

a,x

lim,x
D⋅S ,  vérification |ad,x| ≤ 1.

Axe C y : ad,y = 
σ

σ
a,y

lim,y
D⋅S ,  vérification |ad,y| ≤ 1.

Plan C x y : ad,xy = 
τ

τ
a,xy

lim,xy
D⋅S ,  vérification |ad,xy| ≤ 1. (13.31.1)
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4. Modèle 2D : Degrés de sollicitation résultant  pour le modèle plaque
Le degré se sollicitation résultant pour le modèle plaque se trouve par la combinaison des

degrés de sollicitation simple.
Contraintes normales :  Axe C x : sa,x = ad,x .

Axe C y : sa,y = ad,y .
Contrainte tangentielle : plan C x y : ta,xy= ad,,xy .

Critère contrainte normale : aHN = 1
2

4
2 2s s s s ta,x a,y a,x a,y a,xy+ + − +F

HG
I
KJd i .

Critère de distorsion (von Mises) : aHD = s s s s ta,x a,y a,x a,y a,xy
22 2+ − ⋅ + .

Degré de sollicitation résultant :
Pour tous les matériaux cités : arés = q . aHN + (1 – q) . aHD ≤ 1.0. (13.31.2)

Facteur d’adaptation q, voir tableau 13.4. La résistance de la pièce est garantie si le degré de
sollicitation résultant est inférieur à un ou à la limite égal à un.

13.3.4.6  EXEMPLE  D’UN  CONTRÔLE  EN  DURÉE  À  VIE

Le contrôle de la durée de vie introduit l’hypothèse fortement simplificatrice d’amplitudes
de contraintes constantes pendant tous les cycles de charge, soit plus que 106 cycles.
Supposons que l’arbre tourne à la fréquence de 10 tours par seconde. Quel est le nombre de
cycles à prévoir dans le contrôle pour assurer une durée de vie de 5000 heures en service ?

Nombre de cycles :   N = 10 t/s . 60 s/mn . 60 mn/h . 5000 heures = 1,8 . 108 cycles.
La solution du problème précédent 13.2.2.6 est poursuivie en charge dynamique, la direction
et le sens des charges étant conservées, voir la figure13.7 pour la géométrie et les charges.

1. Variation des contraintes
Les contraintes en fonction du temps t au point P, exprimées en N/mm2, s’écrivent :
Vitesse angulaire : ω(t) = 10 . 2 π s-1, sens de rotation positif.
Contrainte de flexion : σa(f) = 97,8 . cos(20 π t).
Contrainte de cisaillement : cette contrainte est supposée répartie paraboliquement sur l’aire
circulaire, le valeur de la contrainte dépendant du point choisi. En supposant l’effort tranchant
constant en intensité et direction, cette contrainte varie aussi lorsque le point P se déplace.

τ(c) = (4/3) . 6,4 . sin(20 π t) = 8,15 sin(20 π t).
Contrainte de torsion : τ(t) = 24,4 + 8,15 . cos(20 π t), (identique sur toute la périphérie).
Variation de la contrainte tangentielle résultante en fonction de l’angle de rotation ϕ :

τ = 8,5 sin(20 π t) + 24,4 + 8,15 . cos(20 π t).
Pour ϕ = 0° : τ = 32,55 N/mm2, ϕ = 90° : τ = 32,9N/mm2.
Pour ϕ = 180° : τ = 16,25 N/mm2, ϕ = 270° : τ = 15,9 N/mm2.

La variation harmonique de cette contrainte résultante est déphasée par rapport à la contrainte
normale de flexion σa(f)  !
Rapport des contraintes en flexion et torsion (selon relation 12.1.3)
Flexion : Rc(f) = | 0 / 97.8 | = 0.
Torsion : Rc(t) = | 24,4 / 32,55 | = 0,75.
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Figure 13.21   Allure des contraintes dynamiques de flexion et de torsion pour 2 tours
Variation de la contrainte tangentielle résultante de cisaillement et torsion

2. Gradient relatif de contrainte
Cette caractéristique est calculée après une analyse fine en traction simple par les éléments

finis. Dans cette analyse, la section de 50 mm de diamètre est soumise à une traction uniforme
de 100 N/mm2. La contrainte normale maximale vaut σx = 243,2 N/mm2 et la contrainte
principale σ1 = 257,3 N/mm2.
Valeurs calculées par la MEF :
Distance : 0,0000 0,1957 0,4055 0,6303 0,8713 1,1296 1,4064 1,7031 2,0211
Sigma x : 243,20 206,86 180,47 160,84 145,92 134,51 125,62 118,65 113,07
Sigma 1 : 257,27 221,24 194,64 174,23 158,18 145,41 135,07 126,68 119,76
∆x = 0,1957 mm ; ∆σx = (243,20-206,86) N/mm2 = 36,34 N/mm2 ; ∆σx /∆x = 185,7 N/mm3.
Gradient relatif de contrainte :
En contrainte normale : χσ = 185,7 N/mm3 / 243,20 N/mm2 = 0,764 mm-1.
En contrainte tangentielle : χτ = 1,15 / 2,5 mm = 0,46 mm-1 (selon tableau 12.1).

Chiffre de soutien
Constantes : aσ = 0,50 et bσ = 2700.
Contraintes normales : nσ = 1 + (0,764)0,5 . 10 –(0,5+571/2700) = 1,17.
Contraintes tangentielles : nτ = 1 + (0,46)0,5 . 10-(0,5+330/2700) = 1,16.

Coefficient d’effet d’entaille
Flexion : βk(f) = 2,01 / 1,17 = 1,72.
Cisaillement : Coefficient de forme toujours inconnu  ⇒  admis βk(c) = 1.
Torsion : βk(t) = 1,57 / 1,16 = 1,35.

3. Résistances dynamiques
Selon tableau 12.7 avec fds,m = fdd = 0,968 :

Ra,N = 220 N/mm2, Rfa,N = 280 N/mm2, Rca,N = 130 N/mm2, Rta,N = 170 N/mm2.
Flexion : Rfa,N = 280 N/mm2 →  Rfa,d=50 = 280 . 0,968 = 271 N/mm2.
Cisaillement : Rca,N = 130 N/mm2 →  Rca,d=50 = 130 . 0,968 = 125 N/mm2.
Torsion : Rta,N = 170 N/mm2 →  Rta,d=50 = 170 . 0,968 = 165 N/mm2.

4. Facteurs de conception
Rugosité : fR,σ = 1 – 0,22 . lg(10) . lg (2 . 571/400) = 0,90.

fR,τ = 1 – 0,577 . 0,22 . lg(10) . lg (2 . 571/400) = 0,94.
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Traitement superficiel : fV = 1,0.
Couche protectrice : fK,s = 1,0.
Température : fTs,d = 1,0 pour 20°C.
Fonte grise GG : fNL,E = 1,0 pour une pièce en acier.
Valeur des facteurs de conception avec : fV

 . fK,s
 .
 fTs,d

 . fNL,E = 1,0.
Flexion : fcons,f = (1,72 + 1/0,90-1) . 1,0 = 1,83.
Cisaillement : fcons,c = (1 + 1/0,94-1) . 1,0 = 1,06.
Torsion : fcons,t = (1,35 + 1/0,94-1) . 1,0 = 1,41.

5. Effet de la contrainte moyenne
Flexion : fcm,f) = 1,0 car la contrainte moyenne est nulle.
Torsion : fcm,t) = 1,0 – {24,4/[1,5 . (590/220) . 170]} = 0,97.

6. Amplitude nominale
Facteur dynamique : fdy,σ = 1,0 pour N = 1,8.108 et un diagramme de Wöhler, type I.
Flexion : σlim,f = 271 N/mm2 . 1,0 . 1,0 /1,83 = 148 N/mm2.
Cisaillement : τlim,c = 125 N/mm2 / 1,06 = 118 N/mm2.
Torsion : τlim,t = 165 N/mm2 . 0,97 / 1,41 = 114 N/mm2.

7. Degrés de sollicitation simples
Facteur de sécurité en charge dynamique : admis une valeur intermédiaire pour SD = 1,4.
Flexion : ad,f = 97,8 N/mm2/148 N/mm2 . 1,4 = 0,925 ≤ 1,0.
Cisaillement : ad,c = 6,4 N/mm2/118 N/mm2 . 1,4 = 0,076 ≤ 1,0.
Torsion : ad,t = 8,15 N/mm2/114 N/mm2 . 1,4 = 0,100 ≤ 1,0.

Degré de sollicitation résultant
Contrainte normales : s = 0,925.
Contrainte tangentielle : t = 0,076+0,100 = 0,176.
Degré résultant : ad,r = (0,9252 + 0,1762)0,5 = 0,941 ≤ 1,0.

Figure 13.22   Diagramme de Smith pour la traction – compression, la flexion, la torsion : Ac 60-2
Variation des contraintes de flexion et de torsion sur le diagramme de Smith

Remarque finale
Tous les degrés de sollicitation sont inférieurs à 1,0, donc la durée de vie est nettement

supérieure à 106 cycles. La durée de vie est garantie jusqu’à 1,8 . 108 cycles.
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Construction des diagrammes de Smith en flexion et torsion
La construction des trois diagrammes de Smith applique les relations proposées (12.11 à 12.13).

Toutes les grandeurs sont exprimées en N/mm2, valeurs arrondies à un multiple de 5 N/mm2.
Amplitude nominale : Ra,N = 220 ; Rfa,N = 280 ; Rta,N = 170 (selon DIN 743 et non FKM).
Résistance de rupture : Rm,N = 590 ;   Rfm,N = (590/220).280 = 750 ;   Rtm,N = (590/220).170 = 455.
1,5 fois rupture : Rm,x1.5 = 885 ;   Rfm,x1.5 = 1125 ;   Rtm,x1.5 = 680.
Limite élastique : Ré,N = 335 ;   Rfé,N = (335/220).280 = 425;   Rté = (335/220).170 = 260.

Diagrammes de contrôle en flexion et torsion avec SD = 1,0.
Limite élastique : fds,é = 0,929 (exemple sous 13.2.2.6).

σfé = 425 . 0,929 = 395 ;   τté = 260 . 0,929 = 240.
Amplitude limite : σfa = ± 280 . 0,968 / 1,83 = ± 148 ;

τta = ± 170 .  0,968  / 1,41 = ± 117, pour τtm = 0.

13.3.5  CONTRÔLE  À  PARTIR  DES  CONTRAINTES  LOCALES

Le contrôle des contraintes à partir des contraintes dynamiques locales et de la sécurité des
pièces mécaniques est limité aux structures en forme de poutre, en forme de plaque et en
forme de corps volumique. Le contrôle dynamique commence à partir d’environ N = 104

cycles, dans le domaine des résistances de durée limitée et d’endurance illimitée. Les diverses
contraintes locales se définissent par leurs composantes moyennes et par leur amplitude dans
chaque échelon de charge. Le contrôle des contraintes locales s’utilise chaque fois que les
contraintes nominales ne peuvent pas se trouver car les coefficients de forme ne sont pas
publiés. Lorsqu’au point de contrôle, plusieurs composantes de contraintes proportionnelles
ou synchrones agissent simultanément, ces composantes doivent se combiner afin de
conserver seulement une composante pour les contraintes normales σ, une composante pour
les contraintes tangentielles τ. Contrairement aux charges statiques, les charges dynamiques
évoluent en fonction du temps, les composantes moyennes et les amplitudes ne restant
généralement pas constantes. Les caractéristiques du  collectif des contraintes et la courbe de
Wöhler facilitent la recherche de la durée de vie et la vérification en service de la structure.
Les domaines d’investigation sont identiques à ceux décrits dans 13.3.2.1.

13.3.5.1  CARACTÉRISTIQUES  DES  CONTRAINTES  D’APRÈS  LA  STRUCTURE

1. Modèle 1D : Modèle poutre
Le modèle en forme de poutre peut être soumis à une contrainte normale de traction et/ou

compression σtc= σ et à une contrainte tangentielle τc = τ. Les amplitudes et les valeurs
moyennes des contraintes dans chaque degré de sollicitation i sont :
Amplitude des contraintes : σa,i τa,i

Contraintes moyennes : σm,i τm,i. (13.32.1)

2. Modèle 2D : Modèle plaque
A partir de la définition d’un système de référence global ou local O x y, le modèle en

forme de plaque peut être soumis à des contraintes normales positives ou négatives dans la
direction x : σx, dans la direction y : σy, ainsi qu’à la contrainte tangentielle τxy = τ. Les
amplitudes et les valeurs moyennes des contraintes dans chaque échelon de sollicitation i
sont :
Amplitude des contraintes : σa,x,i σa,y,i τa,i.
Contraintes moyennes : σm,x,i σm,y,i τm,i. (13.32.2)
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3. Modèle 3D : Modèle volumique
Dans le modèle volumique, les contraintes principales suivant les directions 1, 2 et 3 sont

désignées par σ1, σ2 et σ3. Leurs amplitudes et valeurs moyennes sont :
Amplitude des contraintes : σ1,a,i σ2,a,i σ3,a,i

Contraintes moyennes : σ1,m,i σ2,m,i σ3,m,i (13.32.3)

13.3.5.2  FACTEURS  DE  CONCEPTION

Les facteurs de conception dépendent du modèle de calcul : poutre, plaque ou volume. Ils
interviennent dans la recherche de la durée de vie et la sécurité.

1. Modèle 1D : Poutre
Les deux facteurs de conception applicables aux contraintes normale et tangentielle se

définissent par les relations pour la contrainte:

Normale : fcons,σ = 1 1 1 1 1 1
n C f f f f fσ σ

⋅ + ⋅ −
F
HG

I
KJ

F
HG

I
KJ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅

(
f R, V Ks NL,E T,d

.

Tangentielle : fcons,τ = 1 1 1 1 1 1
n C f f f fτ τ

⋅ + ⋅ −
F
HG

I
KJ

F
HG

I
KJ ⋅ ⋅ ⋅

(
f R, V Ks T,d

. (13.33.1)

2. Modèle 2D : Plaque
Les trois facteurs de conception applicables aux deux contraintes normales et à la

contrainte tangentielle se définissent par les relations pour la contrainte :

Sigma x : fcons,σx = 1 1 1 1 1 1
n C f f f f fσ σ,

.
x f R, V Ks NL,E T,d

⋅ + ⋅ −
F
HG

I
KJ

F
HG

I
KJ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅

(

Sigma y : fcons,σy = 1 1 1 1 1 1
n C f f f f fσ σ,

.
y f R, V Ks NL,E T,d

⋅ + ⋅ −
F
HG

I
KJ

F
HG

I
KJ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅

(

Tau xy : fcons,τxy = 1 1 1 1 1 1
n C f f f fτ σ,

.
xy f R, V Ks T,d

⋅ + ⋅ −
F
HG

I
KJ

F
HG

I
KJ ⋅ ⋅ ⋅

( (13.33.2)

3. Modèle 3D : Volume
Les trois facteurs de conception applicables aux contraintes principales se définissent pour

la contrainte :

Principale 1 : fcons,σ1 = 1 1 1 1 1 1
n C f f f f fσ σ,

.
1 f R, V Ks NL,E T,d

⋅ + ⋅ −
F
HG

I
KJ

F
HG

I
KJ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅

(

Principale 2 : fcons,σ2 = 1 1 1 1 1 1
n C f f f f fσ σ,

.
2 f R, V Ks NL,E T,d

⋅ + ⋅ −
F
HG

I
KJ

F
HG

I
KJ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅

(

Principale 3 : fcons,σ3 = 1 1 1 1 1 1
n C f f f f fσ σ,

.
3 f R, V Ks NL,E T,d

⋅ + ⋅ −
F
HG

I
KJ

F
HG

I
KJ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅

( (13.33.3)

4. Symboles et constante
nσ chiffre de soutien, selon 12.2.2.3.
Cf constante en fonction des matériaux, selon tableau 13.12 ci-après.
fKs facteur de couche protectrice, selon 12.3.3.8.
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fR,σ, fR,τ facteurs de rugosité en contrainte normale ou tangentielle, selon 12.3.3.6.
fT,d facteur de température selon 12.3.3.7.
fV facteurs de traitement superficiel, selon 12.3.3.8.
fNL,E facteur pour la fonte grise : fNL,E = 1,075 pour GG-10 et GG-15,

fNL,E = 1,05 pour GG-20 et GG-25,
fNL,E = 1,025 pour GG-30 et GG-35 ; sinon pour les autres matériaux fNL,E = 1.

Tableau 13.12
Constante Cf en fonction des matériaux

Groupe de
Matériaux

Aciers,
Alumin.

Cor.

Fonte
GS

Fonte
GGG

Fte GT
Fte Alumin.

Fonte
GG

Cf 2,0 2,0 1,5 1,2 1,0

Une meilleure estimation de la constante Cf peut se trouver à partir des coefficients de forme
d’une structure de substitution αk(σ) et αk(τ) combinés aux chiffres de soutien nσ et nτ . La
structure de substitution correspond à la plaque entaillée de la forme 5 sur la figure 12.6,
dimensions intervenant dans le calcul R et h. Les coefficients de forme se définissent au
moyen de la relation :

αk(σ) = αk(τ) = MAX 10 10 066 0 36, , lg( / ) ;− ⋅ R hc h . (13.33.6)

Le rayon de courbure R se trouve à partir du gradient relatif de contrainte par :
R = 2/χσ ou R = 1/ χτ.

La hauteur h se calcule à partir du diamètre effectif de la manière suivante :
Aciers améliorés, de cémentation, de nitruration, fontes GGG, GT et GG : h = deff/2.
Aciers non alliés, à grains fins, normalisés et fontes d’acier et d’aluminium : h = deff.
Finalement, la constante Cf se trouve par :

Cf,σ = αk(σ)/nσ   et   Cf,τ = αk(τ)/nτ. (13.33.7)

13.3.5.3  AMPLITUDE  DE  LA  CONTRAINTE  DYNAMIQUE  LIMITE

L’amplitude de la contrainte dynamique se définit à partir d’une contrainte moyenne nulle
corrigée par l’effet de la contrainte moyenne. Elle se trouve à partir de l’amplitude donnée
dans les tables pour la traction compression, la flexion, le cisaillement et la torsion alliée au
facteur de conception, soit Ra, Rfa, Rca, Rta, compte tenu du facteur dynamique dépendant du
type de diagramme de Wöhler et du nombre de cycles situés dans l’un des trois domaines de
contrôle.

1. Modèle 1D : Poutre
Les amplitudes limites des contraintes normale et tangentielle se trouvent par les relations

suivantes :
σlim,σ = Ra

 . fdy,σ . fcm,σ / fcons,σ .
τlim,τ = Rca

 . fdy,τ . fcm,τ / fcons,τ . (13.34.1)
Condition complémentaire : la contrainte limite ne doit pas dépasser les trois quarts de la
résistance statique pour tous les matériaux, sauf pour la fonte grise GG.
Contrainte normale : σlim,σ ≤ ¾ Ré

 . (Zz/Wz).
Contrainte tangentielle : τlim,t ≤ ¾ fτ . Rp

 . (Zp/Wp). (13.34.2)



R.M. en conception de machines

- 382 -

Remarque importante :
L’utilisation générale des deux amplitudes nominales en traction compression Ra et
cisaillement Rca ne correspond pas exactement au comportement du modèle poutre en flexion
et / ou torsion. Si la vérification s’effectue sur une pièce sollicitée essentiellement par la
flexion et la torsion, il est recommandé de choisir Rfa en flexion à la place de Ra, et Rta en
torsion à la place de Rca, tout en gardant les coefficients de forme seulement en flexion ou
seulement en torsion, sans la correction du chiffre de soutien soit  nσ(d) = 1 ou nτ(d) = 1.

2. Modèle 2D : Plaque
Les amplitudes limites des diverses contraintes se trouvent par les relations suivantes :

σlim,x = Ra
 . fdy,σ . fcm,σ / fcons,σx .

σlim,y = Ra
 . fdy,σ . fcm,σ / fcons,σy .

τlim,xy = Rca
 . fdy,τ . fcm,τ / fcons,τxy . (13.34.3)

Condition complémentaire : la contrainte limite ne doit pas dépasser les trois quarts de la
résistance statique pour tous les matériaux, sauf pour la fonte grise GG.
Contraintes normales : σlim,x ≤ ¾ Ré

 . fpl / él,x.
σlim,y ≤ ¾ Ré

 . fpl / él,y.
Contrainte tangentielle : τlim,xy ≤ ¾ fτ . Ré

 . fpl /él,τ. (13.34.4)

3. Modèle 3D : Volume
Les amplitudes limites des diverses contraintes principales se trouvent par les relations

suivantes :
σlim,1 = Ra

 . fdy,σ
 . fcm,σ / fcons,σ1.

σlim,2 = Ra
 . fdy,σ

 . fcm,,σ / fcons,σ2.
σlim,3 = Ra

 . fdy,σ
 . fcm,σ / fcons,σ3. (13.34.5)

Condition complémentaire : la contrainte limite ne doit pas dépasser les trois quarts de la
résistance statique pour tous les matériaux, sauf pour la fonte grise GG.
Contraintes normales : σlim,1 ≤ ¾ Ré

 . fpl / él,1.
σlim,2 ≤ ¾ Ré

 . fpl / él,2.
σlim,3 ≤ ¾ Ré

 . fpl / él,3. (13.34.6)

4. Symboles utilisés
σ lim,σ,σ lim,x, …amplitude limite de la contrainte alternée normale (facteur SD = 1,0).
τlim,τ,τlim,xy … amplitude limite de la contrainte alternée tangentielle.
Ra,Rca, … amplitude nominale de la contrainte alternée, corrigé par le facteur d’échelle

dynamique fdd  avec fdd = fds,m.
Exemple en flexion : Ra = Ra,N

 . fdd, relation (12.12.6) pour fdd.
fdy,σ,fdy,τ facteur de service, relations (13.24.1 et 13.24.2) ou (13.25.2).
fcm,σ facteur de contrainte moyenne, relations (12.13.1 à 3).
fcons,σ, … facteur de conception, relations (13.33.1, 13.33.2 ou 13.33.3).
fpl / él,x facteur de plasticité.

13.3.5.4  FACTEURS  DE  SÉCURITÉ  EN  CHARGE  DYNAMIQUE

Les facteurs de sécurité cités sous 13.3.3.5 sont aussi applicables aux vérifications en
contrainte dynamique locale. Ils sont applicables au contrôle de charges connues et une
probabilité sur les valeurs de résistance de 97,5 %. Les valeurs données dans la table des
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aciers diffèrent selon les sources. En général, la résistance dynamique en traction –
compression selon FKM est 10 à 25 % plus élevée que celle donnée dans la norme DIN.

13.3.5.5  VÉRIFICATIONS

1. Généralités sur les vérifications
La vérification de la structure s’effectue pour chacune des contraintes présentes au point

de contrôle, normale et tangentielle, et pour la combinaison de ces contraintes.

2. Modèle 1D : Degrés de sollicitation simple sur le modèle poutre

Les degrés de sollicitation des modèles en forme de poutre pour les contraintes résultantes
normales et tangentielles s’expriment par :

Contrainte normale : ad,σ = 
σ
σ σ

a

lim
D

,

,

1 ⋅S , vérification | ad, σ | ≤ 1. (13.35.1)

Contrainte tangentielle : ad,τ = 
τ
τ τ

a

lim
D

,

,

1 ⋅S , vérification | ad,τ | ≤ 1. (13.35.2)

4. Modèle 1D : Degré de sollicitation résultant pour le modèle poutre

Le degré se sollicitation résultant pour le modèle poutre se trouve par la combinaison des
degrés de sollicitation simple.
Degré : contraintes normales : sa = ad,σ .
Degré : contraintes tangentielles : ta = ad,τ .

Critère de contrainte normale : aHN = 1
2

42 2s s ta a a+ +e j.
Critère de distorsion (von Mises) : aHD = s ta a

2 2+ .

Degré de sollicitation résultant :
Pour tous les matériaux cités : arés,σ = q . aHN + (1 – q) . aHD ≤ 1.0. (13.35.3)

Facteur d’adaptation q, voir tableau 13.4. Pour les alliages d’aluminium corroyés avec A <
12,5 %, le facteur q vaut 0,5. Pour les pièces avec couche superficielle durcie q = 1. La
résistance de la pièce est garantie si le degré de sollicitation résultant est inférieur à un ou à la
limite égal à un.

5. Modèle 2D : Degrés de sollicitation simple pour le modèle plaque
Les degrés de sollicitation des modèles en forme de plaque pour les contraintes normales

et tangentielle s’expriment par :

Axe C x : ad,x = 
σ
σ

a,x,1

lim,x
D⋅S , vérification | ad,x | ≤ 1. (13.36.1)

Axe C y : ad,y = 
σ

σ
a,y,1

lim,y
D⋅S , vérification | ad,y | ≤ 1. (13.36.2)

Plan C x y : ad,xy = 
τ

τ
a,xy,1

lim,xy
D⋅S , vérification | ad,xy |  ≤ 1. (13.36.3)

6. Modèle 2D : Degrés de sollicitation résultant pour le modèle plaque
Le degré se sollicitation résultant pour le modèle plaque se trouve par la combinaison des

degrés de sollicitation simple.
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Contraintes normales :  axe C x : sa,x = ad,x .
Axe C y : sa,y = ad,y .

Contrainte tangentielle : plan C x y : ta,xy= ad,xy .

Critère contrainte normale : aHN = 1
2

4
2 2s s s s ta,x a,y a,x a,y a,xy+ + − +F

HG
I
KJd i .

Critère de distorsion (von Mises) : aHD = s s s s ta,x a,y a,x a,y a,xy
22 2+ − ⋅ + .

Degré de sollicitation résultant :
Pour tous les matériaux cités : arés = q . aHN + (1 – q) . aHD ≤ 1,0. (13.36.4)

Facteur d’adaptation q, voir tableau 13.4. Pour les alliages d’aluminium corroyés avec A <
12,5 %, le facteur q vaut 0,5. Pour les pièces avec couche superficielle durcie q = 1. La
résistance de la pièce est garantie si le degré de sollicitation résultant est inférieur à un ou à la
limite égal à un.

7. Modèle 3D : Degrés de sollicitation simple pour le modèle volumique
Les degrés de sollicitation des modèles en forme de volume pour les contraintes

principales s’expriment par :

Contrainte sigma 1 : ad,σ1 = 
σ
σ

1 1

1

, ,

,

a

lim
D⋅S , vérification | ad,σ1| ≤ 1. (13.37.1)

Contrainte sigma 2 : ad,σ2 = 
σ
σ

2 1

2

, ,

,

a

lim
D⋅S , vérification | ad,σ2| ≤ 1. (13.37.2)

Contrainte sigma 3 : ad,σ3 = 
σ
σ

3 1

3

, ,

,

a

lim
D⋅S  vérification | ad,σ3| ≤ 1. (13.37.3)

8. Modèle 3D : Degrés de sollicitation résultant pour le modèle volumique
Le degré se sollicitation résultant pour le modèle volumique se trouve par la combinaison

des degrés de sollicitation simple.
Contraintes principales : sa,1 = ad,σ1,

sa,2 = ad,σ2,
sa,3 = ad,σ3.

Critère contrainte normale : aHN = MAX ( | sa,1 | ; | sa,2 | ; | sa,3 | ).

Critère de distorsion (von Mises) : aHD = 1
2 1 2

2
2 3

2
3 1

2
⋅ − + − + −s s s s s sa a a a a a, , , , , , .c h c h c h

Degré de sollicitation résultant :
Pour tous les matériaux cités : arés = q . aHN + (1 – q) . aHD ≤ 1.0. (13.37.4)

Facteur d’adaptation q, voir tableau 13.4. Pour les alliages d’aluminium corroyés avec A <
12,5 %, le facteur q vaut 0,5. Pour les pièces avec couche superficielle durcie q = 1. La
résistance de la pièce est garantie si le degré de sollicitation résultant est inférieur à un ou à la
limite égal à un.
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13.3.5.6  EXEMPLE  DE  VÉRIFICATION  EN  CONTRAINTES  LOCALES

Un profil rectangulaire en acier d’amélioration de la nuance 42 Cr 2, section transversale
de 10 mm d’épaisseur et de 60 mm de haut, longueur 240 mm, est encastré à gauche et soumis
à droite à une force oblique et variable dont la valeur maximale vaut :

Fmax = -5000 N à + 12500 N, inclinaison de – 45°.
Le profil est percé en deux points :
A l’abscisse x = 60 mm : d1 = 24 mm.
A l’abscisse x = 210 mm : d2 = 30 mm, surface d’application de F répartie.
Le nombre probable de charges est estimé à 107 cycles et le collectif des contraintes peut se
simuler par une répartition binomiale avec p = 1/3. L’amplitude de la contrainte dynamique
varie en fonction du nombre de cycles accomplis. La pièce peut être soumise à une
température variant de 0°C à 50°C. La rugosité moyenne vaut Rz = 20 µm.

Figure 13.23 Plaque avec trous sollicitée par une force dynamique oblique

1. Caractéristiques générales

1.1  Section de contrôle et efforts appliqués
La vérification de la sécurité s’effectue sur la section entaillée par le forage de 24 mm de

diamètre située à l’abscisse x = 60 mm.
Les efforts appliqués sont :
Composantes de la force F : Fx,1 = Fmax

 . cos 45° = - 3536 N à + 8839 N.
(glissées sur la ligne d’action) Fy,1 = Fmax

 . sin(- 45°) =  + 3536 N à - 8839 N.
Efforts dans la section de contrôle :
Effort normal : FN = - 3536 N à + 8839 N.
Effort tranchant : FT = - 3536 N à + 8839 N.
Moment fléchissant : Mf = 150 mm . Fy,1 = - 530,4 m.N + 1325,85 m.N.

1.2  Caractéristiques de la section de contrôle, axe C z
Aire : A = (60 – 24) mm . 10 mm = 360 mm2.
Moment quadratique : Iz = (603 – 243) mm3 . 10 mm / 12 = 168 480 mm4.
Module de résistance : Wz = Iz / (H/2) = 168 480 mm4 / (60/2) mm = 5616 mm3.
Module plastique : Zz = 2 . (30 – 12) mm . 10 mm . 21 mm = 7560 mm3.
Facteur de plasticité : fpl / él = Zz / Wz = 7560 mm3 / 5616 mm3 = 1,346.

1.3  Contraintes nominales maximales
Traction simple : σ(t,c) = 8839 N / 360 mm2 = 24,6 N/mm2.
Cisaillement simple : τ(c) = - 8839 N / 360 mm2 = - 24,6 N/mm2.
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Flexion linéaire : σ(f) = 1 325 850 mm.N / 5616 mm3 = 236,1 N/mm2.

1.4  Coefficients de forme (à partir de formules)
Dimensions : h1 = h2 = H/2 = 30 mm ; 2 R = 24 mm.
Traction : αk(t,c) = 3,73 σ(t,c)max = 54,9 N/mm2.
Flexion : αk(f) = 1,00 (!). σ(f)max = 221 N/mm2.
Remarque sur le coefficient de forme en traction et en flexion d’une plaque percée :
Il est défini par rapport à une plaque sans trou. Les coefficients de forme rapportés à la section
entaillée seraient alors αk(t,c) = 54,9 / 24,6 = 2,23 et αk(f) = 221 / 236,1 = 0,936 ( !). La plaque
percée en flexion représente un cas particulier d’effet d’entaille, la contrainte maximale ne se
situant pas obligatoirement au droit du forage.

Figure 13.24   Répartition des contraintes σx dans la section supérieure de contrôle

La figure montre la décomposition de la surface de la plaque en éléments et la valeur de la
contrainte normale σx calculée au moyen de la MEF. La répartition de cette contrainte est
totalement différente de la répartition usuelle dans une pièce entaillée. La présence du forage
provoque une augmentation de contrainte au droit du trou, au nœud 324. La flexion,
accompagnée de traction, engendre aussi une augmentation vers le nœud extérieur 309.

2.  Caractéristiques et vérifications en charge statique
La vérification en charge statique s’effectue en introduisant les contraintes locales au point

le plus sollicité de la section de contrôle, soit le nœud 309. Le modèle II est choisi pour
effectuer ce contrôle.

2.1  Résistances nominales de l’acier d’amélioration 46 Cr 2
Résistances statiques (tableau 12.8 et norme DIN 743) :
Contrainte de rupture : Rm,N = 900 N/mm2, avec ad,m = 0,41.
Limite d’élasticité : Ré = 650 N/mm2, avec ad,é = 0,54.

2.2  Valeur des contraintes locales
Les contraintes locales sont déterminées au moyen d’une analyse par éléments finis sous

la charge maximale Fmax = 12 500 N. Le tableau ci après donne les résultat moyens des
contraintes dans tous les nœuds situés sur l’axe vertical du forage. La position de ces nœuds
est donnée par leurs coordonnées x et y avec x = 60 mm. Le nœud le plus sollicité est le nœud
309, situé au point supérieur sur l’axe du forage. Les contraintes composantes locales sont
trouvées à partir de la charge F :

σx,max = 231.09 N/mm2, σy,max =  0,616 N/mm2 et τxy,max =  - 6.23 N/mm2.
σx,min = -92,44 N/mm2, σy,min =  - 0,25 N/mm2 et τxy,min =  + 2.50 N/mm2.
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Le calcul des contraintes simples de traction et flexion au nœud 309 permet de trouver la
contrainte nominale maximale, soit σmax = 236,1 N/mm2 + 24,6 N/mm2 = 260,7 N/mm2. Le
coefficient de forme résultant serait alors αk,σ = 231,1 N/mm2 / 260,7 N/mm2 = 0,89 ( !).

Tableau 13.13
Résultat du calcul par la MEF

 Noeud   x        y      σx       σy        τxy       σ1       σ2       σ3

Tronçon inférieur
 189  60.000  -12.000  -120.52  -6.2851  -18.197    0.00    -3.4566  -123.35
 196  60.000  -14.250  -102.95  -8.0742  -24.954    0.00    -1.9109  -109.11
 203  60.000  -16.500  -110.75  -9.1644  -33.710    1.0039   0.00    -120.92
 210  60.000  -18.750  -124.34  -7.2112  -34.237    2.0624   0.00    -133.61
 217  60.000  -21.000  -140.06  -4.9905  -31.250    1.8891   0.00    -146.94
 224  60.000  -23.250  -156.56  -3.1048  -26.312    1.2815   0.00    -160.94
 231  60.000  -25.500  -173.24  -1.6396  -19.766    0.6077   0.00    -175.48
 238  60.000  -27.750  -189.75  -0.61461 –11.182    0.0442   0.00    -190.41
 174  60.000  -30.000  -205.50  -0.21965  -6.255    0.00    -0.0292  -205.69

Tronçon supérieur

 324  60.000   12.000   227.27   13.351  -18.126    228.80   11.826   0.00
 331  60.000   14.250   173.82   17.109  -24.858    177.67   13.260   0.00
 338  60.000   16.500   167.16   20.054  -33.581    174.46   12.751   0.00
 345  60.000   18.750   172.69   16.617  -34.106    179.81   9.4893   0.00
 352  60.000   21.000   183.23   12.013  -31.129    188.71   6.5290   0.00
 359  60.000   23.250   195.81   7.6844  -26.211    199.39   4.1008   0.00
 366  60.000   25.500   208.84   4.0745  -19.690    210.72   2.1983   0.00
 373  60.000   27.750   221.20   1.5554  -11.140    221.76   0.9919   0.00
 309  60.000   30.000   231.09   0.6162   -6.232    231.26   0.4478   0.00

 Modèle en éléments finis : Contraintes moyennes au divers nœuds.
 Modèle de calcul : 432 nœuds et 384 éléments
 Erreur sur le calcul dans le domaine du trou, diamètre 24 mm : < 0,1 %.

 Elément les plus sollicité : Elément 288 (contraintes sur l’élément seul)

 Noeud    σx           σy         τxy        x        y
   372   206.80      4.3712    -3.5530    66.855   27.721
   308   208.76      4.0557    -3.6019    67.500   30.000
   309   208.63     -2.7003    -4.5639    60.000   30.000
   373   206.64     -3.0159    -4.6049    50.000   27.500

Remarque :
La contrainte normale σy devrait être nulle en ce point puisque le point se trouve sur la

surface libre de la plaque. Il en va de même pour la contrainte tangentielle.

2.3  Caractéristiques de calcul pour la pièce en acier
Facteurs d’échelle et autres facteurs
Le diamètre effectif se trouve à partir des deux dimensions du profil rectangulaire avec B

= 10 mm et H = 60 mm. Ce diamètre de calcul se trouve au moyen de la relation :
deff = (2 B H)/(B + H) = (2 . 10 . 60) mm2 /(10 + 60) mm = 17,14 mm.

Les deux facteurs d’échelle se trouvent par les relations (12.7.1) et (12.7.2), soit :
fds,m = 0,8869/0,8963 = 0,989.
fds,é = 0,8510/0,8634 = 0,985.

Facteur d’anisotropie : fAs = 1,0.
Facteur d’effet de la température : fTs,m = 1,0.

Résistance statique de base (13.2.1) et (13.2.2)
Résistance statique : Rm = 900 N/mm2 . 0,989 . 1,0 . 1,0 = 890 N/mm2.
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Limite élastique : Ré = 650 N/mm2 . 0,985 . 1,0 . 1,0 = 640 N/mm2.

2.4 Valeurs constructives
Coefficient de forme plastique :

Contraintes normales : αpl,σ,x = 1,346 . 1,0 = 1,346.
αpl,σ,y = 1,0

Contrainte tangentielle : αpl,τ = 1,0.
Chiffre de soutien plastique

Module d’élasticité : E = 21.104 N/mm2.
Limite supportable : εlim = 5 % = 0,05.
Limite élastique : Ré = 640 N/mm2.
Contraintes normales : npl,s,x = MAX {(21.104 . 0,05 / 640)0,5; 1,346} = 1,346.

npl,s,y = MAX {(21.104 . 0,05 / 640)0,5; 1,0} = 1,0.
Contrainte tangentielle : npl,s,xy = MAX {(21.104 . 0,05 / 640)0,5; 1,0} = 1,0.

2.5 Résistances ultimes
Facteur fNL pour les aciers d’amélioration : fNL = 1,0.
Facteur fσ-,s résistance statique en compression, tableau12.4 : fσ-,s = 1,0.
Résistance ultime dans le modèle 2D ou plaque, relations (13.11.2).
Axe de référence O x : σult,x = 1,0 . 890 N/mm2 . 1,346 . 1,0 = 1 198 N/mm2.
Axe de référence O y : σult,y = 1,0 . 890 N/mm2 . 1,0 . 1,0 = 890 N/mm2.
Axes de référence O x y : τult,xy = 0,577 . 890 N/mm2 = 514 N/mm2,

2.6 Facteur de sécurité
Facteurs de sécurité : Sm = 2,0.
(tableau 13.2) Sé = 1,5.
Facteur de sécurité retenu : Sret = MAX (2,0 ; 1,5 . 890/640 ; 1,5) = 2,09.

2.7 Vérification
Degrés de sollicitation (13.6.1) pour chaque contrainte

Axe O x : as,x = (231,1/1198) . 2,09 = 0,403 ≤ 1.
Axe O y : as,y = (0,62/890) . 2,09 = 0,002 ≤ 1.
Axes O x y : as,xy = (-6,23/514) . 2,09 = -0,025 et | as,xy | ≤ 1.

Degrés de sollicitation résultant (13.6.2)
Contraintes normales : sx = 0,403  et  sy = 0,002.
Contrainte tangentielles : t = 0,025.
Critère de von Mises : aHD = (0,4032 + 0,0022 – 0,403.0,002 +0,0252)0,5 = 0,403.
Degré résultant avec q = 1 : ares = 1 . 0,403 = 0,403 ≤ 1.
La résistance statique est vérifiée.

3.  Caractéristiques et vérifications en charge dynamique
La vérification en charge dynamique s’effectue en introduisant les contraintes locales au

point le plus sollicité de la section de contrôle, soit aussi le nœud 309. Le modèle II est choisi
pour effectuer ce contrôle. Les composantes rectangulaires de la force F varient toutes deux
entre une valeur négative pour Fx1,min = - 3536 N et une valeur positive pour Fx1,max = 8839 N,
la force moyenne valant Fx1,moy = (- 3536 + 8839) N / 2 = 2651,5 N et l’amplitude de cette
force étant Fx1,a = (8839 N + 3536 N) / 2 = 6187,5 N. Ainsi, cette composante présente une
variation donnée par l’expression :

Fx1 = 2651,5 N ± 6187,5 N.
La charge extérieure maximale varie également selon l’expression :
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F1 = 3750 N ± 8750 N,
avec : Rc = |σm/σo| = |Fm/Fmax| = | 3750 / 12500 | = 0,30.

3.1  Résistances dynamique de l’acier d’amélioration 46 Cr 2
Le résistances nominales dynamiques selon norme DIN 743 sont les suivantes :

Traction : Ra,N = 360 N/mm2.
Flexion : Rfa,N = 450 N/mm2.
Cisaillement : Rca,N = 210 N/mm2.

3.2 Contraintes dynamiques appliquées au points de contrôle
Les contraintes de traction – compression, flexion et cisaillement sont synchrones et

proportionnelles puisqu’elles sont provoquées par une force inclinée unique F. Pour la
contrainte normale maximale suivant l’axe O x, la valeur moyenne et l’amplitude de cette
contrainte valent :
Contrainte moyenne : σm,x,1 = 231,1 N/mm2 . 0,30 = 69,3 N/mm2

Amplitude : σa,x,1 = (231,1 – 69,3) N/mm2 = 161,8 N/mm2.
Contrainte minimale : σmin,x,1 = 69,3 N/mm2 – 161,8 N/mm2 = -92,5 N/mm2.
Valeur de la contrainte : σx,1 = 69,3 N/mm2 ± 161,8 N/mm2.

Rapport des contraintes : Rσ = σ
σ

min

max

,
,

=
−92 5
2311

2

2

N / mm
N / mm

= - 0,40.

D’une façon semblable, la deux autres contraintes varient suivant :
σy,1 =  0,18 N/mm2 ± 0,44 N/mm2.
τc,1 = -1,87 N/mm2 ± 4,36 N/mm2.

Ces deux dernières contraintes peuvent s’oublier car les contraintes σy et τc ne peuvent exister
sur la surface supérieure plane de la plaque.

3.3 Chiffre de soutien
Gradient relatif de contrainte :

Amplitude au nœud 309 : σa,x,1,309 = 161,8 N/mm2.
Amplitude au nœud 373 : σa,x,1,373 = 161,8 N/mm2 . 221,2/231,1 = 154,9 N/mm2.
Distance entre les nœuds : ∆y = 2,25 mm.
Gradient de contrainte : G = (161,8 – 154,9) N/mm2 / 2,25 mm = 3,07 N/mm3.
Gradient relatif : χσ = 3,07 N/mm3 / 161,8 N/mm2 = 0,019 mm-1.
Chiffre de soutien : nσ,x = 1 + 0,019 . 10^{-(0,40-0,5 . 890/2400) = 1,01.

3.4 Valeurs des divers facteurs
Chiffre de soutien : nσ,x = 1,01.
Facteur de couche protectrice : fKs = 1,0.
Facteur de rugosité avec une rugosité moyenne de la surface Rz = 20 µm :

fR,σ = 1 – 0,22 . lg(20) . lg(2 . 890 / 400) = 0,815.
Facteur dynamique de température : fT,d = 1,0 car température comprise entre 0° et 50°C.
Facteur de traitement superficiel : fV = 1,0.
Facteur pour fonte grise : fNL,E = 1,0 car pièce en acier d’amélioration.
Constante fonction du matériau : Cf = 2 pour l’acier.

3.5 Facteurs de conception

Sigma x : fcons,σx = 1 1 1 1 1 1
n C f f f f fσ σ,

.
x f R, V Ks NL,E Ts,m

⋅ + ⋅ −
F
HG

I
KJ

F
HG

I
KJ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅

(
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Valeur : fcons,σx = 1
1 01

1 1
2

1
0 815

1 1
1 0 1 0 1 0 1 0, , , , , ,

⋅ + ⋅ −F
HG

I
KJ

F
HG

I
KJ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅

= 1,10.

3.6 Amplitude de la contrainte dynamique limite
Facteur de contrainte moyenne fcm,(f)
Il tient compte de l’effet de la contrainte moyenne sur la résistance dynamique. Comme la

section est sollicitée principalement par la flexion, les résistances en flexion sont introduites.
Contraintes de rupture en flexion (12.11.2) :

Rfm,N = (900/360) . 450 N/mm2 = 1 125 N/mm2. .
Facteur dynamique d’échelle : fdd = fds,m = 0,989.
Résistance de rupture : Rfm = 0,989 . 1125 N/mm2 = 1110 N/mm2.
Amplitude : Rfa = 450 N/mm2 . 0,989 = 445 N/mm2.
Facteur contrainte moyenne : fcm,(f) = 1 – 69,3 / (1,5 . 1110) = 0,95.

Facteur de service fdy,σ

Le nombre de cycles prévu pour toute la durée de vie de la pièce est 10 . 106 cycles. Le
collectif de contrainte est à répartition polynomiale avec p = 1/3. La complétude vaut alors vσ
= 0,499, kσ = 5, DM = 0,3. Le facteur de service, calculé par la relation (13.25.1) vaut :

f
v

D
N

Nk

k
k

dy M
D

,

/

,
/

σ

σ

σ

σ

σ
σ

= −
F
HG

I
KJ
⋅ +

L
N
MM

O
Q
PP ⋅
F
HG
I
KJ

1 1 1

1
1

b g = [(23,32 – 1).0,3 +1]1/5 . (106/107)1/5 = 1,00.

La position du tronçon horizontal sur le diagramme de Wöhler se trouve à :
σlim,x = Ra,σ,∞ = 445 N/mm2 . 1,0 . 0,95 / 1,10 = 380 N/mm2.

Limite supérieure : σlim,x ≤ (3/4) 640 N/mm2 = 480 N/mm2 ⇒ en ordre.

3.7 Vérification
Facteur de sécurité en charge dynamique, tableau 13.6 :

SD = 1,5.
Degré de sollicitation : ad,x = (161,8 N/mm2/ 380 N/mm2) . 1,5 = 0,64.
Degré de sollicitation résultant :

sa,x = 0,64 ; sa,y = 0 ; ta,xy = 0.
arés = sa,x = 0,64.

La sécurité en charge dynamique est assurée.
Remarques finales :
La pièce pourrait supporter une charge variable maximale 1,5 fois plus grande tout en
conservant le facteur de sécurité de 1,5. En introduisant l’amplitude de la contrainte normale
de traction compression dans les calculs, soit Ra,N = 360 N/mm2 et non Rfa,N = 450 N/mm2, le
degré de sollicitation deviendrait : arés ≈ 0,80 et la sécurité serait aussi assurée.
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P R O F I L É S

Terminologie

Valeurs statiques Données constructives
A Aire de la section b Largeur de tôle, de fer plat, etc.
Aw = b –d Aire de l’âme c Demi largeur d’aile
Axes Axes de gravité  C x  et  C y c1 Largeur des profilés UNP

Axes principaux  C ζ  et  C η d Epaisseur d’âme
b = h – t Distance entre les centres d1 Diamètre de trou

des ailes e Ecartement de trou
e Distance à l’axe neutre de h Hauteur de profilé

la section h1 Hauteur de la portion droite du l’âme
I Moment quadratique axial (entre congés)
i = (I/A)0,5 Rayon des giration k Distance de la fibre extérieure à l’aile
K Constante de Saint-Venant au début du congé (complément de h1)

K = (η/3) Σ b t3 l Longueur nominale des boulons
η facteur caractéristique r Rayon de congé
de section : t Epaisseur d’aile; épaisseur de paroi,
0,99 pour LNP   1,12 pour UNP épaisseur de tôle
1,31 pour INP   1,29 pour HE w Distance de trusquinage pour le perçage

m Masse par unité de longueur dans les ailes
S Moment statique des surface ∅ Symbole pour le diamètre des boulons
W Module de résistance par (Filetage métrique, symbole M)

rapport aux fibres extrêmes
Wx Module de résistance par

rapport aux fibres moyennes
des ailes des profilés

Z = 2 S Module plastique : seulement
pour la vérification à la ruine,
avec majoration par le facteur γ.

Surfaces à peindre des profilés
Um Surface à peindre par mètre
Ut Surface à peindre par tonne

Approvisionnement
Il est possible d’obtenir les matériaux de deux provenances différentes :
1. Matériaux en provenance du stock des marchands de fer suisses

Pour les profilés laminés, seule la nuance usuelle Fe 360A selon EURONORM 25-72 (U St 37-1
selon DIN 17100) peut être obtenue, ou une nuance analogue.

2. Matériaux en provenance d’usine
Pour des quantités importantes et des nuances d’acier spéciales, il est nécessaire de s’approvisionner
directement d’usine, ce qui entraîne des délais plus longs et le respect des quantités minimales, soit
20 à 25 tonnes par type de produits. Sur demande et contre paiement d’un surprix, on peut obtenir
des certificats d’usine, attestant la résistance ainsi que les caractéristiques mécaniques et chimiques
des matériaux livrés.

Les nuances d’acier doivent être précisées dans les nomenclatures. A défaut d’indications, il est admis
d’emblée qu’il s’agit d’acier Fe 360A selon EURONORM 25-72 (U St 37-1).
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Profilés normaux UNP
Inclinaison des ailes : h ≤ 300 → 8 %  et pour  h > 300 → 5 %
Longueurs normales 8 à 16 m, DIN 1026 C : Centre de cisaillement

Valeurs statiques
Axe C x Axe C y

[ m
kg/m

A
mm2

Aw
mm2

Ix
mm4

Wx
mm3

Wx
mm3

Zx
mm3

ix
mm

Iy
mm4

Wy
mm3

Zy
mm3

iy
mm

K
mm4

b
mm

× 106 × 103 × 103 × 103 × 106 × 103 × 103 × 106

65 7,09 903 316 0,58 17,7 20,0 23,4 25,2 0,141 5,07 9,46 12,5 0,0167 57,5
80

100
120
140

8,64
10,6
13,4
16,0

1100
1350
1700
2040

432
549
777
910

1,06
2,06
3,64
6,05

26,5
41,2
60,7
86,4

29,4
45,0
65,6
93,1

31,8
49,0
72,6
102,8

31,0
39,1
46,2
54,5

0,194
0,293
0,432
0,627

6,36
8,49
11,1
14,8

12,1
16,2
21,2
28,3

13,3
14,7
15,9
17,5

0,0224
0,0296
0,0430
0,0602

72,0
91,5
111,0
130,0

160
180
200
220

18,8
22,0
25,3
29,4

2400
2800
3220
3740

1120
1350
1600
1870

9,25
13,5
19,1
26,9

116
150
191
245

124
160
203
259

137,6
179,2
228
292

62,1
69,5
77,0
84,8

0,853
1,14
1,48
1,97

18,3
22.4
27,0
33,6

35,2
42,9
51,8
64,1

18,9
20,2
21,4
23,0

0,0781
0,0998
0,126
0,170

149,5
169,0
188,5
207,5

240
260
280
300

33,2
37,9
41,8
46,2

4320
4830
5330
5880

2160
2460
2650
2840

36,0
48,2
62,8
80,3

300
371
448
535

317
392
474
565

358
442
532
632

92,2
99,9
109
117

2,48
3,17
3,99
4,95

39,6
47,7
57,2
67,8

75,7
91,6
109
130

24,2
25,6
27,4
29,0

0,208
0,237
0,332
0,406

227,0
246,0
265,0
284,0

320
350
380
400

59,5
60,6
63,1
71,8

7580
7730
8040
9150

4240
4680
4850
5350

108,7
128,4
157,6
203,5

679
734
826
1020

719
769
866
1065

826
918
1014
1240

121
129
140
149

5,97
5,70
6,13
8,46

80,6
75,0
78,7
102

152
143
148
190

28,1
27,2
27,7
30,4

0,692
0,632
0,621
0,852

302,5
334,0
364,0
382,0

Dimensions des profilés Données constructives Surface
[ e

mm
ac

mm
h

mm
c1

mm
d

mm
t=r
mm

r1
mm

h1
mm

k
mm

t1
mm

a
mm

w
mm

∅max
Um

m2/m
Ut

m2/t
[

65 14,2 26,0 65 42 5,5 7,5 4 33 16 5,8 36 22 M10 0,273 38,5 65
80
100
120
140

14,5
15,5
16,0
17,5

26,7
29,3
30,3
33,7

80
100
120
140

45
50
55
60

6
6
7
7

8
8,5
9

10

4
4,5
4,5
5

46
64
82
98

17
18
19
21

6,2
6,5
6,8
7,6

39
44
48
53

25
30
30
35

M12
M12
M16
M16

0,312
0,372
0,434
0,489

36,1
35,1
32,4
30,6

80
100
120
140

160
180
200
220

18,4
19,2
20,1
21,4

35,6
37,5
39,4
42,0

160
180
200
220

65
70
75
80

7,5
8

8,5
9

10,5
11

11,5
12,5

5,5
5,5
6

6,5

114
132
150
166

23
24
25
27

7,9
8,2
8,5
9,3

57
62
66
71

35
40
40
45

M20
M20
M20
M20

0,546
0,611
0,661
0,718

29,0
27,8
26,1
24,4

160
180
200
220

240
260
280
300

22,3
23,6
25,3
27,0

43,9
46,6
50,2
54,1

240
260
280
300

85
90
95
100

9,5
10
10
10

13
14
15
16

6,5
7

7,5
8

184
200
216
232

28
30
32
34

9,6
10,4
11,2
12,0

75
80
85
90

45
50
50
55

M24
M24
M24
M27

0,775
0,834
0,890
0,950

23,3
22,0
21,3
20,6

240
260
280
300

320
350
380
400

26,0
24,0
23,8
26,5

48,2
44,5
45,8
51,1

320
350
380
400

100
100
102
110

14
14

13,5
14

17,5
16
16
18

8,8
8
8
9

246
282
312
324

37
34
34
38

15,4
13,8
14,4
15,6

86
86
88
96

58
58
60
60

M27
M27
M27
M27

0,982
1,05
1,11
1,18

16,5
17,3
17,7
16,5

320
350
380
400
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Profilés normaux INP
Inclinaison des ailes : 14 % Longueurs normales 8 à 16 m, DIN 1025/1

Valeurs statiques
Axe C x Axe C y

I m
kg/m

A
mm2

Aw
mm2

Ix
mm4

Wx
mm3

Wx
Mm3

Zx
mm3

ix
mm

Iy
mm4

Wy
mm3

Zy
mm3

iy
mm

K
mm4

b
mm

× 106 × 103 × 103 × 103 × 106 × 103 × 103 × 106

80
100
120
140

5,94
8,34
11,1
14,3

757
1060
1420
1820

289
419
573
749

0,78
1,71
3,28
5,73

19,5
34,2
54,7
81,9

21,0
36,7
58,4
87,2

22,8
39,8
63,6
95,4

32,0
40,1
48,1
56,1

0,063
0,122
0,215
0,352

3,0
4,9
7,4

10,7

5,0
8,1

12,4
17,9

9,1
10,7
12,3
14,0

0,0093
0,0172
0,0292
0,0466

74,1
93,2
112,3
131,4

160
180
200
220

17,9
21,9
26,2
31,1

2280
2790
3340
3950

948
1170
1420
1680

9,35
14,5
21,4
30,6

117
161
214
278

124
171
227
295

136
187
250
324

64,0
72,0
80,0
88,0

0,547
0,813
1,17
1,62

14,8
19,8
26,0
33,1

24,8
33,3
43,6
55,7

15,5
17,1
18,7
20,2

0,0708
0,103
0,146
0,201

150,5
169,6
188,7
207,8

240
260
280
300

36,2
41,9
47,9
54,2

4610
5330
6100
6900

1970
2310
2670
3070

42,5
57,4
75,9
98,0

354
442
542
653

375
467
573
691

412
514
632
762

95,9
104
111
119

2,21
2,88
3,64
4,51

41,7
51,0
61,2
72,2

70,0
85,9
103
122

22,0
23,2
24,5
25,6

0,270
0,361
0,478
0,612

226,9
245,9
264,8
283,8

320
340
360
380

61,0
68,0
76,1
84,0

7770
8670
9700

10700

3480
3920
4430
4930

125,1
157,0
196,1
240,1

782
923
1090
1260

827
976
1150
1340

914
1080
1280
1480

127
135
142
150

5,55
6,74
8,18
9,75

84,7
98,4
114
131

143
166
194
222

26,7
28,0
29,0
30,2

0,782
0,975
1,23
1,50

302,7
321,7
340,5
359,5

400
450
500

92,4
115
141

11800
14700
17900

5450
6900
8510

292,1
458,5
687,4

1460
2040
2750

1540
2150
2910

1710
2400
3240

157
177
196

11,6
17,3
24,8

149
203
268

254
345
456

31,3
34,3
37,2

1,83
2,88
4,49

378,4
425,7
473,0

Dimensions des profilés Données constructives Surface
I h

mm
2 c
mm

d = r
mm

t
mm

r1
mm

h1
mm

k
mm

t1
mm

a
mm

w
mm

∅max
Um

m2/m
Ut

M2/t
I

80
100
120
140

80
100
120
140

42
50
58
66

3,9
4,5
5,1
5,7

5,9
6,8
7,7
8,6

2,3
2,7
3,1
3,4

58
74
92

109

11
13
14
16

4,4
5,0
5,7
6,3

19
22
26
30 34 M10

0,304
0,370
0,439
0,502

51,2
44,4
39,5
35,1

80
100
120
140

160
180
200
220

160
180
200
220

74
82
90
98

6,3
6,9
7,5
8,1

9,5
10,4
11,3
12,2

3,8
4,1
4,5
4,9

124
142
158
176

18
19
21
22

6,9
7,5
8,2
8,8

33
37
41
45

40
44
48
52

M10
M12
M12
M12

0,575
0,640
0,709
0,775

32,1
29,2
27,0
24,9

160
180
200
220

240
260
280
300

240
260
280
300

106
113
119
125

8,7
9,4

10,1
10,8

13,1
14,1
15,2
16,2

5,2
5,6
6,1
6,5

192
208
224
240

24
26
28
30

9,4
10,2
11,0
11,8

48
51
54
57

56
60
60
64

M16
M16
M16
M20

0,844
0,906
0,966
1,030

23,3
21,6
20,1
19,0

240
260
280
300

320
340
360
380

320
340
360
380

131
137
143
149

11,5
12,2
13,0
13,7

17,3
18,3
19,5
20,5

6,9
7,3
7,8
8,2

258
274
290
306

31
33
35
37

12,7
13,5
14,5
15,3

59
62
65
67

70
74
76
82

M20
M20
M20
M20

1,09
1,15
1,21
1,27

17,9
16,9
15,9
15,1

320
340
360
380

400
450
500

400
450
500

155
170
185

14,4
16,2
18,0

21,6
24,3
27,0

8,6
9,7

10,8

322
362
404

39
44
48

16,2
18,4
20,5

70
77
83

86
94

100

M20
M24
M27

1,33
1,48
1,63

14,4
12,9
11,5

400
450
500
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Profilés à larges ailes HEA
EURONORM 53-62 et DIN 1025/3

Grandeurs complémentaires
Aire de l’âme Aw = b . d
Moments statiques de la demi surface Sx = Zx / 2

Sy = Zy / 2
Distance entre les centres des ailes : b = h - t

Dimensions générales du profil HEA

Modules de résistance à la flexion
Par rapport aux fibres extrêmes Wx = Ix / (h/2)

Wy = Iy / c
Par rapport aux fibres moyennes Wx = Iy / (b/2)
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Profilés à larges ailes HEA
Longueurs normales 8 à 16 m, DIN 1025/3
Autres désignations : DIE, IPBI

Valeurs statiques
Axe C x Axe C y

HEA m
kg/m

A
mm2

Aw
mm2

Ix
mm4

Wx
mm3

Wx
mm3

Zx
mm3

ix
mm

Iy
mm4

Wy
mm3

Zy
mm3

iy
mm

K
mm4

b
mm

× 106 × 103 × 103 × 103 × 106 × 103 × 103 × 106

100
120
140
160

16,7
19,9
24,7
30,4

2120
2530
3140
3880

440
530
685
858

3,49
6,06
10,3
16,7

73
106
155
220

79
114
166
234

83
119
173
246

40,6
48,6
57,3
65,7

1,34
2,31
3,89
6,16

26,8
38,5
55,6
76,9

41,2
58,9
84,7
118

25,1
30,2
35,2
39,8

0,0483
0,0581
0,0822
0,113

88,0
106,0
124,5
143,0

180
200
220
240

35,5
42,3
50,5
60,3

4530
5380
6430
7680

969
1170
1390
1640

25,1
36,9
54,1
77,6

294
389
515
675

311
410
544
712

324
430
568
744

74,5
82,8
91,7
101

9,25
13,4
19,5
27,7

103
134
178
231

157
204
271
352

45,2
49,8
55,1
60,0

0,147
0,192
0,280
0,394

161,5
180,0
199,0
218,0

260
280
300
320

68,2
76,4
88,3
97,6

8680
9730

11300
12400

1735
2056
2346
2650

104,5
136,7
182,6
229,3

836
1010
1260
1480

881
1060
1320
1560

920
1110
1380
1630

110
119
127
136

36,7
47,6
63,1
69,9

282
340
421
466

430
518
642
710

65,0
70,0
74,9
74,9

0,478
0,583
0,777
1,050

237,5
257,0
276,0
294,5

340
360
400
450

105
112
125
140

13300
14300
15900
17800

2980
3320
4080
4820

276,9
330,9
450,7
637,2

1680
1890
2310
2900

1770
1990
2430
3040

1850
2080
2560
3220

144
152
168
189

74,4
78,9
85,6
94,7

496
526
571
631

756
803
873
966

74,6
74,3
73,4
72,9

1,27
1,52
1,97
2,65

313,5
332,5
371,0
419,0

500
550
600
650

155
166
178
190

19800
21200
22600
24200

5600
6450
7340
8290

869,7
1119
1412
1752

3550
4150
4790
5470

3730
4340
5000
5710

3940
4620
5360
6140

210
230
250
269

103,7
108,2
112,7
117,2

691
721
751
782

1060
1110
1160
1200

72,4
71,5
70,5
69,7

3,47
3,98
4,54
5,16

467,0
516,0
565,0
614,0

700
800
900
1000

204
224
252
272

26000
28600
32100
34700

9610
11400
13800
15800

2153
3034
4221
5538

6240
7680
9480

11190

6490
7960
9820

11550

7040
8700

10800
12800

288
326
363
400

121,8
126,4
135,5
140,0

812
843
903
934

1260
1310
1420
1470

68,4
66,5
65,0
63,5

5,91
6,73
8,43
9,48

663,0
762,0
860,0
959,0

Dimensions des profilés Données constructives Surfaces
HEA h

mm
2 c
mm

d
mm

t
mm

r
mm

h1
mm

k
mm

a
mm

w
mm

w1
mm

∅max
Um

m2/m
Ut

m2/t
HEA

100
120
140
160

96
114
133
152

100
120
140
160

5
5

5,5
6

8
8

8,5
9

12
12
12
15

56
74
91

104

20
20
21
24

47
57
67
77

56
66
76
86

M12
M16
M20
M20

0,561
0,677
0,794
0,906

33,6
34,0
32,1
29,8

100
120
140
160

180
200
220
240

171
190
210
230

180
200
220
240

6
6,5
7

7,5

9,5
10
11
12

15
18
18
21

121
134
152
164

25
28
29
33

87
96

106
116

100
110
120
94 35

M24
M24
M24
M24

1,02
1,14
1,26
1,37

28,7
26,9
24,9
22,7

180
200
220
240

260
280
300
320

250
270
290
310

260
280
300
300

7,5
8

8,5
9

12,5
13
14

15,5

24
24
27
27

176
196
208
224

37
37
41
43

126
136
145
145

100
110
120
120

40
45
45
45

M24
M24
M27
M27

1,48
1,60
1,72
1,76

21,7
21,0
19,5
18,0

260
280
300
320

340
360
400
450

330
350
390
440

300
300
300
300

9,5
10
11

11,5

16,5
17,5
19
21

27
27
27
27

242
260
298
344

44
45
46
48

145
145
144
144

120
120
120
120

45
45
45
45

M27
M27
M27
M27

1,79
1,83
1,91
2,01

17,1
16,4
15,3
14,4

340
360
400
450

500
550
600
650

490
540
590
640

300
300
300
300

12
12,5
13

13,5

23
24
25
26

27
27
27
27

390
438
486
534

50
51
52
53

144
143
143
143

120
120
120
120

45
45
45
45

M27
M27
M27
M27

2,11
2,21
2,31
2,41

13,6
13,3
13,0
12,7

500
550
600
650

700
800
900
1000

690
790
890
990

300
300
300
300

14,5
15
16

16,5

27
28
30
31

27
30
30
30

582
674
770
868

54
58
60
61

142
142
142
141

120
130
130
130

45
40
40
40

M27
M27
M27
M27

2,50
2,70
2,90
3,10

12,3
12,0
11,5
11,4

700
800
900
1000
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Profilés à larges ailes HEB
EURONORM 53-62 et DIN1025/2

Grandeurs complémentaires
Aire de l’âme Aw = b . d
Moments statiques de la demi surface Sx = Zx / 2

Sy = Zy / 2
Distance entre les centres des ailes : b = h - t

Dimensions générales du profilé HEB

Modules de résistance à la flexion
Par rapport aux fibres extrêmes Wx = Ix / (h/2)

Wy = Iy / c
Par rapport aux fibres moyennes Wx = Iy / (b/2)
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Profilés à larges ailes HEB
Longueurs normales 8 à 16 m, DIN 1025/2

Valeurs statiques
Axe C x Axe C y

HEB m
kg/m

A
mm2

Aw
mm2

Ix
mm4

Wx
mm3

Wx
mm3

Zx
mm3

ix
mm

Iy
mm4

Wy
mm3

Zy
mm3

iy
mm

K
mm4

b
mm

× 106 × 103 × 103 × 103 × 106 × 103 × 103 × 106

100
120
140
160

20,4
26,7
33,7
42,6

2600
3400
4300
5430

540
708
896
1180

4,50
8,64
15,1
24,9

90
144
216
311

100
158
236
339

104
165
246
354

41,6
50,4
59,3
67,8

1,67
3,18
5,50
8,89

33
53
79

111

51
81

120
170

25,3
30,6
35,8
40,5

0,093
0,149
0,225
0,332

90,0
109,0
128,0
147,0

180
200
220
240

51,2
61,3
71,5
83,2

6530
7810
9100

10600

1410
1660
1940
2230

38,3
57,0
80,9
112,6

426
570
736
938

461
616
793
1010

482
642
828
1050

76,6
85,4
94,3
103

13,6
20,0
28,4
39,2

151
200
258
327

231
306
394
499

45,7
50,7
55,9
60,8

0,465
0,634
0,844
1,100

166,0
185,0
204,0
223,0

260
280
300
320

93,0
103
117
127

11800
13100
14900
16100

2420
2750
3090
3440

149,2
192,7
251,7
308,2

1150
1380
1680
1930

1230
1470
1790
2060

1280
1530
1870
2140

112
121
130
138

51,3
65,9
85,6
92,4

395
471
571
616

603
718
871
940

65,8
70,9
75,8
75,7

1,30
1,53
1,92
2,41

242,5
262,0
281,0
299,5

340
360
400
450

134
142
155
171

17100
18100
19800
21800

3820
4220
5080
5940

366,6
431,9
576,8
798,9

2160
2400
2880
3550

2300
2560
3070
3770

2400
2680
3240
3980

146
155
171
191

96,9
101
108
117

646
676
721
781

986
1030
1100
1200

75,3
74,9
74,0
73,3

2,78
3,20
3,94
5,00

318,5
337,5
376,0
424,0

500
550
600
650

187
199
212
225

23900
25400
27000
28600

6840
7820
8840
9900

1072
1367
1710
2106

4290
4970
5700
6480

4540
5250
6000
6800

4820
5600
6420
7320

212
232
252
271

126
131
135
140

842
872
902
932

1290
1340
1390
1440

72,7
71,7
70.8
69,9

6,25
7,01
7,83
8,72

472,0
521,0
570,0
619,0

700
800
900
1000

241
262
291
314

30600
33400
37100
40000

11400
13400
16000
18300

2569
3591
4941
6447

7340
8980

10980
12890

7690
9360

11400
13400

8320
10220
12580
14860

290
328
365
401

144
149
158
163

963
994
1050
1090

1490
1550
1660
1710

68,7
66,8
65,3
63,8

9,80
11,0
13,3
14,8

668,0
767,0
865,0
964,0

Dimensions des profilés Données constructives
HEB h

mm
2c

mm
d

mm
t

mm
r

mm
h1

mm
k

mm
a

mm
w

mm
w1

mm
∅max

Um
m2/m

Ut
m2/t

HEB

100
120
140
160

100
120
140
160

100
120
140
160

6
6,5
7
8

10
11
12
13

12
12
12
15

56
74
92

104

22
23
24
28

47
56
66
76

56
66
76
86

M12
M16
M20
M20

0,567
0,686
0,805
0,918

27,8
28,7
23,9
21,5

100
120
140
160

180
200
220
240

180
200
220
240

180
200
220
240

8,5
9

9,5
10

14
15
16
17

15
18
18
21

122
134
152
164

29
33
34
38

85
95

105
115

100
110
120
96 35

M24
M24
M24
M24

1,04
1,15
1,27
1,38

20,3
18,8
17,8
16,6

180
200
220
240

260
280
300
320

260
280
300
320

260
280
300
300

10
10,5
11

11,5

17,5
18
19

20,5

24
24
27
27

176
196
208
224

42
42
46
48

125
134
144
144

106
110
120
120

40
45
45
45

M24
M24
M27
M27

1,50
1,62
1,73
1,77

16,1
15,7
14,8
13,9

260
280
300
320

340
360
400
450

340
360
400
450

300
300
300
300

12
12,5
13,5
14

21,5
22,5
24
26

27
27
27
27

242
260
298
344

49
50
51
53

144
143
143
143

120
120
120
120

45
45
45
45

M27
M27
M27
M27

1,81
1,85
1,93
2,03

13,5
13,0
12,4
11,9

340
360
400
450

500
550
600
650

500
550
600
650

300
300
300
300

14,5
15

15,5
16

28
29
30
31

27
27
27
27

390
438
486
534

55
56
57
58

142
142
142
142

120
120
120
120

45
45
45
45

M27
M27
M27
M27

2,12
2,22
2,32
2,42

11,3
11,2
11,0
10,8

500
550
600
650

700
800
900
1000

700
800
900
1000

300
300
300
300

17
17,5
18,5
19

32
33
35
36

27
30
30
30

582
674
770
868

59
63
65
66

141
141
140
140

126
130
130
130

45
40
40
40

M27
M27
M27
M27

2,52
2,71
2,91
3,11

10,5
10,4
10,0
9,90

700
800
900
1000
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Cornières à ailes égales LNP
Moments quadratiques : Ix = Iy
Modules de résistance à la flexion : Wx = Wy = Ix / (a – e)

Position des axes de référence et principaux sur le profil LNP à ailes égales

Valeurs statiques
Axe C x Axe C ξ Axe C ηL

m
kg/m A

mm2
Ix

mm4
Wx

mm3
ix

mm
e

mm
Iξ

mm4
iξ

mm
vξ 1,2
mm

Iη
mm4

iη
mm

vη1
mm

vη2
mm

× 106 × 103 × 106 × 106

40 . 4
40 . 5
45 . 5

2,42
2,97
3,38

308
379
430

0,0448
0,0543
0,0783

1,56
1,91
2,43

12,1
12,0
13,5

11,2
11,6
12,8

0,0709
0,0864
0,1240

15,2
15,1
17,0

28,3
28,3
31,8

0,0186
0,0222
0,0325

7,8
7,7
8,7

15,8
16,4
18,1

14,0
14,2
15,8

50 . 5
50 . 6
50 . 8
55 . 6

3,77
4,47
5,82
4,95

480
569
741
631

0,110
0,128
0,163
0,173

3,05
3,61
4,68
4,40

15,1
15,0
14,8
16,6

14,0
14,5
15,2
15,6

0,174
0,204
0,257
0,274

19,0
18,9
18,6
20,8

35,4
35,4
35,4
38,9

0,0459
0,0524
0,0687
0,0724

9,8
9,6
9,6

10,7

19,8
20,4
21,6
22,1

17,6
17,7
18,0
19,4

60 . 6
60 . 8

60 . 10
65 . 7

5,42
7,09
8,69
6,83

691
903
1110
870

0,228
0,291
0,349
0,334

5,29
6,88
8,41
7,18

18,2
18,0
17,8
19,6

16,9
17,7
18,5
18,5

0,361
0,461
0,551
0,530

22,9
22,6
22,3
24,7

42,4
42,4
42,4
46,0

0,0943
0,121
0,146
0,138

11,7
11,6
11,5
12,6

23,9
25,0
26,2
26,2

21,1
21,4
21,7
22,9

70 . 7
70 . 9
75 . 8

7,38
9,34
9,03

940
1190
1150

0,424
0,526
0,589

8,43
10,6
11,0

21,2
21,0
22,6

19,7
20,5
21,3

0,671
0,831
0,933

26,7
26,4
28,5

49,5
49,5
53,0

0,176
0,220
0,244

13,7
13,6
14,6

27,9
29,0
30,1

24,7
25,0
26,5

80 . 8
80 . 10
80 . 12
90 . 9

9,66
11,9
14,1
12,2

1230
1510
1790
1550

0,723
0,875
1,020
1,160

12,6
15,6
18,2
18,0

24,2
24,1
23,9
27,4

22,6
23,4
24,1
25,4

1,15
1,39
1,61
1,84

30,6
30,3
30,0
34,5

56,6
56,6
56,6
63,6

0,296
0,359
0,430
0,478

15,5
15,4
15,3
17,6

32,0
33,1
34,1
35,9

28,2
28,5
28,9
31,8

100 . 10
100 . 12
100 . 14
110 . 10

15,1
17,8
20,6
16,6

1920
2270
2620
2120

1,77
2,07
2,35
2,39

24,7
29,2
33,5
30,1

30,4
30,2
30,0
33,6

28,2
29,0
29,8
30,7

2,80
3,28
3,72
3,79

38,2
38,0
37,7
42,3

70,7
70,7
70,7
77,8

0,733
0,862
0,983
0,986

19,5
19,5
19,4
21,6

39,9
41,0
42,1
43,4

35,4
35,7
36,0
38,9

120 . 10
120 . 12
120 . 15
130 . 12

18,2
21,6
26,6
23,6

2320
2750
3390
3000

3,13
3,68
4,46
4,72

36,0
42,7
52,5
50,4

36,7
36,5
36,3
39,7

33,1
34,0
35,1
36,4

4,97
5,84
7,05
7,50

46,3
46,0
45,6
50,0

84,9
84,9
84,9
91,9

1,29
1,52
1,86
1,94

23,6
23,5
23.4
25,4

46,8
48,0
49,6
51,5

42,4
42,6
43,1
46,0

140 . 13
140 . 15
150 . 14
150 . 16

27,5
31,4
31,6
35,9

3500
4000
4030
4570

6,38
7,23
8,45
9,49

63,3
72,3
78,2
88,7

42,7
42,5
45,8
45,6

39,2
40,0
42,1
42,9

10,1
11,5
13,4
15,1

53,8
53,6
57,7
57,4

99,0
99,0
106
106

2,62
2,98
3,47
3,91

27,4
27,3
29,4
29,3

55,4
56,6
59,5
60,7

49,6
49,9
53,1
53,4

160 . 15
160 . 17
180 . 18

36,2
40,7
48,6

4610
5180
6190

11,0
12,3
18,7

95,6
108
145

48,8
48,6
54,9

44,9
45,7
51,0

17,5
19,5
29,7

61,5
61,3
69,3

113
113
127

4,53
5,06
7,57

31,4
31,3
34,9

63,5
64,6
72,2

56,7
57,0
64,1

200 . 16
200 . 18
200 . 20

48,5
54,3
59,9

6180
6910
7640

23,4
26,0
28,5

162
181
199

61,5
61,3
61,1

55,2
56,0
56,8

37,4
41,5
45,4

77,8
77,5
77,2

141
141
141

9,43
10,5
11,6

39,1
39,0
38,9

78,0
79,2
80,4

70,9
71,2
71,5
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Cornières à ailes égales LNP
Longueurs normales 6 à 12 m, DIN 1028 Utiliser de préférence les profilés imprimés en gras
Hauteur rectiligne dans le profilé : ha = a – k   avec   k = t + r

Dimensions géométriques du profilé cornière à ailes égales

Dimensions Arrondis Données construct. Boulons Surfaces
L a

mm
t

mm
r

mm
r1

mm
ha

mm
k

mm
e

mm
w1

mm
w2

mm
∅max

Um
m2/m

Ut
m2/t

L

40 . 4
40 . 5
45 . 5

40
40
45

4
5
5

6
6
7

3
3

3,5

30
29
33

10
11
12

11
12
13

22
22
25

M10
M10
M12

0,155
0,155
0,174

64,0
52,2
51,5

40 . 4
40 . 5
45 . 5

50 . 5
50 . 6
50 . 8
55 . 6

50
50
50
55

5
6
8
6

7
7
7
8

3,5
3,5
3,5
4

38
37
35
41

12
13
15
14

14
14
15
16

30
30
30
30

M12
M12
M12
M16

0,194
0,194
0,194
0,213

51,5
43,4
33,3
43,0

50 . 5
50 . 6
50 . 8
55 . 6

60 . 6
60 . 8

60 . 10
65 . 7

60
60
60
65

6
8

10
7

8
8
8
9

4
4
4

4,5

46
44
42
49

14
16
18
16

17
18
18
18

35
35
35
35

M16
M16
M16
M20

0,233
0,233
0,233
0,252

43,0
32,9
26,8
36,9

60 . 6
60 . 8

60 . 10
65 . 7

70 . 7
70 . 9
75 . 8

70
70
75

7
9
8

9
9

10

4,5
4,5
5

54
52
57

16
18
18

20
20
21

40
40
40

M20
M20
M20

0,272
0,272
0,291

36,9
29,1
32,2

70 . 7
70 . 9
75 . 8

80 . 8
80 . 10
80 . 12
90 . 9

80
80
80
90

8
10
12
9

10
10
10
11

5
5
5

5,5

62
60
58
70

18
20
22
20

23
23
24
25

45
45
45
50

M20
M20
M20
M24

0,311
0,311
0,311
0,351

32,2
26,1
22,1
28,8

80 . 8
80 . 10
80 . 12
90 . 9

100 . 10
100 . 12
100 . 14
110 . 10

100
100
100
110

10
12
14
10

12
12
12
12

6
6
6
6

78
76
74
88

22
24
26
22

28
28
30
31

55
55
55
45 70

M24
M24
M24
M24

0,390
0,390
0,390
0,430

25,8
21,9
18,9
25,9

100 . 10
100 . 12
100 . 14
110 . 10

120 . 10
120 . 12
120 . 15
130 . 12

120
120
120
130

10
12
15
12

13
13
13
14

6,5
6,5
6,5
7

97
95
92

104

23
25
28
26

33
34
35
36

50
50
50
50

80
80
80
90

M24
M24
M24
M24

0,469
0,469
0,469
0,508

25,8
21,7
17,6
21,5

120 . 10
120 . 12
120 . 15
130 . 12

140 . 13
140 . 15
150 . 14
150 . 16

140
140
150
150

13
15
14
16

15
15
16
16

7,5
7,5
8
8

112
110
120
118

28
30
30
32

39
40
42
43

55
55
60
60

95
95

105
105

M27
M27
M27
M27

0,547
0,547
0,586
0,586

19,9
17,4
18,5
16,3

140 . 13
140 . 15
150 . 14
150 . 16

160 . 15
160 . 17
180 . 18

160
160
180

15
17
18

17
17
18

8,5
8,5
9

128
126
144

32
34
36

45
46
51

60
60
65

115
115
135

M27
M27
M27

0,625
0,625
0,705

17,3
15,4
14,5

160 . 15
160 . 17
180 . 18

200 . 16
200 . 18
200 . 20

200
200
200

16
18
20

18
18
18

9
9
9

166
164
162

34
36
38

55
56
57

65
65
65

150
150
150

M27
M27
M27

0,785
0,785
0,785

16,2
14,5
13,1

200 . 16
200 . 18
200 . 20
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Cornières à ailes inégales LNP
Longueurs normales 6 à 12 m, DIN 1029 Utiliser de préférence les profilés imprimés en gras

Valeurs statiques
Axe C x Axe C y Axe C ξ Axe C ηL m

kg/m
A

mm2
Ix

mm4
Wx

Mm3
ix

mm
ex

mm
Iy

mm4
Wy

mm3
iy

mm
ey

mm
Iξ

mm4
iξ

mm
vξ

mm
Iη

mm4
iη

mm
vη

mm
× 106 × 103 × 106 × 103 × 106 × 106

50 . 30 . 4
50 . 30 .  5

2,41
2,96

307
378

0,077
0,094

2,33
2,88

15,9
15,8

16,8
17,3

0,0209
0.0254

0,91
1,12

8,2
8,2

7,0
7,4

0,085
0,104

16,7
16,6

33,6
33,3

0,0127
0,0156

6,4
6,4

16,7
16,6

60 . 30 .  5
60 . 30 .  7

3,37
4,59

429
585

0,156
0,207

4,04
5,50

19,0
18,8

21,5
22,4

0.0260
0.0341

1,12
1,52

7,8
7,6

6,8
7,6

0,165
0,218

19,6
19,3

39,0
38,3

0,0169
0,0228

6,3
6,3

17,7
17,3

60 . 40 . 5
60 . 40 . 7

3,76
5,14

479
655

0,172
0,230

4,25
5,79

18,9
18,7

19,6
20,4

0,0611
0,0807

2,02
2,74

11,3
11,1

9,7
10,5

0,198
0,263

20,3
20,0

40,8
40,4

0,0350
0,0473

8,6
8,5

20,9
20,7

75 . 50 .  6
75 . 50 . 8

5.65
7,39

719
941

0,405
0,520

8,01
10,4

23,7
25,5

24,4
25,2

0,144
0,184

3,81
4,95

14,2
14,0

12,1
12,9

0,466
0,591

25,5
25,2

51,2
50,8

0,0836
0,1080

10,8
10,7

26,3
26,2

80 . 40 . 6
80 . 40 . 8

5,41
7,07

689
901

0,449
0,576

8,73
11,4

25,5
25,3

28,5
29,4

0,0759
0,0968

2,44
3,18

10,5
10,4

8,8
9,5

0,476
0,609

26,3
26,0

52,1
51,5

0,0490
0,0641

8,4
8,4

24,2
23,8

90 . 60 . 6
90 . 60 . 8

6,82
8,96

869
1140

0,717
0,925

11,7
15,4

28,7
28,5

28,9
29,7

0,258
0,330

5,61
7,31

17,2
17,0

14,1
14,9

0,828
1,07

30,9
30,6

61,4
61,1

0,146
0,190

13,0
12,9

31,6
31,5

100 . 50 . 8
100 . 50 . 10

8,99
11,1

1150
1410

1,16
1,41

18,0
22,2

31,8
31,6

35,9
36,7

0,195
0,234

5,04
6,17

13,1
12,9

11,3
12,0

1,23
1,49

32,8
32,5

64,8
64,3

0,126
0,155

10,5
10,4

29,5
29,1

100 . 65 . 7
100 . 65 . 9

100 . 65 . 11

8,77
11,1
13,4

1120
1420
1710

1,13
1,41
1,67

16,6
21,0
25,3

31,7
31,5
31,3

32,3
33,2
34,0

0,376
0,467
0,551

7,54
9,52
11,4

18,4
18,2
18,0

15,1
15,9
16,7

1,28
1,60
1,90

33,9
33,6
33,4

68,3
67,8
67,4

0,216
0,272
0,326

13,9
13,9
13,8

34,8
34,6
34,5

120 . 80 . 8
120 . 80 . 10
120 . 80 . 12

12,2
15,0
17,8

1550
1910
2270

2,26
2,76
3,23

27,6
34,1
40,4

38,2
38,0
37,7

38,3
39,2
40,0

0,808
0,981
1,14

13,2
16,2
19,1

22,9
22,7
22,5

18,7
19,5
20,3

2,61
3,18
3,71

41,0
40,7
40,4

82,3
81,8
81,4

0,458
0,561
0661

17,2
17,1
17,1

42,0
41,9
41,8

130 . 65 .8
130 . 65 . 10
130 . 65 . 12

11,9
14,6
17,3

1510
1860
2210

2,63
3,21
3,76

31,1
38,4
45,5

41,7
41,5
41,2

45,6
46,5
47,4

0,448
0,542
0,630

8,72
10,7
12,7

17,2
17,1
16,9

13,7
14,5
15,3

2,80
3,40
3,97

43,1
42,7
42,4

85,0
84,3
83,7

0,286
0,350
0,412

13,8
13,7
13,7

38,6
38,2
38,0

150 . 75 . 9
150 . 75 . 11

15,3
18,6

1950
2360

4,55
5,45

46,8
56,6

48,2
48,0

52,8
53,7

0,783
0,930

13,2
15,9

20,0
19,8

15,7
16,5

4,84
5,78

49,8
49,5

97,9
97,3

0,500
0,598

16,0
15,9

44,6
44,4

150 . 100 . 10
150 . 100 . 12
150 . 100 . 14

19,0
22,6
26,1

2420
2870
3320

5,52
6,50
7,44

54,1
64,2
71,1

47,8
47,6
47,3

48,0
48,9
49,7

1,98
2,32
2,64

25,8
30,6
35,2

28,6
28,4
28,2

23,4
24,2
25,0

6,37
7,49
8,56

51,3
51,0
50,7

103
102
102

1,12
1,32
1,52

21,5
21,5
21,4

52,5
52,4
52,3

160 . 80 . 10
160 . 80 . 12
160 . 80 . 14

18,2
21,6
25,0

2320
2750
3180

6,11
7,20
8,23

58,9
70,0
80,7

51,4
51,1
50,9

56,3
57,2
58,1

1,04
1,22
1,39

16,5
19,6
22,5

21,2
21,0
20,9

16,9
17,7
18,5

6,48
7,63
8,71

52,9
52,6
52,3

105
104
103

0,670
0,789
0,905

17,0
16,9
16,9

47,6
47,5
47,2

200 . 100 . 10
200 . 100 . 12
200 . 100 . 14

23,0
27,3
31,6

2920
3480
4030

12,2
14,4
16,5

93,2
111
128

64,6
64,3
64,1

69,3
70,3
71,2

2,10
2,47
2,82

26,3
31,3
36,1

26,8
26,7
26,5

20,1
21,0
21,8

13,0
15,3
17,6

66,6
66,3
66,0

132
131
130

1,33
1,58
1,81

21,4
21,3
21,2

59,8
59,5
59,2
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Cornières à ailes inégales LNP
ha = a – k hb = b - k

L Arrondis Données constructives Boulons Boulons Surface
a    b    t

mm
r

mm
r1

mm
ha

mm
hb

mm
k

mm
ex

mm
ey

mm
w1

mm
w2

mm
∅max w3

mm
∅max Um

m2/m
Ut

M2/t
tan α

50 . 30 . 4
50 . 30 . 5

4,5
4,5

2
2

41
40

21
20

9
10

17
17

7
7

30
30

M12
M12

0,156
0,156

64,7
52,7

0,356
0,353

60 . 30 . 5
60 . 30 . 7

6
6

3
3

49
47

19
17

11
13

22
22

7
8

35
35

M16
M16

0,175
0,175

51,9
38,1

0,256
0,248

60 . 40 . 5
60 . 40 . 7

6
6

3
3

49
47

29
27

11
13

20
20

10
10

35
35

M16
M16

22
22

M10
M10

0,195
0,195

51,8
37,9

0,437
0,429

75 . 50 . 6
75 . 50 . 8

7
7

3,5
3,5

62
60

37
35

13
15

24
25

12
13

40
40

M20
M20

30
30

M12
M12

0,244
0,244

43,2
33,0

0,435
0,430

80 . 40 . 6
80 . 40 . 8

7
7

3,5
3,5

67
65

27
25

13
15

28
29

9
10

45
45

M20
M20

22
22

M10
M10

0,234
0,234

43,2
33,1

0,259
0.253

90 . 60 . 6
90 . 60 . 8

7
7

3,5
3,5

77
75

47
45

13
15

29
30

14
15

50
50

M24
M24

35
35

M16
M16

0,294
0,294

43,1
32,8

0,442
0,437

100 . 50 . 8
100 . 50 . 10

9
9

4,5
4,5

83
81

33
31

17
19

36
37

11
12

55
55

M24
M24

30
30

M12
M12

0,292
0,292

32,8
26,3

0,258
0,252

100 . 65 . 7
100 . 65 . 9

100 . 65 . 11

10
10
10

5
5
5

83
81
79

48
46
44

17
19
21

32
33
34

15
16
17

55
55
55

M24
M24
M24

38
38
38

M20
M20
M20

0,321
0,321
0,321

36,6
28,9
24,0

0,419
0,415
0,410

120 . 80 . 8
120 . 80 . 10
120 . 80 . 12

11
11
11

5,5
5,5
5,5

101
99
97

61
59
57

19
21
23

38
39
40

19
20
20

50
50
50

80
80
80

M24
M24
M24

45
45
45

M20
M20
M20

0,391
0,391
0,391

32,0
26,1
22,0

0,441
0,438
0,433

130 . 65 . 8
130 . 65 . 10
130 . 65 . 12

11
11
11

5,5
5,5
5,5

111
109
107

46
44
42

19
21
23

46
46
47

14
14
15

50
50
50

90
90
90

M24
M24
M24

38
38
38

M16
M16
M16

0,381
0,381
0,381

32,0
26,1
22,0

0,263
0,259
0,255

150 . 75 . 9
150 . 75 . 11

10,5
10,5

5,5
5,5

130
128

55
53

20
22

53
54

16
16

60
60

105
105

M27
M27

40
40

M20
M20

0,441
0,441

28,8
23,7

0,265
0,261

150 . 100 . 10
150 . 100 . 12
150 . 100 . 14

13
13
13

6,5
6,5
6,5

127
125
123

77
75
73

23
25
27

48
49
50

23
24
25

60
60
60

105
105
105

M27
M27
M27

55
55
55

M24
M24
M24

0,489
0,489
0,489

25,7
21,6
18,7

0,442
0,439
0,435

160 . 80 . 10
160 . 80 . 14
160 . 80 . 16

13
13
13

6,5
6,5
6,5

137
135
133

57
55
53

23
25
27

56
57
58

17
18
18

60
60
60

115
115
115

M27
M27
M27

45
45
45

M20
M20
M20

0,469
0,469
0,469

25,7
21,7
18,7

0,263
0,259
0,256

200 . 100 . 10
200 . 100 . 12
200 . 100 . 14

15
15
15

7,5
7,5
7,5

177
175
173

77
75
73

23
25
27

69
70
71

20
21
22

65
65
65

150
150
150

M27
M27
M27

55
55
55

M24
M24
M24

0,587
0,587
0,587

25,5
21,5
18,6

0,266
0,264
0,262
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NOTATIONS

A Aire d'une section
A0 Aire initiale d'une section
A5 Allongement relatif
a Distance
ad,m,ad,é Coefficient du facteur d’échelle : rupture, limite élastique
arés Degré de sollicitation résultant
ad,(t,c),ad,f… Degré de sollicitation dynamique en traction compression, flexion, …
ad,σ,ad,τ Degré de sollicitation dynamique en contrainte normale ou tangentielle
as,(t,c),as,f… Degré de sollicitation statique en traction compression, flexion, …
as,σ,as,τ Degré de sollicitation statique en contrainte normale ou tangentielle
B Grande largeur
b Petite largeur
C Matrice des coefficients d’influence
C1,C2,C3 Constantes d’intégration
Cf Constante dans le facteur de conception en charge dynamique
C x y Système de coordonnées plan d’une surface
C y z Système d’axes principaux d’une surface
C x y z Système de coordonnées trirectangle
D Matrice des sinus et cosinus directeurs
d Diamètre
d0 Diamètre initial
dA Aire élémentaire
deff,N Diamètre effectif nominal
dF Force élémentaire
dFn Force élémentaire normale
dFt Force élémentaire tangentielle
ds Déplacement élémentaire
dW Travail élémentaire d'une force
E Module d'élasticité longitudinal
e,en,et Vecteurs unitaires des axes
F Force
F Vecteur force ou frontière
f Flèche
fAs Facteur statique d'anisotropie
FB,FC… Réaction des appuis
Fcr Force critique
fa,σ,fa,τ Facteur de résistance dynamique
fcm,(tc), fcm,(f) Facteur de contrainte moyenne en traction compression, en flexion
fcons,tc, fcons,f Facteur de conception en dynamique
fdd Facteur d’échelle en dynamique
fds Facteur statique d'échelle
fds,é facteur d'échelle statique par rapport à Ré
fds,m facteur d'échelle statique par rapport à Rm

fdy,σ, fdy,τ Facteur de service en dynamique
fKs Facteur de couche protectrice
Fm Force maximale à la rupture
FN Effort normal
fNK,nég Facteur de comportement négatif pour la fonte grise
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fNL Facteur de comportement de la fonte grise
fNL,pos Facteur de comportement positif pour la fonte grise
fpl / él Facteur de plasticité : rapport des modules de résistance Zz / Wz

fσ-,s Facteur statique de compression
fR,σ, fR,τ Facteur dynamique de rugosité
FT Effort tranchant
FTy,FTz Composantes de l’effort tranchant selon C y et C z
Ft Force tangentielle
fT,d Facteur dynamique de température
fτ,s Facteur de cisaillement
fTs Facteur statique de température
fTs,é Facteur statique de température (limite élastique)
fTs,m Facteur statique de température, par rapport à la rupture
fTts,é facteur de température longue durée, limite élastique
fTts,m facteur de température longue durée, contrainte de rupture
fV Facteur dynamique de traitement superficiel
G Module de glissement
g Accélération de la pesanteur terrestre
H Grandeur hauteur
HB Dureté Brinell
h Petite hauteur
Ip Moment quadratique polaire de surface
It Moment quadratique de surface en torsion
Ix,Iy Moments quadratiques axiaux de surface
ix,iy,ip Rayons de giration de surface
Ixy Moment produit de surface par rapport à C x y
Iz Moment quadratique axial de surface en flexion
J2,J1,J0 Invariant de l’état de contrainte
K Matrice de rigidité d’un élément (MEF)
KI,KII,KIII Facteur d’intensité des contraintes
K Constante de torsion
k Raideur d'un appui
k Raideur
k Constante en flexion simple
kσ,kτ Exposant dans le diagramme de Wöhler
l Longueur d’une pièce ou d’une barre
l0 Longueur initiale non déformée
λ Degré de sveltesse
λ min Degré de sveltesse minimum
lb Longueur de barre
M Moment d'une force ou d'un couple
M Moment principal
m Coefficient de Poisson
Mi Matrice de tronçon selon Falk
Mf Moment fléchissant
Mt Moment de torsion
nσ Chiffre de soutien
N Nombre de cycles dans le collectif
ND,σ Premier coude sur le diagramme de Wöhler, contraintes normales
ND,τ Premier coude sur le diagramme de Wöhler, contraintes tangentielles
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npl(t,c) Chiffre de soutien plastique : traction - compression
npl,c Chiffre de soutien plastique : cisaillement
npl,f Chiffre de soutien plastique : flexion
npl,σ Chiffre de soutien plastique : contrainte normale
npl,τ Chiffre de soutien plastique : contrainte tangentielle
ν Coefficient de contraction
ω Vitesse angulaire
p Pression
p Paramètre dans un collectif normé
pcrit Pression critique
q Charge linéique
R Résultante générale
Ra,N Amplitude en traction, valeur de base
Raσ,II,inf Amplitude limite en dynamique, type II, contrainte normale
Ras,inf Amplitude limite en dynamique, type I, contrainte normale
Raτ,II,inf Amplitude limite en dynamique, type II, contrainte tangentielle
Raτ,inf Amplitude limite en dynamique, type I, contrainte tangentielle
Rc Rapport des contraintes dynamiques
Rc,é Limite élastique en cisaillement
Rc,m Résistance de rupture en cisaillement
Re Limite apparente d'élasticité, désignation normée
Ré Résistance à la limite élastique, symbole utilisé dans le cours
Ré,- Résistance à la limite élastique, en compression
Ré,N Résistance nominale limite élastique
Rfa,N, Rfa Amplitude en flexion dynamique : selon norme et de pièce
Rfé Résistance à la limite élastique en flexion
Rm Résistance à la traction, désignation selon norme
Rm,- Résistance de rupture en compression
Rm,N Résistance de rupture nominale
Rp0,2 Limite conventionnelle d'élasticité, désignation selon norme
Rpul,N Résistance en charge pulsante selon norme
Rσ,Rτ Rapport des contraintes selon KFM
Rta,N Amplitude en torsion dynamique
Rté Résistance limite élastique en torsion
Scr Coefficient de sécurité crique
Sm Coefficient de sécurité par rapport à la rupture
Smt Coefficient de sécurité en température longue durée
Sret Coefficient de sécurité retenu en charge statique
Ss Coefficient de sécurité statique
Sx Moment statique de surface par rapport à O x
Sy Moment statique de surface par rapport à O y
s épaisseur
T Vecteur force concentrée
T Période
Tetmajer Flambement dans le domaine élastoplastique
Ui Vecteur d’effet d'appui
u,v Coordonnées d’une point d’une surface par rapport à C u v
u Vecteur des déplacements en MEF
V Volume
vσ,vτ Complétude du collectif des contraintes
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Vi Vecteur gauche ou droit de tronçon
W Travail d'une force
Wp Module de résistance à la torsion d’une section circulaire
Wt Module de résistance à la torsion d’une section non circulaire
wu Energie interne par unité de volume
Wz Module de résistance à la flexion par rapport à C z
X,Y,Z Projections de forces sur les axes C x, C y, C z
xC,yC Coordonnées du centre de gravité d’une surface
Xi Effort généralisé
Zz Module de résistance plastique par rapport à C z

Lettres grecques

α Coefficient d'élasticité en traction
αk Coefficient de forme
αk(tc),αk(f)… Coefficient de forme en traction compression, en flexion …
αpl,σ, αpl,τ Coefficient de forme plastique en contrainte normale ou tangentielle
βk(t,c),βk(f)… Coefficient d’effet d’entaille en traction compression, en flexion …
χsi 0 Gradient relatif de contrainte
∆d Déformation diamétrale
∆i Déplacement généralisé
∆l Allongement
∆ϑ Différence de température
∆S Supplément au facteur de sécurité
∆SD Supplément au facteur de sécurité en dynamique
∆z Déplacement selon l'axe C z
δi Déplacement généralisé
Φ Vecteur des contraintes axiales
Φ T Flux de cisaillement
ε Allongement spécifique
ε t Contraction transversale relative
εlim Déformation spécifique limite
η k Sensibilité à l'entaille
γ Angle de glissement
ϕ Déformation angulaire
ϕ* Angle de rotation pour atteindre le système d’axes principaux
ϕ** Angle de la contrainte de cisaillement maximale en état plan
Ω Surface dans le plan de la construction de Mohr
ρ Masse volumique
ρ Rayon de courbure dans une pièce déformée
σ Contrainte normale
σ1 Contrainte principale 1
σa Amplitude de la contrainte normale
σadm Contrainte normale admissible
σcr Contrainte normale critique
σi Contrainte idéale ou de comparaison
σlim,tc, σlim,f… Amplitude limite en charge dynamique : traction compression, flexion, …
σm Contrainte normale moyenne
σo Contrainte normale supérieure
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σu Contrainte normale inférieure
σult,(t,c),σultf… Contrainte ultime en traction – compression, en flexion …
σx,σy Contrainte normale selon C x et C y
τ Contrainte tangentielle
τt Contrainte de torsion
τult,c,τult,t… Contrainte ultime en cisaillement, en torsion , …
τlim,c,τlim,t… Amplitude dynamique limite en cisaillement, en torsion, …
τ Contrainte tangentielle
τxy Contrainte tangentielle dans le plan C x y
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A
Ajustement du collectif des contraintes  364
Allongement après rupture  15
Allongement spécifique  8
Amplitude équivalente  367
Anciens critères de résistance  273
Anneau mince en rotation uniforme 29
Anneau mince sous pression 27
Application de la conservation de l'énergie

214
Application du théorème de Castigliano  218
Autres problèmes de stabilité  194
Axes principaux de gravité  63

C
Cadres
- fermés soumis à une charge répartie  182
- et portiques hyperstatiques  180
- sur deux appuis articulés  180
Calculs
- des efforts normaux 24
- en construction métallique 107
Caractéristiques
- des surfaces planes 49
- du collectif des contraintes  363
Centre de cisaillement 96
Cercle
- de Mohr des contraintes 43
- de Mohr-Land : 64
- de Mohr-Land : Axes conjugués quelconques

66
- de Mohr-Land : Justification 66
Charges
- à haute ou basse température  299
- linéique constante 80
- par chocs  299
- statique, contraintes locales  350
- statique, contraintes locales , valeurs des

contraintes  350
- statique, contraintes locales, caractéristiques
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contrôle  357
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contrôle  349
- dynamiques  296
- mixtes 85
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- réparties par tronçons 83
- réparties quelconques 81

Charges statiques  295
Chiffre de soutien 107
Cisaillement
- profilé UNP  97
- dans les sections dissymétriques  96
- dans les sections symétriques  92
- simple  37
Coefficient de Poisson  9
Coefficients de forme
- plastique  352
- combinaison des coefficients  306
- dans les pièces cylindriques  304
- dans les plaques entaillées  301
- Définition  300
Coefficients de sécurité  21
Coefficients d'effet d'entaille
- définition  307
- Arbre / moyeu  313
- Assemblage arbre - moyeu  314
- Calcul  311
- Chiffre de soutien  310
- Gradient relatif de contrainte  309
- Méthode de Neuber  308
- Méthode de Thum  308
Collectifs
- des contraintes  360
- normés  366
- collectif à complétude binomiale  366
- collectif à complétude exponentielle  366
- Complétude du collectif des contraintes  363
Comportement
- des aciers  105
- des matériaux métalliques  315
Compression simple  17
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- sur les anneaux à parois minces  244
- sur les contraintes dynamiques  358
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- du cercle de Mohr 44
- du cercle de Mohr-Land : 64
- du collectif des contraintes  361
- graphique des Mf 74
- simplifiée du diagramme de Wöhler  367
Contraction transversale  8
Contrainte
- de compression  18
- de flexion  87
- de torsion  112
- de traction  6
- normale  5
- tangentielle  38
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