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INTRODUCTION

En cette année, la ville de Bale féte le 14 avril 2007 avec honneur le troisiéme centenaire
de la naissance du mathématicien universel Leonhard Euler (1707-1783), scientifique qui
démontra la solution du probléme du flambement des pieces élancées sous 1’effet de forces
compressives. La solution de 1’équation différentielle fait partie intégrante de tout cours sur la
résistance des matériaux, voir le chapitre 9 dans le texte.

Voici une description bréve du document sur 1’application de la résistance des matériaux a
la conception de machines.

Chapitres 1 a 3

Les trois premiers chapitres traitent le calcul des picces sollicitées par des efforts de
traction, de compression et de cisaillement simples a partir des principes et hypothéses de
base en calcul ¢lastique. L’état de contrainte plan peut alors se discuter dans les applications
¢lémentaires.

Chapitre 4

La résistance des matériaux ¢lémentaire traite principalement la recherche des contraintes
et des déformations dans les pieces longues appelées barres ou poutres. Les dimensions des
surfaces transversales interviennent dans 1’étude et sont exposées en détail dans ce chapitre.

Chapitre 5

La plupart des pieces longues sont sollicitées et déformées principalement par la flexion.
Ce chapitre traite avec beaucoup de soin la répartition des efforts dans les poutres sollicitées
par des forces concentrées ou réparties. La théorie de la répartition de la contrainte de flexion
¢lastique a partir de I’hypothése de Bernoulli, autre scientifique balois célébre, permet
d’exposer les relations classiques de la flexion. La présence simultanée de la flexion et du
cisaillement, I’importance de la flexion dite déviée et le comportement élasto-plastique des
matériaux sont traités.

Chapitre 6
La torsion des barres a sections circulaires, a sections annulaires fermées quelconques et a
sections non circulaires quelconques est discutée dans ce chapitre.

Chapitre 7
La recherche des déformations en flexion des poutres représente une grande partie du
travail ingrat de I’ingénieur en conception de machines ou en construction métalliques. Ces
déformations peuvent se calculer :
- en appliquant la relation différentielle tirée de I’expression du rayon de courbure d’une ligne
plane.
- par la méthode de la poutre conjuguée utilisant ’analogie existante entre les relations
différentielles des efforts et des déformations.
- par ’introduction de 1’équation dite des trois moments permettant de résoudre ¢légamment
les problémes statiquement déterminés et les problémes hyperstatiques.
- par la méthode de la matrice de transmission utilisant simultanément les propriétés des
efforts et des déformations. Cette méthode représente une premicre approche dans la
méthode des ¢léments finis.

Chapitre 8

A partir des connaissances acquises dans les sept premiers chapitres, il est possible de
discuter la répartition des efforts intérieurs dans les structures, de combiner les diverses
contraintes, d’examiner les divers cas particuliers, de rechercher les valeurs du cisaillement au
moyen de diverses hypothéses simplificatrices.
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Chapitre 9

La stabilit¢ des picces élancées a section constante sous forces compressives utilise la
solution proposée par Leonhard Euler et les compléments en comportement élasto-plastiques.
Plusieurs problémes de stabilité sont exposés, en particulier la méthode de Vianello sur la
stabilité des pieces €¢lancées a sections variables par trongons.

Chapitre 10

Le principe de la conservation des énergies est aussi applicable en résistances des
matériaux. La conservation de I’énergie potentielle ¢lastique accumulée dans la structure et la
somme des travaux des efforts extérieurs se font équilibre. Le théoréme de réciprocité énoncé
par Maxwell et complété par Betti, le théoréme de Castigliano, les méthodes de Mohr et de la
multiplication des diagrammes facilitent la recherche des déformations et des efforts inconnus
dans les problémes isostatiques et hyperstatiques.

Chapitre 11

Les relations fondamentales de [I’élasticité : tenseur des contraintes et tenseur des
déformations, la construction graphique du tricercle de Mohr, état de contraintes et de
déformations plan et spatial sont présentés dans ce chapitre. La combinaison des contraintes
de nature différente interviennent dans la définition des divers critéres de résistance.

Chapitre 12

Une structure mécanique peut étre soumise a des charges exceptionnellement statiques, le
plus souvent variables en fonction du temps. L’effet de chocs, de la température ou de la
présence de fissuration peut modifier le comportement des pieces. La plupart des picces
mécaniques sont a section variable ou sont équipées d’appuis et d’éléments de machines. La
théorie ¢élémentaire de la résistance des matériaux ne permet pas de trouver la répartition des
contraintes dans les sections dites entaillées. L’introduction des notions de coefficient de
forme, de coefficients d’effet d’entaille, de gradient de contrainte, de chiffre de soutien cerne
mieux la solution probable. Le comportement des matériaux métalliques dépend de nombreux
facteurs en charges statique et dynamique : facteurs d’échelle, facteur d’anisotropie, facteur
d’effet de température, facteur de rugosité, facteur de contrainte moyenne, etc.

Chapitre 13
La méthode générale de calcul en résistance des matériaux pour piéces mécaniques
distingue trois types de structure : le modele poutre (1D), le modéle plaque (2D), le modele
spatial (3D). Cette méthode utilise en :
1. Contréle en charge statique : la vérification de la structure s’effectue soit a partir des
contraintes nominales, calculées au moyen de la résistance des matériaux élémentaire, soit
a partir des contraintes locales.
2. Controle en charge dynamique : la vérification de la structure s’effectue soit a partir des
contraintes nominale, soit a partir des contraintes locales.
En charge dynamique, la vérification définit le type de collectif des amplitudes de contraintes
dynamiques, le diagramme de Wohler et essaie de prévoir la durée de vie des piéces.

Annexes

Le document est complété par les tables des profilés utilisés dans la construction
métallique, une liste des notations utilisées, une bibliographie et un index des propriétés
principales.
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CHAPITRE 1

TRACTION SIMPLE

1.1 EFFORTS ET CONTRAINTES

La résistance des matériaux poursuit essentiellement deux buts :

1. Connaissant les caractéristiques mécaniques des matériaux et les efforts extérieurs en pré-
sence dans une picce, elle sert a trouver ou a justifier les dimensions transversales des
pieces de telle sorte que les contraintes et les déformations restent admissibles.

2. Toutes les dimensions de la piece étant connues et les efforts extérieurs déterminés, elle
permet la recherche des contraintes et des déformations subies par la piece en étude.

La résistance des matériaux ¢lémentaire permet de calculer, a partir d’un certain nombre
d’hypothéses souvent fortement simplificatrices, les dimensions des pieces de machines afin
qu'elles supportent sans dommage les efforts auxquels elles sont sollicitées.

1.1.1 HYPOTHESES INITIALES

La résistances des matériaux utilise les hypothéses simplificatrices suivantes :

1. La matiére est homogene c’est-a-dire de méme constitution physique et de méme structure
dans tout le volume de la piece.

2. La matiere est isotrope c’est-a-dire ses propriétés mécaniques sont les mémes en tout point
du corps et en tout sens. Il s’agit 1a d’une des premieres approximations mise en défaut par
les maticres fortement anisotropes comme la fonte grise ou par les profilés laminés.

3. La matiére est parfaitement ¢élastique c’est-a-dire qu’apres élimination des efforts exté-
rieurs, la piece reprend immédiatement ses dimensions primitives.

4. Les sections transversales dans la picece, initialement planes et perpendiculaires aux
« fibres » longitudinales avant déformation, demeurent planes apreés déformation. Cette
hypothése a été énoncée par Bernoulli et Navier.

5. Dans le domaine dit ¢lastique, la matiere obéit a la loi de proportionnalité : les contraintes
sont proportionnelles aux déformations. Les contraintes et les déformations sont liées par la
loi de Hooke. Cette loi linéaire permet d’appliquer le principe de superposition des forces
et des déformations a la résistance des matériaux.

1.1.2 REDUCTION D’UN SYSTEME DE FORCES EXTERIEURES

La résistance des matériaux élémentaire étudie la répartition des efforts intérieurs dans les
corps de forme trés simple, essentiellement les barres et poutres rectilignes, coudées ou
curvilignes. Ces pieces présentent généralement une ligne moyenne, lieu des centres gravité
des différentes sections. Cette ligne moyenne définit la dimension longitudinale. Les
¢épaisseurs sont alors les dimensions transversales. Les points disposés identiquement sur des
sections planes, normales a la dimension principale, jouissent de propriétés semblables. On
suppose que ces points appartiennent a des « fibres » paralléles a 1’axe longitudinal de la
piéce. La ligne moyenne est dénommeée « ligne moyenne » ou « fibre moyenne », figure 1.1.
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Sections normales

Ligne moyenne

Figure 1.1 Ligne moyenne dans une picce a section variable

Soit une barre prismatique en équilibre statique soumise a I’action d’un ensemble d’efforts
extérieurs. Coupons en pensée cette piece par une section perpendiculaire a la fibre moyenne.
Isolons par exemple le trongon droit soumis :

1. A l’action des efforts extérieurs, forces ou couples de forces, appliqués initialement a cette
partir isolée.

2. A D’action des efforts intérieurs, dus a la cohésion de la matiére constituant la picce. Ces
efforts représentent l'action du trongon gauche supprimé sur la section d’aire A.

La réduction des efforts extérieurs, exercés sur le trongon de gauche, au centre de gravité C de
la section normale, donne dans le cas général, figure 1.2 :

1. Une résultante générale : R=XF gauche,
décomposable en :
- un effort normal Fy suivant la normale a la section ;
- un effort tranchant Fr placé dans le plan de la section droite.

2. Un couple principal de moment : Mc)=Z & A Fi gauche,
décomposable en :
- un moment de torsion M, suivant la normale a la section,
- un moment fléchissant My situé dans le plan de la section droite.

Figure 1.2 Réduction des efforts extérieurs au centre de gravité C de la section d’aire 4

Cette réduction des efforts extérieurs au centre de gravité C de la section fait apparaitre les

définitions suivantes :

1. Effort normal : somme algébrique des projections sur la normale a la section plane de
toutes les forces extérieures situées d’un méme coté de cette section.

2. Effort tranchant : somme vectorielle des projections sur le plan de la section droite de
toutes les forces extérieures situées d’un méme coté de cette section.
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3. Moment fléchissant : somme vectorielle des projections sur le plan de la section droite des
moments de forces et des couples de forces extérieurs situés d’'un méme coté de cette
section, la réduction s’effectuant au centre de gravité C.

4. Moment de torsion : somme algébrique des moments par rapport a la normale a la section
droite passant par le centre de gravité C, de toutes les forces et couples extérieurs situés
d’un méme coté de cette section.

L’effort tranchant et le moment fléchissant sont a leur tour décomposés en composantes
rectangulaires suivant les axes principaux de gravité de la section plane. L’¢tude générale de
la réduction des efforts extérieurs permet de mettre en évidence six composantes
rectangulaires. Souvent, les problémes a résoudre sont plus simples et les cas suivants pour les
picces rectiligne peuvent intervenir :

1. Les forces extérieures sont toutes situées dans un plan de symétrie de la piece : seuls les
efforts normaux et tranchants, les moments fléchissants peuvent exister.

2. Les forces extérieures sont situées dans un plan de symétrie de la piece et sont toutes
perpendiculaires a I’axe rectiligne de la poutre : seuls les efforts tranchants et les moments
fléchissants peuvent exister.

1.1.3 CONTRAINTES NORMALES ET TANGENTIELLES

La résistance des matériaux utilise fréquemment des coupes imaginaires planes dans les
picces en étude. Les forces appliquées dans la coupe proviennent de 1’action du trongon
supprim¢é sur la partie restante. Ces forces, exprimant la continuité et la cohésion de la
maticre, sont réparties sur toute 1’étendue de la section. L’effet résultant correspond aux
efforts extérieurs et satisfait aux conditions d’équilibre statique du trongon isol¢.

Figure 1.3 Forces élémentaires sur une surface élémentaire d4

Découpons une surface élémentaire d4 repérée par rapport a un systémes de coordonnées
trirectangle C x y z. La force élémentaire dF, décomposable en deux composantes rectan-
gulaires, est appliquée sur cette surface ¢lémentaire d4. Les composantes sont :

1. une composante normale a la coupe dF, ;
2. une composante tangentielle dF; située dans le plan de la coupe.

Ces deux composantes rectangulaires sont reliées a la force élémentaire totale par la somme
vectorielle :

dF = an + dFt
La contrainte normale, désignées par la lettre grecque sigma, est définie par le quotient de la
composante normale par I’aire de la surface ¢lémentaire :
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La contrainte tangentielle, désignée par la lettre grecque tau, est définie par le quotient de la
composante tangentielle par 1’aire de la surface élémentaire :

O =

t

u

T=

1.2 CONTRAINTE DE TRACTION

Soit une pi¢ce prismatique a fibre moyenne rectiligne et section constante. La picce reste
en équilibre statique sous I’action de deux forces extérieures égales et directement opposées :

ﬁ]z-ﬁz ou IE1+I32:O.
Ces deux forces sont appliquées aux centres de gravité des sections terminales de la barre.

1.2.1 EQUILIBRE ET FORCES INTERIEURES

Coupons la piece en un endroit quelconque, perpendiculairement a la fibre moyenne, et
isolons soit le trongon gauche, soit le trongon droit. En supposant la partie droite supprimée
en pensée, il faut appliquer dans la coupe imaginaire un effort normal F de fagon a maintenir
I’équilibre du trongon gauche. L’équilibre de translation de cette partie s’écrit :

ZXZOZ FN—F1:0 ou FN:Fl.

La force Fy est appliquée au centre de gravité C de la section droite, figure 1.4. L’équilibre du
trongon de droite s’exprime par :

XX=0: F,—Fn=0 ou n=F).

ly Ag Trongon gauche isolé Trongon droit isolé

Figure 1.4 Piéce rectiligne sollicitée en traction simple

La piece est en traction simple ou en extension simple. Les efforts dans la section droite,
placés au centre de la surface, sont les suivants :

- Effort normal : Fn#0.
- Effort tranchant : Fr=0.
- Moment fléchissant :  My=0.
- Moment de torsion :  M;=0.

1.2.2 CONTRAINTE NORMALE

L’effort normal Fy étant placé au centre de gravité C de la section droite, nous pouvons
admettre que cette force est la résultante de forces ¢élémentaires dF, paralléles a Fy, et
proportionnelles a I’étendue de la surface. L’effort normal est donc réparti uniformément sur
toute 1’aire de la surface.

La contrainte de traction se trouve par :
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szFN :&. (1.1)

Divisons 1’aire de la surface plane en surfaces élémentaires d’aire d4 = dy " dz. Chaque surface
élémentaire est soumise a I’action d’une force normale élémentaire dFy. Comme la répartition
de la force normale totale est supposée uniforme sur toute 1’étendue de la section, le quotient
de la force par I’aire correspondante est constant pour toute aire ¢lémentaire. Ce quotient vaut
ainsi Fn/A, figure 1.5.

dy

K77 /117777 F
777777727

Figure 1.5 Répartition des forces normales €¢lémentaires et valeur de la contrainte

Remarques :

1. Chaque fois que la force normale Fy est la résultante unique au centre de gravité de toutes
les forces extérieures appliquées sur le trongon €éliminé en pensée de la poutre rectiligne,
nous pouvons admettre une répartition uniforme de la contrainte normale sur toute
I’étendue de la section.

2. La forme géométrique de la section, plane ou creuse, ne joue aucun réle sur la répartition
de la contrainte normale dans la section.

3. Si la piece est a section progressivement variable, nous pouvons encore admettre que la
relation fondamentale reste valable.

4. Si la section transversale varie brusquement, la contrainte normale réelle peut devenir
plusieurs fois celle calculée par la relation fondamentale en traction simple. Il y a
concentration d’efforts et une répartition non uniforme de la contrainte dans la section
droite. Cette remarque est aussi valable aux extrémités de la piece l1a ou les forces de
traction extérieures sont appliquées.

1.2.3 DEFORMATIONS

Sous I’effet des forces extérieures F; et F,, la barre, de longueur initiale /, et de section
droite d’aire A, subit des déformations : un allongement dans le sens axial, une contraction
dans le sens transversal.

1.2.3.1 DEFORMATION AXIALE

En traction simple, la déformation axiale est la principale déformation de la picce.
L’allongement de la barre A/ est la différence entre la longueur actuelle de la barre /, sous
I’action de I’effort normal Fy, et la longueur initiale /j :

Al=1—1.
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Pour caractériser le comportement de la matiére et pour comparer les résultats d’essai, on
préfere toutefois indiquer I’allongement relatif ou I’allongement spécifique ¢ par le rapport
suivant :

E= =—. (1.2)

L’allongement spécifique ¢ est la fraction de longueur déformée de la barre. Il s’exprime en
pour-cent ou en pour-mille.

1.2.3.2 LOI DE HOOKE ET MODULE D’ELASTICITE

En chargeant progressivement une barre de dimensions déterminées par deux forces
axiales directement opposées, nous pouvons constater que la déformation axiale dépend de la
nature de la maticre utilisée, de la longueur initiale /y, de I’aire de la section transversale 4 et
de I’effort normal Fn. Ces grandeurs sont reliées entre elles par la /loi de Hooke. L’allon-
gement se trouve par 1’expression :

F 1, F.-l, ol

1
- = . 1.3
E A E (1-3)
Avec : a coefficient d’élasticité en traction. Ce coefficient est trés peu utilisé en pratique.
E module d’¢élasticité en traction, nommé parfois module de Young.

Al=c-

Les valeurs du coefficient d’¢lasticité ou du module d’¢lasticité sont des grandeurs relevées
expérimentalement, lors de 1’essai de traction. Par exemple, les aciers ordinaires au carbone
utilisés dans la construction de machines présentent des modules d’¢lasticité compris entre 20
et 22:10* N/mm?, soit en moyenne 21-10* N/mm”.

En combinant les relations de la déformation et de définition de la contrainte normale de
traction, nous pouvons €crire successivement :

Al 1
E=—=—0,
I, E
ou encore : o=¢ E. (1.4)

La contrainte de traction est proportionnelle a 1’allongement spécifique et au module
d’¢lasticité. Cette relation fait ressortir le fait que dés qu’il y a contrainte, il y a allongement
proportionnel et vice versa. La loi de proportionnalité, énoncée par Hooke, est le point de base
de toute la théorie ¢élastique de la résistance des matériaux. Dans les calculs pratiques de
picces métalliques, nous pouvons généralement confondre les longueurs de référence /y et
actuelle /, car les déformations axiales restent toujours tres faibles vis a vis des dimensions
primitives des piéces.

1.2.3.3 DEFORMATIONS TRANSVERSALES

La déformation transversale peut se définir simplement sur une barre a section circulaire
de diametre initial dy. Sous I’action de I’effort normal Fy, le diameétre de la piéce diminue a la
valeur d. Définissons :

1. La contraction transversale par la variation de diameétre : Ad = d - d.
2. La contraction transversale spécifique ou relative par :

_d_do_A_d
Cod dy

&



1. Traction simple

La contraction transversale & s’exprime généralement en pour-cent ou en pour-mille. Elle est
négative. Le coefficient de contraction est égal au rapport de la contraction transversale a la
déformation longitudinale, changée de signe :

L’inverse du coefficient de contraction est le coefficient de Poisson m. Il y a souvent
confusion dans I’appellation de ces deux coefficients. Par exemple, les aciers au carbone de
construction présentent un coefficient de Poisson m = 10/3 ou un coefficient de contraction v
=0,3.

La déformation transversale de la piéce est habituellement négligée quant a sa grandeur dans
les applications courantes. Par contre, elle ne peut pas étre oubliée lorsqu’il s’agit de trouver
la répartition des contraintes a partir d’'une mesure extensométrique. Si la piéce n’est pas
circulaire, les relations proposées restent encore valables. Pour une piéce a section
rectangulaire de dimensions transversales b et 4, nous pouvons définir la contraction
transversale spécifique par :

Le coefficient de contraction se définit comme précédemment pour la section circulaire.

1.2.3.4 ENERGIE ELASTIQUE ACCUMULEE DANS LA BARRE

Le travail élémentaire d’une force F est égal au produit scalaire de cette force par le
déplacement élémentaire ds du point d’application de cette force. En traction simple, force et
déplacement sont alignés. Le travail élémentaire est alors donné par le produit algébrique des
deux grandeurs. Le travail total est ¢gal a la somme des travaux élémentaires. Dans le
domaine d’application de la loi de Hooke, c’est-a-dire dans le domaine dit élastique, la force
axiale est proportionnelle a la déformation, le facteur de proportionnalité étant la raideur de la
barre définie par I’expression :

(LB R _AE
dAl Al [
Le travail élémentaire se calcule alors par dW = F'dAl = k Al dAl. Le travail total pour
déformer la barre de A/ produit par la force axiale variant de zéro a la valeur maximale Fy se
trouve par :
AR RN
==

Si le travail produit par la force extérieure est entierement accumulée dans la piéce
parfaitement élastique, sans pertes, ce travail est a 1’¢tat latent sous forme d’énergie élastique.
Représentons par W, cette énergie interne. Nous pouvons donc écrire :
E, Al
W, =W, =-——,
N 2

Calculons I’énergie interne par unité de volume w, en divisant cette derniere expression par le
volume de la barre V=4[ et en remplagant Fy par o' A4 et Al par o l/E :

/4 _O'AO'Z_O'2

u

Fx
Won = [k Al dAI=k

"V 241E 2E
Cette derniére expression est la relation générale de 1’énergie élastique interne d’une picce
soumise a une contrainte normale de traction.
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1.2.3.5 VARIATION RELATIVE DE VOLUME

Sous I’effet de la force de traction, la barre s’allonge dans le sens axial et se contracte
dans le sens transversal. Proposons-nous de trouver la variation relative de volume de la barre
apres déformation. Soit une barre de longueur initiale /y, section rectangulaire de largeur b, et
de hauteur /. Le volume initial de cette piéce simple se trouve par: Vo = by ho lp. Apres
application de la force normale Fy, les déformations sont :

Al:l—lozé‘l(),
Abzb—bozé‘tbo.
Ah:h—hozé‘tl’lo.
En introduisant &, = - v &, le volume de la barre aprés déformation se trouve par les produits :
V=bhl=by(1-ve)hy(1-ve)ly(l+&=boholo(1+&(1-ve).

La variation de volume vaut AV=V -1y =V, [(1 + & (1 - ve )2 — 1]. Développons cette
expression et déterminons la variation relative de volume :

AV
—=1-2ve+Ve+e-2ve +vie ~1.
4
En négligeant les termes au carré et au cube, la variation relative de volume vaut :
AV
—=(1-2v)-e
V.

0

L’expérience montre que le double produit du coefficient de contraction est inférieur a 1. La
valeur entre parenthéses reste toujours positive. Une barre en traction simple subit donc
toujours une augmentation de volume sous 1’effet de 1’effort normal positif.

1.3 ESSAI DE TRACTION

La résistances des matériaux est une science essentiellement pratique. Elle utilise
constamment les caractéristiques mécaniques des matieres afin de pouvoir décider si la
sécurité d’une construction est suffisante ou non. Parmi tous les essais, 1’essai de traction
simple sur éprouvette normalisée permet d’obtenir les valeurs fondamentales de résistance.

1.3.1 MACHINE DE TRACTION

Les résultats obtenus dépendent non seulement de 1’éprouvette, mais également de
I’équipement et du mode opératoire. La machine d’essai oléohydraulique verticale est
constituée le plus souvent par les composants suivants.

1. Un bati comprenant un socle sur lequel est fixé un cadre composé de deux ou quatre
colonnes et d’une traverse supérieure supportant un vérin hydraulique a frottement des plus
réduits.

2. Un cadre mobile, guidé sans frottement a I’intérieur du cadre fixe, déplacé par I’action du
piston du vérin hydraulique. Cette disposition particuliére des deux cadres permet d’opérer
dans diverses conditions et d’effectuer des essais de traction, de compression, de
cisaillement, de flexion et de dureté superficielle.

3. Un groupe générateur de pression comportant une pompe volumétrique produisant une
pression comprise habituellement entre 200 et 500 bars, un régulateur de débit, un limiteur
de pression maximale et un robinet de décharge.
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1. Traction simple

4. Un dispositif de mesure de la force produite par le vérin. Cet équipement est généralement
composé d’une conduite de mesure, séparée de la conduite d’alimentation afin de tenir
compte de la perte de charge due a I’écoulement du fluide, d’'un mécanisme manométrique.

5. Un dispositif de mesure de la déformation axiale de 1’éprouvette de traction constitué¢ par
un mécanisme appelé extensomeétre. La déformation est généralement transmise au pupitre
de mesure, soit amplifiée mécaniquement, soit le plus souvent sous forme d’un signal
¢lectrique.

2. Cadre mobile -

(L il

1. Bati —]

=3 _ S UTAT

] 1 /
j Q 4. Dispositif de mesure
i t ‘ |

3. Groupe générateur

5.Extensometre

Figure 1.6 Représentation schématique d’une machine d’essai oléohydraulique
Composants : machine a deux cadres, générateur de pression et poste de mesure (Amsler).

Dans la machine d’essai oléohydraulique, le régulateur de débit assure une alimentation a
débit constant quelle que soit la pression a I’intérieur du cylindre. La grandeur d’entrée de
cette machine d’essai est donc le déplacement du cadre mobile par rapport au cadre fixe et
non la valeur de la force produite.

Le relevé graphique de la force axiale dans I’éprouvette en fonction de la déformation
mesurée sur une distance déterminée porte le nom de diagramme de traction. Pour pouvoir
comparer les diverses maticres et des éprouvettes de formes différentes, ce diagramme est
modifi¢ en portant en abscisses 1’allongement spécifique ¢ et en ordonnées la contrainte
normale o.

1.3.2 CARACTERISTIQUES MECANIQUES RELEVEES

L’essai de traction a pour but de déterminer les grandeurs mécaniques définies ci-apres. A
cet effet, I’éprouvette est soumise a I’action d’une traction croissante, uniaxiale et si possible
homogeéne, sur toute la longueur de mesure. Généralement, 1’essai est poursuivi jusqu’a la
rupture de I’éprouvette, la température d’essai étant la température ambiante.
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1.3.2.1 EPROUVETTE DE TRACTION

La longueur entre reperes est la longueur de la partie cylindrique ou prismatique de
I’éprouvette, fixée par deux reperes servant a la mesure de la déformation pendant 1’essai. La
longueur initiale entre reperes /y est la distance entre les reperes avant toute mise en charge.
Généralement, cette longueur dépend de 1’aire de la section de mesure. Elle vaut [, = 5.65°
(40)™ pour I’éprouvette prismatique, Io = 5 do pour I’éprouvette cylindrique.

N6 ——p 4 N6
N v 4 — A

L hﬁ_b —T{ Jd /B —
|- IO _I

t ly -

[
\

Figure 1.7 Eprouvettes cylindriques et prismatiques de traction

L’éprouvette est amarrée dans les tétes d’amarrage de la machine d’essai soit par des bagues
pour I’éprouvette cylindrique, soit par des coins rainurés pour 1’éprouvette prismatique.

1.3.2.2 DOMAINE DES DEFORMATIONS ELASTIQUES

Pour les mati¢res métalliques comme les aciers de construction au carbone, la déformation
de I’éprouvette est tout d’abord proportionnelle a la charge appliquée. Toutes les sections
transversales, entre les points de mesure, subissent le méme effort normal Fn. La contrainte
est, a chaque instant de 1’essai, le quotient de la charge par 1’aire de la section initiale 4y de la
partie calibrée, figure 1.11.

o=—.

AO
Dans le domaine de proportionnalité, si ’on réduit la charge axiale, I’éprouvette retrouve ses
dimensions primitives. La déformation est dite ¢lastique. En vérité, la plupart des matériaux

laissent subsister une 1égeére déformation résiduelle, dite sub-permanente, qui disparait apres
quelques minutes ou méme apres quelques heures.

Wi | 0 [ o/
t'_l; | 0,2% O,ZL_:_
> | - i} |
=
°
s s :
o g
-
o« o«

Allongement spécifique &=Al/l,

Figure 1.8 Diagramme de traction avec limites conventionnelle d’¢élasticité
et apparente d’¢élasticité

La norme définit conventionnellement les limites d’élasticit¢ de 1’éprouvette par des
allongements de grandeurs déterminées, figure 1.8 :

1. La limite conventionnelle d’élasticité a 0,2%, symbole Ry, est la contrainte correspondant
a un allongement permanent de 0,2 %. Cette contrainte est déterminée par le dessin sur le
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1. Traction simple

diagramme de traction. Elle est utilisée a la place de la contrainte a la limite apparente
d’¢élasticité si cette derniere ne peut pas étre relevée sur le diagramme.

2. La limite conventionnelle d’élasticité, symbole R,, est la contrainte correspondant a un
allongement permanent qui s’établit aprés décharge. Ry, est le symbole de la limite
conventionnelle d’¢élasticité a 0,2 % d’allongement.

3. La limite ¢élastique correspond théoriquement a la contrainte a laquelle apparait le premier
allongement permanent. La détermination univoque de cette limite échappant a la
technique de mesure, on définit comme limite élastique, la limite conventionnelle
d’¢élasticité R, correspondant & un allongement de 0,005 % pour les aciers et les métaux non
ferreux, de 0,02 % pour les métaux légers, symboles Rpo,005 €t Rpo 02

1.3.2.3 DOMAINE DES GRANDS GLISSEMENTS

La contrainte de traction augmente encore dans 1’éprouvette pour atteindre finalement, si
ce point est repérable, la limite apparente d’élasticité. La contrainte a la limite apparente
d’¢lasticité, symbole Re, est la contrainte a laquelle le diagramme de traction présente une
discontinuité accompagnée d’un allongement permanent sensible. Lorsqu’il se produit une
chute sensible de la charge, on distingue :

1. R la contrainte a la limite supérieure d’élasticité qui correspond au premier coude du
diagramme de traction.

2. Re la contrainte a la limite inférieure d’¢€lasticité qui correspond a la contrainte qui s’établit
ensuite sous un allongement permanent sensible.

Par la suite, le métal s’écrouit fortement. Sa structure se modifie de fagon a mieux résister a
I’effort axial, ce qui se traduit par 1’apparition de stries et par 1’écaillage des surfaces brutes de
laminage. Ce phénomeéne s’accompagne d’allongements brusques se traduisant par une baisse
de la charge axiale sur I’éprouvette suivie d’une nouvelle augmentation de la charge.

1.3.2.4 DOMAINE DES GRANDS ALLONGEMENTS PERMANENTS

La charge axiale croit a nouveau de maniére sensible comme si 1’éprouvette s’était
consolidée. La contraction transversale s’accentue et bientét une diminution localisée de
section se produit dans la partie la plus faible de 1’éprouvette. La charge maximale Fy, est la
plus grande charge supportée par I’éprouvette. La résistance a la traction Ry, est le quotient de
la charge maximale par I’aire de la section initiale :

Au moment de la rupture de 1’éprouvette, la contrainte normale dans la section la plus faible
est plus élevée que cette contrainte R,. L’allongement apres rupture est le rapport entre
I’accroissement permanent de longueur /, —/y a la longueur initiale entre repére /y, exprimé en
pour-cent.. Le symbole de I’allongement apres rupture, rapporté a la longueur entre reperes 5
d, est malencontreusement As.

La longueur entre reperes apres rupture de I’éprouvette /, est la distance entre les repeéres,
mesurée en joignant convenablement les deux trongons de fagcon que leurs axes longitudinaux
soient sur une méme droite.

Pendant I’essai de traction, 1’accroissement uniforme de la contrainte ne doit pas dépasser 10
N/mm? par seconde dans le domaine des déformations élastiques. Dans les divers domaines
des déformations permanentes, des vitesses plus élevées sont autorisées pour le déplacement
du piston du vérin.
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1.3.2.5 DIAGRAMME DE TRACTION IDEALISE

Le diagramme de traction différe en intensité et en allure suivant la matiere testée. Par
exemple, les aciers doux au carbone possédent une résistance a la traction modeste, mais un
grand allongement de rupture, tandis que les aciers a haute résistance possedent un
allongement de rupture trés réduit. Le calcul des pieces de machines s’effectue le plus souvent
seulement dans le domaine élastique des déformations. Certains éléments de machines
peuvent travailler partiellement dans le domaine des déformations permanentes.

Wit N
I Domaine élastique

|

—J

Domaine plastique o

Contrainte G~

|
|
|
[
t
I
I
.

Allongement spécifique € =%

]

Figure 1.9 Diagramme idéalisé de traction avec deux domaines distincts

Pour contréler des piéces travaillant dans les deux domaines de déformation et faciliter la
mise en équation, le diagramme de traction est idéalis¢ au moyen de deux domaines a
caractéristiques sigma = fonction(allongement) rectilignes :

1. Domaine parfaitement élastique : Dans ce domaine, la contrainte normale dans la pi¢ce est
proportionnelle a la déformation spécifique, le facteur de proportionnalité¢ étant le module
d’¢élasticité.

2. Domaine parfaitement plastique : Dans ce domaine, la contrainte normale reste constante et
indépendante de la déformation subséquente. Cette contrainte correspond a la contrainte a
la limite inférieure d’¢lasticité R.. pour les aciers doux. Pour les aciers ne présentant pas
cette limite, la contrainte de plasticité¢ correspond a la limite conventionnelle d’¢élasticité
Rpo,2 par convention.

1.3.3 CARACTERISTIQUES MECANIQUES DES MATIERES

Les caractéristiques mécaniques moyennes des matiéres utilisées dans la construction de
machines sont données dans le tableau 1.1 a la page suivante. Les modules d’¢lasticité et de
glissement sont connus en général avec une précision de £ 5 a £ 10 %. Dans les calculs, nous
pouvons introduire les valeurs du tableau a défaut de renseignements plus précis.

Le module d’¢lasticité¢ de la fonte grise varie avec la nuance et I’épaisseur de la paroi de
moulage. Le diagramme de Collaud indique la valeur du module d’élasticité initial en
fonction de ces deux grandeurs. La fonte grise présente une caractéristique non linéaire entre
la contrainte normale et la déformation axiale, le module d’¢lasticité¢ diminuant lorsque la
contrainte augmente. Habituellement, nous admettrons dans les applications simples un
module d’élasticité constant pour cette matiére et nous corrigerons éventuellement les
résultats par la suite au moyen de coefficients appropriés.
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1. Traction simple

Tableau 1.1
Modules d’élasticité et de glissement, coefficient de Poisson
Modules Coefficient de
Matiéres d’élasticité de glissement Poisson
E en N/mm? G en N/mm’ m

Aciers profilés 210 000 81 000 10/3
Aciers moulés 210 000 83 000 33a4
Fonte malléable 170 000 68 000 4
Fonte grise 9212 10* 36248 10° 4
Cuivre 130 000 50 000 10/3
Bronze 115000 44 000 10/3
Laiton 98 000 38 000 10/3
Duralumin 72 000 28 000 10/3
Silafont 76 000 29 000 10/3
Electron 45 000 17 000 10/3
Bois de coniféres
| aux fibres 10 000 5000
1 aux fibres 300
Bois de feuillus
|| aux fibres 12 500
1 aux fibres 600
Verre de Jena 74 000 30 000 4
Marbre 42 000
Béton 30 000 13 000 6,5
Briques 3 000

1.3.4 CARACTERISTIQUES MECANIQUES DES ACIERS

Le diagramme de traction des aciers varie suivant la nuance et I’état de fabrication. Les
aciers au carbone, non alliés, posseédent une résistance a la traction qui augmente avec la
teneur en carbone. En général, pour tous les aciers, le rapport entre la limite conventionnelle
d’¢lasticité et la contrainte de rupture est constant dans un méme groupe d’aciers.

La normalisation des aciers, tant suisse VSM ou allemande DIN, fixe la résistance a la
traction et la limite apparente d’¢lasticité en fonction de 1’épaisseur des pieces laminées. Les
valeurs minimales doivent étre atteintes tandis que les valeurs maximales ne devraient pas
étre dépassées afin de ne pas compliquer les conditions d’usinage par exemple par enlévement
de maticre.

La figure 1.10 montre les caractéristiques mécaniques des aciers au carbone non alliés et des
aciers d’amélioration, désignations VSM ou DIN :
R résistance a la traction,
R. limite apparente d’¢élasticité,
As allongement apres rupture pour €prouvette cylindrique avec [y =5 d,
o, contrainte alternée supportée par une éprouvette cylindrique lisse, diameétre environ 10
mm, en charge dynamique sinusoidale.
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Pourcentage de carbone
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Figure 1.10 Caractéristiques mécaniques des aciers au carbone et d’amélioration

La résistance a la traction des aciers dépend également de la température d’essai. A
température ¢élevée, soit a partir de 350 a 400°C, les aciers commencent a fluer sous I’effet de
la charge axiale. Par exemple, un acier au carbone a 0,24% de carbone, possede a 300°C une
résistance moyenne de 550 N/mm’. A 500°C, la résistance du méme acier tombe a 320
N/mm?®. Le module d’élasticité des aciers varie aussi avec la température, par exemple avec E
=21'10* N/mm? 4 20°C voit son module d’élasticité passer a 18,510% N/mm? a 400°C.
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Déformation spécifique &

Figure 1.11 Diagramme de traction d’un acier a faible pourcentage de carbone
Domaines : 1. Déformations élastiques ; 2. Grands glissements ; 3. Grands allongements permanents
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CHAPITRE 2

COMPRESSION SIMPLE

Dans le cas de la compression simple, le barreau servant d’éprouvette doit étre trapu afin
d’éviter le fléchissement latéral dénommé flambement. Pratiquement, il y a des risques de
flambement dés que la longueur de la barre dépasse six fois la plus petite dimension
transversale. Les déformations en flambement devenant trés rapidement importantes, les
contraintes qui en résultant dépassent les valeurs admissibles et la stabilité de la picce n’est
plus assurée.

2.1 CONTRAINTES ET DEFORMATIONS
2.1.1 CONTRAINTES

Soit un barreau prismatique de section constante, soumis a I’action de deux forces F, F3,
directement opposées et le raccourcissant. Sectionnons la piéce par une coupe imaginaire
normale a I’axe de la piece. L’effort normal Fy et les contraintes seront dirigées vers
I’intérieur du trongon isolé.

GFE o e
——5——--‘——-——---——-‘---—— -5‘— 'ﬁ_——--—‘l-ﬁ] -——-lr—————- E ——fi—q S— le—-—-.
‘\ ey X I X
{ A Trongon gauche isolé Trongon droit isolé

Figure 2.1 Barreau soumis a la compression simple et trongons isolés

En construction de machines, pour différencier les sollicitations en compression de celles en
traction, nous introduisons les conventions suivantes :

1. Les contraintes et les forces dirigées vers I’extérieur du solide sont comptées positivement.
2. Les déformations correspondantes seront aussi comptées positivement.
3. Les efforts et contraintes sont négatifs en compression.

L’¢équilibre statique du trongon gauche, sous 1’action de la force extérieure F et de 1’effort
intérieur Fy s’écrit :

ZXZOZ F]-FNZO ou FN:Fl.
L’effort normale Fx est dans ce cas négatif, son intensité étant égale a celle de la force

extérieure F. Cet effort est appliqué au centre de gravité C de la section droite imaginaire,
figure 2.1. Les efforts dans la section droite se réduisent au cas simple :

- Effort normal : Fx # 0 (négatif).
- Effort tranchant : Fr=0.
- Moment fléchissant :  My= 0.
- Moment de torsion :  M;= 0.

Comme I’effort Fy est situé au centre de gravité de la section imaginaire, nous pouvons
admettre une répartition uniforme de la contrainte normale négative dans cette section droite.
La contrainte de compression se calcule par I’expression :
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AR _ K _-F
dd A4 A4

La contrainte de compression est négative, conformément a la convention de signe. Pour une
piece courte, cette hypothése de répartition uniforme de la contrainte n’est que rarement
confirmée par 1’expérience.

o 2.1)

2.1.2 DEFORMATIONS EN COMPRESSION

Sous I’action des forces axiales, le barreau de longueur initiale /y, d’aire initiale Ay, subit
les déformations suivantes :

1. Un raccourcissement axial.
2. Un épaississement transversal.

2.1.2.1 DEFORMATION AXIALE

L’allongement spécifique ou raccourcissement spécifique est donné par le rapport :
-1, Al
g=—=>L=—,
L, IR
Cette grandeur est négative. Pour la plupart des matieéres métalliques, le module d’¢lasticité £
a méme valeur numérique qu’en traction de telle sorte que :
c=¢ E, (2.3)

(2.2)

comme pour la traction simple.

2.1.2.2 DEFORMATION TRANSVERSALE

La déformation spécifique transversale d’un barreau cylindrique de diametre dy ou d’une
piéce a section rectangulaire, dimensions by et 4, sera donnée par :

_d-d, Ad _b-by, h—hy Ab Ah
Lody d, by hy by hy
La déformation spécifique transversale est positive. Le coefficient de Poisson, le coefficient
d’épaississement v et les déformations spécifiques sont reliées par les expressions :

€

) ou €,

V=—=——. (2.4)
m g

2.1.3 ESSAI DE COMPRESSION

L’essai de compression simple sur barreau métallique est rarement effectué¢ en pratique,
sauf pour les maticres présentant des caractéristiques mécaniques trés différentes en traction
et en compression. Comme les risques de rupture dans les pieces proviennent essentiellement
des contraintes normales positives, pour vérifier les propriétés mécanique d’une matiére, les
matériaux métalliques sont presque toujours soumis seulement a 1’essai de traction décrit
précédemment.

Par contre, les matériaux utilisés dans la construction d’ouvrages de génie civil comme le
ciment, le béton, la brique, le bois, etc., sont soumis a 1’essai de compression jusqu’a rupture
par écrasement ou glissement.
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Figure 2.2 Essai et diagramme de compression d’une piéce métallique courte

Sous I’effet de 1’effort normal Fy, la piéce se raccourcit tout d’abord proportionnellement a la
contrainte normale. Dans les matiéres métalliques, comme 1’acier, il est possible de définir
¢galement une limite conventionnelle d’élasticité a 0,2% ou une contrainte a la limite
apparente d’¢lasticité.

Pour les aciers tenaces, la contrainte normale augmente progressivement dans 1’éprouvette,
accompagnée d’un épaississement marqué du barreau. Il n’y a généralement pas de rupture
brusque, mais écrasement de la piece. Pour les aciers fragiles par contre, une fissuration
oblique peut apparaitre et provoquer la destruction de la piéce par glissement.

2.2 CONTROLE DES PIECES

La solution d’un probléme de résistances des matériaux fait intervenir d’une part la
recherche de 1’équilibre statique ou hyperstatique des pieces sollicitées, d’autre part le calcul
des contraintes et des déformations. Ces derniéres grandeurs sont comparées aux valeurs
admissibles trouvées expérimentalement.

2.2.1 METHODE DE RESOLUTION

Pour résoudre un probléme d’une maniére systématique, nous recommandons de suivre
I’organigramme proposé sur la figure 2.3. Les opérations a effectuer se résument aux points
suivants :

1. Grandeurs initiales : Picce isolé de ses liaisons: charges extérieures sur la picce,
conditions d’équilibre statique et / ou dynamique, équilibre éventuellement hyperstatique.
Forme de la piéce et dimensions longitudinales et transversales connues.

2. Si le probleme est statiquement déterminé, recherche des efforts le long de la ligne
moyenne, soit a) effort normal, b) effort tranchant ; ¢) moment fléchissant ; d) moment de
torsion. Dessin des diagrammes des efforts.

3. A partir de la forme de la piece et des diagrammes des efforts, en particulier les moments
fléchissant et de torsion, recherche des sections a contréler. Pour chaque section,
rechercher les caractéristiques géométriques des sections et les efforts dans chacune de ces
sections.

4. Controles des contraintes nominales dans chacune des sections. Si la piéce présente une ou
plusieurs entailles, recherche des coefficients de forme et coefficients d’effet d’entaille.
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Figure 2.3 Organisation générale d’un probléme de résistances des matériaux
Recherche de la solution

5. Correction des contraintes nominales dans les raccordements de trongons présentant une
entaille. Introduction des caractéristique mécaniques du matériau et recherche des
coefficients de sécurité.

6. Calcul des déformations, cette opération devant intervenir sous forme générale pour les
problémes hyperstatiques. Recherche de la stabilité des pieces comprimées. Recherche des
coefficients de sécurité.

7. Contréle final de toutes les opérations effectuées et mise au net des résultats.

2.2.1.1 DIAGRAMMES DES EFFORTS NORMAUX

La recherche des contraintes et des déformations est fortement facilitée par le tracé du
diagramme des efforts normaux dans la pi¢ce en étude. La pic¢ce étant en équilibre statique, ce
diagramme représente la valeur de I’effort normal Fy en fonction de 1’abscisse de la ligne
moyenne. Le choix de I’échelle de la représentation suit les régles habituelles.

La piece peut étre sollicitée par des forces concentrées ou des forces réparties, cette dernicre
possibilité correspondant mieux aux conditions réelles de charge. Le diagramme des efforts
normaux se construit a partir d’'une des extrémités de la piéce en portant les efforts normaux
positif en dessus de la ligne de référence, les négatifs en dessous de cette ligne. Toutes les
forces extérieures de méme sens sont portées dans le méme sens sur le diagramme.
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Figure 2.4 Diagramme des efforts normaux
Valeur de la contrainte normale de traction ou de compression

2.2.1.2 DIAGRAMME DES CONTRAINTES NORMALES

Le diagramme des efforts normaux peut étre complété par le diagramme des contraintes
normales o, figure 2.4. Les contraintes normales positives sont placées en dessus de la ligne
de référence, les contraintes négatives en dessous.

La déformation axiale d’un trongon élémentaire de longueur d/, soumis a 1’action d’une
contrainte normale o, le module d’¢lasticité de la matiére étant E, se trouve par 1’expression
générale :

Adl==d1.
E
La déformation totale de la piece est égale a la somme des déformations élémentaires :
!
A= [ Zdl.
o E

Cette somme intégrale est proportionnelle a I’aire du diagramme des contraintes normales, le
facteur de proportionnalité étant 1/E si la barre est constituée par une seule matiére. Si la
recherche des déformations partielles ou totale est rendue difficile soit par la forme de la
picce, soit par la répartition de la charge, cette propriété permet de lever assez facilement les
difficultés rencontrées.

2.2.2 SECURITES

Les tables des caractéristiques mécaniques des matieres donnent généralement les valeurs
suivantes : la résistance a la traction Ry, 1’allongement aprés rupture 4s ou Ajo, la limite
conventionnelle d’élasticité R,o, ou la limite apparente d’élasticité R. suivant le comporte-
ment des matiéres lors de 1’essai de traction. Ces grandeurs dépendent habituellement des
dimensions transversales des pieces.

2.2.2.1 COEFFICIENTS DE SECURITE
En charge statique sur une piéce rectiligne a section constante, le coefficient de sécurité S

est défini par le rapport de la contrainte a la limite conventionnelle d’¢lasticité ou a la limite
apparente d’¢lasticité de la mati¢re a la contrainte maximale dans la section en contrdle :
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ou S =—s

Pour les matiéres fragiles, comme par exemple la fonte grise, ou pour celle dont on ne connait
pas la limite d’¢lasticité, le coefficient de sécurité Sy, est donné par le rapport de la résistance
a la traction R, de cette matiére a la contrainte normale maximale dans la piece :

Les coefficients de sécurité dans les sections sollicitées en compression simple se trouvent par
des relations semblables, la contrainte normale étant introduite en valeur absolue dans ces
rapports.

Dans les pieces a section variable, I’hypothese de la répartition uniforme de la contrainte
normale n’est plus guére valable. Les corrections a apporter aux calculs seront données dans
le chapitre sur les effets d’entaille (Chapitres 12 et 13). Si la charge et les contraintes sont
variables en fonction du temps, le coefficient de sécurité doit tenir compte des caractéristiques
mécaniques en charge dynamique pour ces matieres.

2.2.2.2 DEFORMATION LIMITE

La charge admissible sur une piéce ou sur une construction peut aussi étre limitée par la
déformation maximale, le critére de sécurité étant donné sous la forme :

Al < AZadmissible-

La déformation admissible est imposée par la fonction de la piece ou elle s’exprime par une
fraction de la longueur initiale.

2.3 DEFORMATION DES POUTRES TRIANGULEES

Sous I’action des forces extérieures, les systémes de barres triangulées se déforment et les
nceuds de la charpente se déplacent sur des distances non négligeables. En supposant que
I’effet du poids propre des barres soit négligeable vis a vis des charges, chaque barre,
supposée articulée sans frottement a ses deux extrémités, subit un allongement ou un
raccourcissement axial créée par 1’effort normal de traction ou de compression.

2.3.1 DEPLACEMENT DU N@EUD D’UN SYSTEME ELEMENTAIRE

Soit un systéme triangulé trés simple constitué seulement par deux barres a section
constante, numérotées 1 et 2, articulées aux points B et C, reliées au point commun P. Sous
I’action d’une seule force F, 1’équilibre du nceud P s’écrit :

IE+IEN1 +IEN2=O.
Cette somme est représentée par le polygone fermé des forces, figure 2.5. Si 4, et 4, sont les
aires des sections transversales des barres, les déformations longitudinales se calculent par les
expressions :
E, -1
— et Al =222,
4,-E, 4, E,
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Figure 2.5 Déformation d’un systéme triangulé élémentaire sous 1’action d’une force

L’allongement A/, provoque un déplacement du point P dans la direction de la barre 1 et une
rotation autour du point fixe B. De méme, un raccourcissement Al, de la barre 2 déplace le
point P dans la direction de la barre et engendre une rotation autour du point fixe C. La
position finale du nceud P, apreés déformation et rotation des deux barres, dépend de ces quatre
mouvements composants. Elle peut se trouver au moyen d’une construction géométrique
simple :

1. A partir d’un point Py quelconque, porter en sens et direction les deux déformations axiales
des barres 1 et 2 a une échelle convenable : Al et Al, . Comme ces deux déformations sont
trés petites vis a vis des longueurs primitives des barres, nous pouvons confondre 1’arc de
rotation avec la perpendiculaire a la direction de chaque barre. Les rotations sont alors
portées a I’extrémité de chaque déformation axiale (en ligne pointillée sur la figure).

2. La position du point P se trouve a l’intersection des deux perpendiculaires simulant les
rotations. Le segment PyP représente le déplacement résultant a 1’échelle de la représen-
tation graphique.

2.3.2 PLAN DE WILLIOT

La construction du plan de Williot permet de trouver par voie graphique le déplacement
de tous les nceuds d’une charpente triangulée plane. Chaque barre i du systéme triangulé est
soumise a I’action d’une force Fy; qui engendre soit une contrainte de traction, soit une
contrainte de compression, soit encore une contrainte nulle si Fy; = 0. La déformation axiale
de chaque barre se calcule par la relation de Hooke :

E. -l
Al =—N—,
A -FE.
Le module d’¢lasticité est généralement le méme pour toutes les barres de 1’ensemble.
Comme les déformations axiales des barres sont trés petites vis a vis de leur longueur, les arcs

de rotation peuvent se représenter approximativement par des segments de droite
perpendiculaires aux déformations axiales.

En partant de deux points fixes de la charpente et en cherchant les positions successives des
nceuds apres déformation, nous obtenons un plan de déformation di a Williot. Cette méthode
graphique devient assez rapidement imprécise si le nombre de nceuds est élevé et d’un emploi
mal commode si le triangle initial ne contient pas deux points fixes indéformables. La figure
2.6 montre un exemple de construction du plan de Williot a partir de deux points fixes
représentés par les articulations B et C placée sur la paroi verticale.
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Figure 2.6 Plan de Williot pour une charpente triangulée simple

2.3.3 CALCUL ANALYTIQUE DES EFFORTS NORMAUX

Le calcul des déformations d’une charpente triangulée peut aussi s’effectuer par une
méthode analytique en se servant du principe de 1’équilibre du point matériel et en tenant
compte des déformations longitudinales de chacune des barres,

2.3.3.1 DEPLACEMENT DE DEFORMATION ET FORCES TERMINALES

Soit une barre rectiligne homogeéne, a section constante, de longueur /, libre, sollicitée aux
extrémités par les forces F; a gauche, F, a droite. La raideur de la barre est égale au rapport de
la force normale a la déformation longitudinale. Pour la barre en étude, cette raideur vaut : k =
AFE/.

- - A e e
X
o I X2 o Uz
2 A

Figure 2.7 Déplacement et déformation des extrémités d’une barre rectiligne

Les forces appliquées aux extrémités de la barre sont reliées aux déplacement de ces points
par la relation matricielle :

FY 4-E(1 -1)(u

E) 1 -1 1) )
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Dans cette expression matricielle, u; et u, représentent les déplacements supplémentaires des
extrémités de la barre sous 1’effet de la charge aux extrémités. Un autre cas de charge peut
intervenir lorsque la charge est répartie le long de la barre rectiligne.

2.3.3.2 EQUILIBRE ANALYTIQUE DES NOEUDS

Pour résoudre analytiquement le probléme de la recherche des efforts normaux dans les
barres d’un systéme triangulé plan, nous admettons que :

- Toutes les forces extérieures et les réactions des appuis sont appliqués sur les nceuds de la
charpente.

- Toutes les barres sont articulées sans frottement.

- Chaque barre n’est sollicitée que par un effort normal constant le long de la barre.

Chaque nceud d’une poutre triangulée plane doit satisfaire aux deux conditions fondamentales
d’équilibre statique :

2 F;=0: ZFNjkCOS(pjk‘l‘ZFjX:O.
ZFinOI ZFNijin(pjk+2F}y:0.

avec: j  nceud dont on cherche 1’équilibre statique,
k  nceud placé a ’autre extrémité de la barre,
Fyj effort normal dans la barre j-k,
Fix ou Fj, projections sur I’axe O x ou I’axe O y des forces extérieures appliquées au
nceud j,
ojk angle entre la direction de I’axe O x et la direction de la barre de j vers k.

Les axes rectangulaires du systeme de référence O x, O y et ’angle @j sont comptés posi-
tivement dans les sens usuels en mathématique.

] m l
y
K;
AT
n fi‘_'ljn ) ,L;ij .
i
0 X

Figure 2.8 Force extérieure et efforts normaux sur un nceud d’un systéme triangulé

Soit une poutre triangulée sur laquelle agit des forces extérieures et les réactions des appuis.
Choisissons un nceud quelconque j, sollicité par une force extérieure oblique IEJ Les barres
aboutissant en ce nceud sont désignées par jk, jl, jm, jn. La mise en équilibre analytique du
nceud suppose que toutes les barres sont en traction. Le signe du résultat confirme ou infirme
cette hypothése initiale. Ecrivons sous forme matricielle 1’équilibre statique par les
projections sur les axes O x et O y.

Fy
(cosq)jk COSQ;  COSQ cosq)jn) Ky +{ij}_{0}
sing,  sing,  sing,,  sing, | |Fy, | |F, 0|
FNjn
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Désignons par D la matrice des cosinus et des sinus directeurs des barres au nceud, par N le
vecteur colonne des tensions dans les barres et les composantes rectangulaires des réactions
d’appui, par F le vecteur colonne des forces extérieures sur les nceuds. L’équilibre du nceud
peut s’écrire sous la forme générale :

D*N+F=0.

L’écriture successive de 1’équilibre analytique de chaque nceud et finalement de 1’équilibre de
I’ensemble fait intervenir une équation matricielle semblable. Le vecteur colonne des tensions
normales inconnues N peut se trouver facilement soit par la méthode de Gauss, soit par
I’inversion de la matrice carrée des fonctions trigonométriques, soit par :

N=-D"'*F.
L’avantage de I’inversion de la matrice D est de pouvoir calculer simplement les tensions

normales dans les barres du systeme, pour un ensemble de charges différentes, en modifiant
seulement le vecteur des forces extérieures F.

2.3.3.3 ECRITURE DE LA MATRICE CARREE ET DES VECTEURS COLONNE

La constitution de la matrice D et des vecteurs colonne est facilitée par le groupement
systématique des termes. Si n est le nombre de nceuds de la charpente plane, la matrice carrée
présente les dimensions 2n x 2n, les vecteurs colonne 2n lignes.

Les appuis articulés sont remplacés par des appuis pendulaires :

- pour un appui fixe par deux barres articulées fictives dirigées suivant les axes du systéme de
référence Ox y ;
- pour un appui articulé sur rouleaux par une barre pendulaire dans le direction de la réaction
d’appui.
La matrice colonne des efforts normaux et réactions d’appui N sera écrite dans 1’ordre
suivant : membrure inférieure, barres de gauche vers la droite; membrure supérieure, barres de
gauche vers la droite ; barres obliques entre les membrures inférieure et supérieure, barres de
gauche vers la droite ; barres verticales entre les membrures inférieure et supérieure, barres de
gauche a droite. La matrice colonne des forces extérieures F comprendra tout d’abord les
projections de ces forces sur I’axe O x, ensuite toutes les projections sur I’axe O y. La matrice
carrée D sera écrite en suivant les régles de composition des vecteurs colonne. Les n
premicres lignes de cette matrice contiennent les cosinus des angles des barres, les lignes
suivantes les sinus.

|

y }, f‘; f‘z ;;‘?‘,;— Charge unitaire sur le noeud |
/ :

B/ e _‘(\,r B C

& ‘

H 1 { A\ R\ j RAN

o %l =
u

0 X

Figure 2.9 Appuis fictifs, systéme de référence, charge unitaire sur un noeud

2.3.3.4 DEFORMATION DES BARRES ET DEPLACEMENT DES NOEUDS
La déformation longitudinale de chaque barre du systéme triangulé plan peut se calculer

des que I’effort normal est connu et le profil de la barre choisi. Chaque barre présente un
allongement ou un raccourcissement donné par :
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_ FNjk'ij
L =
KA E

en admettant méme module d’¢élasticité E pour toutes les barres de la poutre. La déformation
de la poutre doit se trouver a partir du déplacement de chacun des nceuds de la charpente.

A partir des opérations effectuées pour la recherche des efforts normaux et des contraintes
normales dans les barres, le calcul du déplacement de chaque nceud s’effectue en utilisant la
méthode énergétique proposée par Mohr. Cette méthode consiste a charger la structure par
une force unitaire F, = 1 sur le noeud de la poutre dans la direction et le sens suivant lesquels
on désire calculer le déplacement. Cette force unitaire engendre dans la poutre triangulée des
efforts normaux dits « unitaires ». Désignons par Fyjx ’effort normal dans la barre j-k
provoqué par la charge réelle et par Fnij ’effort normal unitaire dans la méme barre. La
déformation suivant la force unitaire F,, se trouve par la relation générale :

2n3F'NJk FNle l
DY

1

Pour calculer les déplacements de tous les nceuds du systeme, il faudra appliquer sur chaque
nceud et successivement une force unitaire dans la direction et le sens de 1’axe O x et de 1’axe
O y. Le déplacement en chaque nceud sous I’effet de la charge extérieure sera la résultante des
déplacements suivant ces deux axes. Le vecteur colonne des forces contiendra des zéros sauf
un 1 sur la ligne correspondant a la charge unitaire adoptée.

2.4 PROBLEMES STATIQUEMENT DETERMINES

La solution d’un probleme de résistances des matériaux suit I’organisation générale
proposée a la figure 2.3. Dans les problémes statiquement déterminés, les efforts normaux
dans les sections transversales se trouve immédiatement, apres solution de la statique, par des
coupes planes imaginaires le long de la ligne moyenne de la picce.

2.4.1 ANNEAU MINCE

On appelle « anneau mince » une piece tubulaire cylindrique dont I’épaisseur est
inférieure a 5 % du diamétre moyen du manteau.

2.4.1.1 ANNEAU MINCE SOUS PRESSION INTERIEURE

1. Contrainte tangentielle
Soit un anneau mince, faisant partie d’une réservoir sous pression, de diamétre extérieur
d., diamétre intérieur dj, épaisseur s, longueur du trongon en étude L, soumis intérieurement a
une pression uniforme p. Le rayon moyen de 1’anneau vaut r, = (d. + di)/4. En coupant
I’anneau mince en deux parties suivant les diamétres, 1’équilibre du demi anneau s’exprime
par :
2X=0: équilibre réalisé par raison de symétrie par rapport a ’axe O y.
ZYZ()i FP—FNl—FNZZO.
ZMZZOZ 'm Fni—Tm Fno=0 = Fni=Fro.
Découpons un élément de 1’anneau mince de longueur circonférentielle d/ = ry, * do. Sur la
surface élémentaire intérieure, la poussée élémentaire due a 1’action de la pression vaut : dFp
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=p d4 =p L dl. Les projections sur 1’axe O x de ces forces élémentaires s’annulent deux a
deux. La somme des projections sur I’axe O y doit représenter la poussée résultante F}, figure
2.10.

Figure 2.10 Contrainte tangentielle dans un anneau mince sous pression intérieure

Nous obtenons : dFy = dF}, sing = p L sing d/ = p L dx, car dx = d/ sinp. La somme de ces
projections vaut :

dl
F,=["dF,=p-L-d,.

En admettant la contrainte normale répartie uniformément dans la section d’aire 2 s L, la
contrainte tangentielle de traction se trouve par :

_2Ld; pd,
'T2sL 2s

(¢

2. Contrainte axiale

L’anneau mince, soumis a une pression intérieure, est sollicité également par une poussée
axiale exercée sur les fonds du réservoir. Cette poussée se calcule par le produit de la pression
intérieure p par I’aire intérieure du réservoir : [, = p A; avec 4i=p di*/4. La contrainte axiale
o, se trouve finalement par :

Tcaff/4~pdi
nd s 4s’

en supposant que le diamétres moyen d,, est approximativement ¢gal au diametre intérieur d;.
La contrainte axiale est deux fois plus faible que la contrainte tangentielle.

z

3. Contrainte radiale

La pression intérieure exerce une compression sur la surface intérieure du réservoir. La
contrainte radiale est donc égale, a l'intérieur, a la pression du fluide, soit

G =-p.
4. Déformation diamétrale pour un cylindre sans fonds

Admettons que la piéce tubulaire soit soumise a l’action de la pression intérieure p
seulement dans le trongon circulaire creux, sans 1’effet des fonds. La contrainte radiale est
alors négligeable et la déformation diamétrale est engendrée essentiellement par la contrainte
tangentielle o;. L’allongement circonférentiel vaut: Al = oy n d/E et augmentation de
diamétre : Ad = Al/n. En substituant D’expression de la contrainte dans cette derniére
expression, la déformation diamétral vaut :
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2
ad=L%
2sE

2.4.1.2 ANNEAU MINCE EN ROTATION UNIFORME

Soit un anneau mince homogene, masse volumique p, d’axe vertical, diameétre moyen d,
épaisseur s, longueur L, en rotation uniforme autour de son axe a la vitesse angulaire . Sous
I’effet de la rotation, chaque masse élémentaire est soumise a I’effet centrifuge proportionnel
au carr¢ de la vitesse angulaire. Isolons un trongon ¢lémentaire de longueur circonférentielle »
do, hauteur L, épaisseur s. Exprimons la valeur de la force centrifuge ¢lémentaire par :

dF.=ro*dm=ro’pLsrde.

Cette force ¢lémentaire peut étre considérée comme une « poussée centrifuge » égale au
produit d’une pression p. par I’aire élémentaire d4 =r» L do :

dF. = p. d4.
Il en résulte que la pression p. se trouve par :

pc=rsm2p.

Figure 2.11 Equilibre et contrainte dans un anneau en rotation uniforme

Découpons 1’anneau mince en deux trongons et isolons une moitié en appliquant deux forces
Fni et Fnp dans les coupes imaginaires. La contrainte normale, supposée répartie
uniformément dans ces deux sections, est une contrainte tangente au cylindre calculable
comme |’anneau mince sous pression intérieure par :

La contrainte dans 1’anneau mince en rotation uniforme ne dépend pas de ’aire de la section
mais du produit de la masse volumique p par le carré de la vitesse circonférentielle v, avec v =
o7

2.4.2 EFFET DU POIDS PROPRE

Un solide d’égale résistance en traction ou en compression est un corps qui présente des
contraintes normales égales dans toutes les sections droites, compte tenu des forces
appliquées et de son poids propre.
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2.4.2.1 PIECE A SECTION CONSTANTE EN TRACTION

Soit une barre prismatique d’aire 4, d’axe vertical, soumise a l’action d’une force
concentrée F appliquée a D’extrémité inférieure libre, sollicitée par son poids propre non
négligeable. L’effort normal dans une section droite quelconque, a la hauteur z, vaut :

Fn=F+pgdz,
ou p représente la masse volumique de la barre, g I’accélérateur de la pesanteur terrestre. La
contrainte normale dans la section se trouve par :

F, F N
G, =—=— z.

T T Pg
Calculons I’allongement de la barre sous I’effet de la charge, donc de 1’effort normal variable.
En nous servant du diagramme des contraintes le long de la barre, nous pouvons écrire
immédiatement la valeur de la déformation totale, figure 2.12.

Al = !
E A4
///,%/ A
LY I
< |1 | '_
P
(A N
| _
F F X

Figure 2.12 Picces en traction sous I’effet du poids propre

2.42.2. POUTRE D’EGALE RESISTANCE EN TRACTION

Soit une poutre rectiligne de poids G = m g, d’axe vertical, fixée a sa partie supérieure et
sollicitée a sa partie inférieure par une force F, dirigée vers le bas, I’aire de la surface
inférieure étant 4. Pour que la piéce soit d’égale résistance en traction, il faut obtenir dans
toute section droite : c = Fn/4 = constante. Proposons-nous de trouver la forme a donner aux
sections droites de telle sorte que cette condition soit remplie. Coupons la poutre par deux
sections normales a la ligne moyenne distantes de dz. La variation de I’effort normal vaut :

dFn=dG=pgAdz.
La constance de la contrainte normale impose : 6 = Fx/A = (Fx + dFN)/(4 + d4) = dFn/dA.
Cette relation permet d’écrire :
dfin=cd4d=pgAddz.

Cette relation différentielle est une équation différentielle du premier ordre. Séparons les
variables :

d4

“_P& 4

A c
La solution de cette équation différentielle devient :

lnA:%-erlnC.
c
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Pour z = 0, I’aire de la surface droite vaut 4. L’aire de la surface transversale 4, en fonction
de I’ordonnée z, s’exprime par :

A(Z) =4 exp(p gZ/G).
Remarque :
Pour une piéce d’égale contrainte en compression, 1’expression de ’aire de la section est
identique, les hauteurs étant comptés positivement vers le bas. La déformation totale de la
barre se trouve trés facilement puisque la contrainte normale est constante sur toute la
longueur /. La déformation longitudinale s’exprime par : Al = F l/(4y E).

2.4.3 PIECE A SECTION PROGRESSIVEMENT VARIABLE

La déformation d’une piece a section progressivement variable se trouve en sommant les
déformations partielles des trongons élémentaires. Si 1’expression de I’aire de la surface
résistante s’exprime en fonction de la longueur de la picce rectiligne, la déformation peut se
calculer par une relation analytique. Dans le cas contraire, les méthodes numériques peuvent
s’introduire dans la solution.

2.43.1 EXEMPLE DE SOLUTION ANALYTIQUE

1. Piece a épaisseur constante

Soit une piece a section rectangulaire a €paisseur constante b = constante, hauteur 4
linéairement croissante, sollicitée a 1’extrémité libre par une force compressive F. Proposons-
nous de trouver la déformation axiale totale de la piece, figure 2.13. Exprimons la hauteur du
profil a I’abscisse x par Ay = ho + k x et I’aire de la section résistante par : Ax = b hy = b(hy + k
x). L’effort normal Fy est invariable sur toute la longueur / de la piéce. Il vaut Fy = F. La
contrainte de compression se trouve par : o = Fx/Ax = Fn/ [b(ho + k x)]. Dans ces expressions,
le facteur de linéarité k vaut : k = (hy — ho)/l.

G

.rI
AN R
AU

>
(o
[
|

D-t

7077707

L

Figure 2.13 Déformation de piéces comprimées a section progressivement variable

Découpons, a I’abscisse x, un trongon élémentaire d’épaisseur dx et calculons sa déformation
axiale par la relation de Hooke :
— FN
Eb(hy+k x)
La déformation totale de la barre est ¢gale a la somme intégrale des déformations élémen-
taires, soit :

Alzjl £y cdx = il -In 1+ki ,(pour k = 0).
o Eb(h+kx)  Ebk h,
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2. Piece a sections cylindriques

Soit une piece tronconique, diametre minimal dy, diameétre maximal d;, longueur totale /,
sollicitée a I’extrémité libre gauche par une force compressive F. Calculons la déformation
axiale totale de cette piece en remarquant que I’effort normal est constant tout au long du
tronc de cone. La diamétre d’une section transversale a I’abscisse x vaut : dx = dy + (dy — dp)
x/l. L’aire de la section résistante se trouve par: Ax = n dX2/4 et la déformation axiale d’un
trongon €lémentaire d’épaisseur dx se calcule par :

4 Fy

Adx = - dx
En|d,+(d,—d,)-x/1]

La déformation totale de la barre tronconique est égale a la somme intégrale des déformations
¢élémentaires, soit :

_r 4 K\ _dx = : I -[l—ﬁ}(do/dl;tl).
" Enld,+(d,~d,) x/1] Ends(d /d,=D)/4 " d,

2.4.3.2 SOLUTION NUMERIQUE

Si la piece est a section progressivement variable, I’expression de la forme étant donnée
par une relation non intégrable analytiquement, la solution du probléme sera trouvée par une
méthode numérique appropriée.

1. Substitution par des trongons a section constante

La piéce sera divisée en un nombre suffisamment grand, chaque trongon ayant une aire
constante sur sa longueur. Exprimons par 4;.; ’aire initiale du trongon i et par 4; ’aire finale
du méme trongon. L’aire moyenne peut se trouver par : Ain = (Aj.; + 4;)/2 et la déformation
axiale du trongon sera :

A[:FNili: 2FNili .
" EA, E(4.,+4)

La déformation totale se trouve en sommant les déformations de chaque trongon, soit :

- 2K, L
Al _ “Z 7 Niti
IZ:‘ (4., +4)

2. Substitution par des trongons a section progressivement variable

La picce sera divisée en un nombre suffisant de troncons, chaque trongon ayant une
section progressivement variable suivant une loi linéaire. Les expressions trouvées précé-
demment pour la variation d’une section rectangulaire ou d’une section circulaire peuvent
s’introduire dans le calcul.

2.5 PROBLEMES HYPERSTATIQUES

Un systéme est dit hyperstatique lorsque les efforts dans la piéce ne peuvent pas se trouver
par les seules relations de la statique. Pour résoudre un probléme hyperstatique, il faut
adjoindre aux équations d’équilibre statique un nombre suffisant d’équations de déformation
compatibles avec les déplacements. Contrairement aux systémes isostatiques, les efforts
dépendent évidemment des dimensions géométriques et des caractéristiques mécaniques des
picces du systéme.
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2.5.1 METHODES DE RESOLUTION

Le nombre d’équations complémentaires de déformation a introduire dans la solution fixe
le degré d’hyperstaticité : une équation complémentaire de déformation, le probléme est dit
hyperstatique du premier ordre; deux équations de déformation, le probléme est dit
hyperstatique du deuxiéme ordre, etc.. La solution d’un probléme hyperstatique est souvent
délicate car elle nécessite une étude attentive des possibilités de déformation ou de
déplacement des divers composants du systéme.

2.5.1.1 BARRES EN TRACTION ET/OU EN COMPRESSION

Le calcul des systémes articulés en traction ou compression s’effectue comme suit :

1. Isoler le systéme ou la piece en supprimant les appuis et en les remplagant par des forces.

2. Ecrire les équations d’équilibre statique, déterminer le degré d’hyperstaticité.

3. Représenter les déformations subies a grande échelle et exprimer les conditions de
déplacement.

4. Ecrire les équations de déformation en se servant de la loi de Hooke.

5. Résoudre le systéme d’équations composé de la statique et des déplacements.

6. Calculer les contraintes et les déformations, controler les résultats obtenus.

2.5.1.2 CONTRAINTES ET DEFORMATIONS THERMIQUES

Une barre libre, soumise a une élévation de température, se dilate sans modifier son état
de contrainte. L’allongement thermique de la barre est proportionnel a sa longueur /, a la
différence de température A9 et au coefficient de dilatation linéaire a. :

Alpn=a [ AS .
L’allongement thermique relatif, di a la variation de température, s’exprime par :
Al
€n,=—2=0a-A9.
/
Tableau 2.1
Coefficient de dilatation linéaire moyens entre 0°C et 100°C
Matériaux K! Matériaux K!
Acier 1210° | Aluminium 26107
Fonte grise 1010° | Duralumin 2410°°
Cuivre 1710° | Magnésium 2610°°

Le coefficient de dilatation n’est pas une constante, mais varie avec la température. Il faut
prendre garde aux valeurs a introduire dans les calculs, en particulier lorsque la température
est inférieure a 0°C. Les dilatations thermiques engendrent des déformations souvent plus
grandes que les déformations mécaniques. Les contraintes deviennent rapidement élevées si
ces déformations sont empéchées par des appuis rigides ou des picces extérieures.

2.5.1.3 PROBLEMES MIXTES
Les efforts axiaux dus au défauts de montage sont trouvés a I’aide d’équilibre statique et

des conditions de déplacement. Les imprécisions dans la fabrication ou dans le montage
peuvent engendrer des contraintes non négligeables dans les barres. Les conditions de
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déplacement des nceuds se traduisent par une ou plusieurs applications de la relation de
Hooke, la longueur de calcul étant la longueur nominale des barres.

Le probléme hyperstatique peut comporter une combinaison des divers cas cités :
configuration géométrique hyperstatique, variation de température en service et défauts de
fabrication ou de montage. La solution consiste a utiliser le principe de superposition des
efforts et des déformations provoqués par chacune des composantes. Si la contrainte
admissible est imposée, cette contrainte sera vérifiée dans la barre la plus sollicitée.

2.5.2 APPLICATIONS

2.5.2.1 EMMANCHEMENT DE DEUX TUBES MINCES

Lorsque deux tubes trés minces sont emmanchés 1’un dans 1’autre, la pression exercée sur
la surface extérieure du tube intérieur 1 est égale a la pression exercée sur la surface intérieure
du tube extérieur 2. Soit p; la pression sur le tube intérieur et p, la pression sur le tube
extérieur :

P1=p2=p.
Le serrage produit entre les deux pieces, lors de I’emmanchement, se trouve en calculant la
différence entre le diameétre extérieur d;. du tube extérieur et le diameétre intérieur do; du tube
extérieur :
Ad=d le — dzi.

Pour simplifier les calculs et en tenant compte de I’épaisseur tres faible des deux tubes,
introduisons la simplification : d = d,. = d»; dans les expressions, les épaisseurs s; pour le tube
intérieur, s, pour le tube extérieur. Calculons les déformations diamétrales de chacune des
picces en introduisant les relations trouvées sous 2.4.1.1 :

2
- tube intérieur : Ad, = Zu.g=2L d
E, 2E s,
. d’
- tube extérieur : Ad, = Ov. g- P2
E, 2F,s,

La somme des deux déformations est égale au serrage de ’ensemble. En remplacant les
déformations diamétrales et en les sommant, nous obtenons :

2
Ad = Ad, +Ad, =LP4 ~(1+ Ey s, ]
2E s E, s,

W\

. - - \ Ed .
Nintérieur N\Wextérieur Z

N\~

d2 A d2/2 ("&d]/z
Ad/?

Figure 2.14 Emmanchement de tubes minces
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La pression de contact entre les deux tubes se trouve par :
2Ad E, s,

pE=—F— -
a1+ LS
E, s,

Les contrainte normales tangentes aux cylindres valent :

L d . oy
- Tube intérieur : G, = Pe , (contrainte négative)
S
s d
- Tube extérieur : G, = pae
2s,

Remarque importante

Le calcul approximatif de la pression d’emmanchement et la détermination des contraintes
normales dans la direction tangente aux cylindres sont applicables seulement aux tubes tres
minces. Dans les tubes épais, la répartition de la contrainte normale, soit dans la direction
radiale, soit dans la direction tangentielle, n’est pas uniforme. La recherche de cette
répartition et des déformations correspondantes est notablement plus complexe.

2.52.2 SYSTEME A TROIS BARRES CONCOURANTES

Enoncé du probleme

Soit un systeme composé de trois barres prismatiques, de méme aire, cylindrique ou
rectangulaire, sollicité par une force F appliquée au point de concours des trois barres. Les
autres extrémités des barres sont articulées sur les appuis fixes désignés par B, C et D.
L’assemblage des trois barres ne provoque aucune tension axiale préliminaire. Déterminer
I’intensité de la force F'si la contrainte normale admissible c,4m €st imposée, figure 2.15. La
barre supérieure est a direction verticale, les deux autres barres sont inclinées de 30° par
rapport a la verticale.

1. Equilibre du point P
2X=0: FN2/2—FN3/2=0 = Fns = Fao.
>Y=0: Fai+ Frao 3”2+ Fs(3)2-F=0.

Ce probléme contient trois inconnues, les trois tensions dans les barres Fxi, Fno, Fn3, mais
seulement deux équations d’équilibre statique. C’est un probléme hyperstatique du premier
ordre.

Figure 2.15 Systéme hyperstatique composé de trois barres concourantes
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2. Déformation des barres

La longueur de la barre supérieure 1 et /; =/, celle des deux barres inférieures 2 et 3 vaut :
L, =13 =2 I/(3)". Toutes les barres possédent la méme aire 4 dans les sections droites et le
méme module d’élasticité E. Sous I’effet des tensions dans les barres, les déformations
valent :

:gng’ AL = 25&21’ _2FR41
E A > J3E4 * BE4

Le déplacement du point P de la position Py a P, selon figure agrandie de la déformation,
s’exprime par :

Al

AL = Al = [(3)"/2] Al.
En remplacant les déformations axiales par leurs expressions respectives, la troisiéme
¢quation a écrire prend la forme suivante :
4 4
Fy =—Fy,=—F.
N1 3 N2 3 N3

3. Tension dans les barres

Les tensions axiales dans les barres du systéme triangulé¢ hyperstatique se trouvent en
remplagant cette derni¢re expression dans 1’équilibre suivant ’axe O y :

F
Fo=F.=———
NN 43443
4F
F, = ‘
M 44343

4. Intensité de la force extérieure

La barre la plus sollicitée est la barre verticale 1. La tension normale admissible dans cette
barre vaut : F'N; = Gaam 4 avec A=n d*/4 ou A=b h. L aire a prévoir se trouve par :

s 4AF
T (4+3V3)o,,

et la force admissible par : F< (1 + % \/gj AG .-
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CHAPITRE 3

CISAILLEMENT SIMPLE
ETAT DE CONTRAINTE PLAN

Avant d’étudier I’état de contrainte plan ou biaxial, nous voulons définir le plus
simplement possible la contrainte tangentielle engendrée par le cisaillement simple.

3.1 CISAILLEMENT SIMPLE

Soit une barre prismatique rectiligne, a section constante, soumise a 1’action de deux
forces égales en module, directement opposées sur une ligne d’action commune, qui tendent a
cisailler cette piece dans la section m-m, figure 3.1. Pour que la section puisse se cisailler
correctement, les deux forces F et F, doivent étre légerement décalées 1'une par rapport a
I’autre de la distance ¢lémentaire dx.

3.1.1 EQUILIBRE ET EFFORT TRANCHANT

Imaginons la partie droite supprimée et mettons en équilibre statique le trongon gauche.
Pour maintenir cette partie en équilibre, nous devons admettre que la section coupée, d’aire 4,
est sollicitée par une force tangentielle Fr représentant la réduction de la force F; au centre de
gravité de la surface. L’équilibre de la partie isolée s’écrit :

ZYZ()i FT'FZZO.
La force Fr dans la section coupée est appelée effort tranchant ou force de cisaillement dans

la section droite.
i 1;|
m

on 3

Figure 3.1 Picce cisaillée et effort tranchant Fr

Le moment de force provoqué par le décalage de la force F; par rapport au plan C y z est un
infiniment petit de premier ordre : dM(cy,) = dx'F';. Nous négligerons ce terme. La piéce est
alors dite en cisaillement simple. Les efforts dans la section sont :

- Effort normal : Fy=0.
- Effort tranchant : Fr=#0.
- Moment fléchissant: M;=0.
- Moment de torsion : M.=0.
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3.1.2 CONTRAINTE TANGENTIELLE

Dans 1’é¢tude du cisaillement simple, nous introduisons les hypothéses simplificatrices
suivantes :

1. L’effort tranchant Fr est réparti uniformément dans toute la section d’aire 4. La résultante
de tous les efforts tranchants ¢lémentaires dFt est Fr, son point d’application étant le centre
de gravité de la surface.

2. Le moment fléchissant, engendré par le décalage des forces F et F, est négligé.

La contrainte de cisaillement t ou contrainte tangentielle, désignée par la lettre grecque tau,
s’exprime par :

dF,
—=—" 3.1
y (.1)

Remarques

1. Nous pouvons ¢également nous représenter la barre constituée par un faisceau de fils
supportant tous la méme contrainte de cisaillement .

2. Dans le cas du caillement simple, la contrainte ne dépend pas de la forme de la section,
mais seulement de son aire A.

3. Si les forces F| et F, sont placées a une certaine distance 1’'une de I’autre, la contrainte de
cisaillement n’est pas la seule contrainte existante dans la section plane. La contrainte
engendrée par le moment fléchissant devient assez rapidement prépondérante.

3.1.3 DEFORMATION

Soit une barre rectiligne prismatique, d’aire constante, soumise a un effort tranchant Fr
invariable sur un trongon de longueur Ax.

3.1.3.1 LOI DE LA DEFORMATION EN CISAILLEMENT SIMPLE

On peut imaginer cette barre constituée par un trés grand nombre de plaquettes de méme
épaisseur et de méme aire frontale, collées les unes a la suite des autres. Sous I’effet de
I’effort tranchant Fr, ces plaquettes ont tendance a glisser 1’une par rapport a I’autre. En
vérité, ces déplacements ne sont pas possible sous cette forme par suite de la cohésion de la
maticre constituant la barre réelle. La piece se déforme d’un angle constant, trés petit, appelé
angle de glissement, désigné par y. Cet angle provoque un déplacement vertical Ay a la
distance Ax. Cette déformation se trouve par 1’expression :

Ay =17 Ax.
Pour une matiére obéissant a la loi de Hooke, la déformation angulaire est proportionnelle a la
contrainte de cisaillement t et inversement proportionnelle a une caractéristique de la matiere,
appelée module de glissement et désignée par la lettre majuscule G.

_T_ K
G GA

Y (3.2)

En introduisant cette expression, semblable a celle des déformations en traction ou compres-
sion simple, la déformation transversale s’exprime par :
F. Ax

Ay = .
VT 64
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3. Cisaillement simple - Etat de contrainte plan

Ax

Modele & glissement
Figure 3.2 Déformation en cisaillement simple et modele de discussion

Remarques

1. Dans les calculs simples, le raccourcissement axial qui se produit en méme temps que la
déformation angulaire est négligé.

2. La déformation par flexion devient rapidement plus importante que celle provoquée par le
cisaillement. La déformation due au cisaillement peut étre négligée trés souvent dans les
picces longues. Ce probléme, relativement complexe en cisaillement et flexion sera traité
lors de I’exposé sur la flexion, voir le chapitre 5. Par contre, dans les pi¢ces courtes, la
déformation engendrée par le cisaillement ne peut pas étre oubliée.

3. Le module de cisaillement G est li¢ au module d’¢lasticité E par la relation :

m

=m.E, (3.8)

Pour I’acier et les matieres possédant le méme coefficient de Poisson, on a G = 0,385 E.

3.1.3.2 ANALOGIE

Les relations des contraintes et des déformations en traction / compression et en
cisaillement sont semblables car elles sont basées sur les mémes hypothéses simplificatrices :
répartition uniforme de la contrainte dans la section plane, loi linéaire pour la déformation.

3.2 ETAT DE CONTRAINTE PLAN

La discussion de la répartition des contraintes normales et tangentielles dans une piéce de
forme quelconque fait intervenir le découpage de cette piéce en corps prismatiques de
dimensions trés petites, a la limite infiniment petites. Les dimensions de ces corps
prismatiques sont repérées par rapport a un systéme de coordonnées trirectangle O x y z.

3.2.1 PRINCIPE DE LA RECIPROCITE DES CONTRAINTES 7

Soit dx, dy, dz, les dimensions infiniment petites d’un parallélépipede rectangle
¢lémentaire sollicité par un état de contrainte plan constitué¢ seulement par des contraintes
tangentielles. Cet élément pourrait se situer avec la face supérieure d’une picce a I’air libre.

3.2.1.1 EQUILIBRE

Les contraintes tangentielles sont affectées d’indice : le premier indice indique la direction
de I’axe perpendiculaire a la face élémentaire, le second indice la direction de 1’axe paralléle a
la contrainte.
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Sens des contraintes T

ou

ey yX Xy 7yx

Figure 3.3 Réciprocité des contraintes tangentielles

Supposons que toutes les contraintes tangentielles soient situées dans un plan parallele au plan
de référence O x y. Considérons la face élémentaire, perpendiculaire a O x, dimensions dy et
dz, située dans le plan O y z. La contrainte tangentielle sur cette face est désignée par t,. Sur
la face parallele avant, de mémes dimensions, la contrainte vaut t, + dty, car nous devons
considérer le cas général ou la contrainte de cisaillement ne reste pas constante dans toute la
picce. L’équilibre de translation du corps élémentaire impose :

2Y=0: Txy dy dz — (Txy + d1xy) dy dz = 0.

La contrainte sur la face visible sur la figure 3.3 vaut: 1, + dtyy = T4, I’augmentation
infiniment petite de contrainte tangentielle pouvant étre négligée dans cet équilibre. Les
contraintes tangentielles sur les deux faces paralléles ont pratiquement la méme valeur finie,
leurs sens étant opposés.

Déterminons 1’équilibre de rotation du parallélépipéde par rapport a I’axe O z. Pour obtenir
cet équilibre, nous devons admettre qu’il existe également une contrainte tangentielle tyx sur
la face cachée du corps, dimensions dx et dz, parallele au plan O z x. Désignons ’autre
contrainte tangentielle par tyx + dtyx sur la face visible, paralléle a la précédente, en admettant
une augmentation infinitésimale sur la distance dx. L’équilibre de rotation s’écrit :

> Moy =0: dy (Tye + dyy) dx dz — dx (Txy + dtyy) dy dz = 0.

En négligeant les termes infiniment petits d’ordre supérieur, cette expression montre que la
contrainte Ty, est égale a la contrainte 1., sur la face perpendiculaire. Cette propriété des
contraintes tangentielles sur deux faces perpendiculaires est fondamentale dans 1’étude de la
répartition des contraintes :

Txy = Tyx - (3.3)

Les faces opposées du parallélépipéde rectangle subissent des contraintes tangentielles égales
et opposées, a un infiniment petit prés. A toute contrainte tangentielle, perpendiculaire a
I’aréte, correspond sur la face perpendiculaire, une contrainte de méme module. Ces
contraintes sont dirigées dans le méme sens par rapport a ’aréte du prisme droit. Les
contraintes normales, dirigées perpendiculairement aux faces, ne modifient pas cette régle
appelée principe de la réciprocité des contraintes tangentielles.

3.2.1.2 DEFORMATION

La présence de contraintes tangentielles sur les faces du parallélépipéde ¢lémentaire
provoque une déformation de ce corps. Les faces sollicitées étant primitivement
perpendiculaires, deviennent obliques, 1’angle de déformation étant : y =1/ G.
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3.2.2 CONTRAINTES DANS UNE COUPE QUELCONQUE

L’¢état de contrainte plan est caractérisé par la présence simultanément de contraintes
normales et tangentielles sur les faces du parallélépipéde rectangle élémentaire. L’étude va
porter sur la recherche des contraintes sur les faces rectangulaires lorsque le systéme de
coordonnées de référence tourne autour de 1’axe O z, les conditions de sollicitation extérieures
restant inchangées.

3.2.2.1 HYPOTHESES INITIALES ET CONVENTIONS

Soit un parallélépipéde élémentaire de dimensions dx, dy, dz, soumis a I’action d’un état
de contrainte plan constitué¢ par des contraintes normales et tangentielles sur les quatre faces
perpendiculaires. Dans les plans O y z et O z x, les contraintes valent : oy et 1y, oy €t Tyx.
Négligeons ’augmentation infiniment petite de ces contraintes normales et tangentielles sur
les distances dx et dy. Pour maintenir 1’équilibre fini du corps élémentaire, nous devons
admettre que les contraintes normales, suivant le méme axe de référence, ont méme module,
mais sont de sens opposés. Les contraintes tangentielles obéissent au principe de la réciprocité
des contraintes tangentielles.

Convention de signe

1. Les contraintes normales sont positives lorsqu’elles engendrent une contrainte de traction
sur la face considérée.

2. Les contraintes tangentielles sont positives lorsque le sens de cette contrainte est tel que la
surface se trouve a droite de la contrainte (en suivant le sens de la fleche !)..

15y

Figure 3.4 Contraintes normales et tangentielles dans une coupe quelconque

3.2.2.2 VALEURS DES CONTRAINTES

Coupons le parallélépipede rectangle par une section, perpendiculaire au plan O; x y,
suivant la diagonale du rectangle de dimensions dx et dy. La dimension de la diagonale est
désignée par ds. Désignons par O u v le systeme d’axes rectangulaire de référence, 1’axe O u
étant perpendiculaire a la face oblique. Désignons par o, la contrainte normale sur la face
oblique et par t,, la contrainte tangentielle, toutes deux étant supposées positives sur la face.
Le systéme de référence O u v est tourné de 1’angle ¢ par rapport au systeme de référence de
base O x y.

Déterminons 1’équilibre statique du prisme droit en projetant les forces élémentaires sur les
axesQuetOv:

2U=0: oy dz ds = oy dy dz cos@ — Txy dy dz sing + oy dx dz sine -
- Txy dx dz cose.
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XV=0: Ty dz ds = o4 dy dz sing + 14y dy dz cose — &y dx dz cos —
Tyx dx dz sing.
Simplifions ces expressions par dz et introduisons : dx = ds sing et dy = ds cos¢. Ecrivons une

seule contrainte tangentielle en vertu principe de réciprocité : 1., = Tyx. Les deux expressions
deviennent :

Gy = Oy cOs’( + Oy sin“p — 2 Tyy SINP COSP.
Tuy = (Ox — Oy) SINQ COSQ + Tyy (cos’@ — sin’p).
Introduisons : sing cos@ = Y sin2@, sin’p = % (1 — cos2@) et cos’p = % (1 + cos2¢). Les

contraintes normales et la contrainte tangentielle sur la face oblique se trouvent par les trois
expressions :

Gy = 72 (0x + oy) + 2 (Ox — Gy) COS2( — Ty SIN2Q. (3.4.1)
Gy = 72 (0x + Gy) - V2 (04 — Gy) COS2¢ + Ty SIN2. (3.4.2)
Tuy = /2 (Ox — Oy) sIn2¢ + Ty COS2. (3.5)

Ces trois expressions analytiques donnent les valeurs des contraintes normales et tangentielle
dans une coupe quelconque en fonction des contraintes normales et tangentielle aux axes
primitifs O; x y. La deuxiéme expression de la contrainte normale o, représente la contrainte
sur la face perpendiculaire a la coupe oblique. La contrainte de cisaillement sur cette face t,, a
méme module que celle située sur la face oblique.

Le calcul de ces contraintes peut s’effectuer soit analytiquement au moyen des relations
(3.4.1,3.4.2) et (3.5), soit graphiquement au moyen du cercle proposé par Mohr.

3.2.3 CONTRAINTES PRINCIPALES

Les contraintes normales varient entre une valeur maximale et une valeur minimale
lorsque 1’angle ¢ augmente. La contrainte tangentielle varie également entre tmax €t Tmin, 1a
premiére valeur étant positive, la deuxiéme négative.

3.2.3.1 DEFINITION DES CONTRAINTES PRINCIPALES

La contrainte de cisaillement t,, devient nulle lorsque 2 (ox — oy) sin2¢ + 14y, cos 2¢ = 0,
soit pour :
-2,
tan2¢p = .
G,—C
X y
Déterminons pour quelle valeur de 1’angle ¢ la contrainte normale o, est maximale ou
minimale. Dérivons dans ce but ’expression de cette contrainte par rapport a I’angle ¢ et
¢galons le résultat a zéro :

d .
d(:pu = —(GX —Gy)'SIHZ(p -2t cos2¢ =0.
L’angle ¢ pour lequel cette condition est remplie se trouve par :
-21,
tan2p = —,
G,—0,

Cet angle est identique a celui pour lequel la contrainte tangentielle est nulle. L’état de
contrainte correspondant a ce cas particulier est dénommé état de contraintes principales. Les
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contraintes normales sont alors maximale et minimale, les contraintes tangentielles sur les
faces rectangulaires étant nulles. Les contraintes normales principales sont désignées par o; et
par o,. Les contraintes principales se calculent par les expressions :

(51I%(GX+Gy)+%\/(GX—Gy)2+4Tiy. (3.6.1)
02:%(0x+0y)—% (GX—Gy)2+4‘Ciy. (3.6.2)

L’angle de rotation a prévoir pour obtenir les contraintes principales sera désigné par ¢*.

3.2.3.2 CONTRAINTE TANGENTIELLE

La contrainte tangentielle est maximale ou minimale lorsque la dérivée de son expression
par rapport a I’angle ¢ est nulle, soit :

dr, :
a0 = (GX —Gy)cos2(p -2t sin2¢ =0.
G,—C
L’ angle ¢ correspondant vaut : tan2¢p = 2—y
T

Xy
Comme la tangente d’un angle reprend les mémes valeurs tous les = radians, la contrainte de
cisaillement est maximale ou minimale sur deux plans perpendiculaires. La valeur de ces
contraintes se trouve par :

T o = +%\/(Gx —Gy)2 +4riy.

1 2
rmm:—z (GX—Gy) +4r)2(y. (3.7)
Comme I’expression de I’angle contient les mémes termes que celle de 1’angle pour obtenir
les contraintes principales, pour atteindre la contrainte maximale ou minimale de cisaillement
a partir des contraintes principales, il faut procéder a une rotation de n/4 du systéme d’axes.
L’angle pour lequel la contrainte tangentielle devient maximale ou minimale sera désigné par

(P**'

3.2.4 CERCLE DE MOHR DES CONTRAINTES

La discussion de la variation des contraintes normales et des contraintes tangentielles et la
mise en évidence des propriétés est fortement simplifiée par la construction du cercle des
contraintes proposée par Mohr.

3.2.4.1 EQUATION DU CERCLE

Les deux expressions des contraintes dans la coupe oblique peuvent aussi s’écrire sous la
forme :

Gy — 72 (0x + 0y) = /2 (Ox — Gy) COS2¢ — Tyy SIN2Q,
Tuy = 72 (Ox — Oy) SIN2¢ + T4y, COS20.
Elevons les deux expressions au carré et additionnons membre a membre :
{ou— Y (0X + oY)} + 10" = {% (Ox — csy)}2 + txyz.
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Cette relation représente 1’équation d’un cercle dans le systéeme de coordonnées O o et O T.
L’abscisse du centre du cercle est /2 (ox + oy), I’ordonnée étant nulle. Le rayon du cercle se

trouvepar:
1 2
r:\/(E(GX_Gy)) +t72(y'

Le cercle de Mohr des contraintes est une construction graphique trés simple permettant de
trouver rapidement les valeurs de toutes les contraintes en module et sens dans une coupe
oblique, de repérer les contraintes principales et leur position, de trouver la contrainte
tangentielle maximale ou minimale.

3.2.4.2 CONSTRUCTION DU CERCLE

La construction du cercle de Mohr s’effectue de la maniéere suivante :

1. Tracer un systeme d’axes rectangulaires : axe horizontal O o, axe vertical O t ; choisir une
¢chelle convenable et identique sur les deux axes pour la représentation des contraintes.

2. Placer sur ’axe O o les deux valeurs des contraintes o, et o, en intensité et sens, le sens
positif étant vers la droite. Porter 1y, a ’extrémité de oy, parallélement a I’axe O 1, en sens
et intensité.

3. Porter la contrainte 1y a ’extrémité de la contrainte o, en direction, sens et intensité.
Tracer le diameétre du cercle de Mohr en joignant les extrémités des deux contraintes
tangentielles et en cherchant son centre au point de coupure de ce diamétre avec 1’axe O o.

4. Dessiner le cercle de Mohr a partir du centre M situé au point d’intersection du diametre
CD avec I’axe O o. La contrainte moyenne vaut : oy, = /2 (ox + oy).

vl .
i 7 &
Etat initial 4 e
®
5= C
@ 3
2 W T
O o s
Etat final apres ’U’ = & 1 Contraintes
rotation G j" © Gy normales
e I=
e} Cm=(Gy+Gy,) /2
- S =63+ 67)/ ﬂ_/
Cx

Figure 3.5 Construction et utilisation du cercle des contraintes proposé par Mohr

3.2.4.3 CONTRAINTES DANS UNE COUPE QUELCONQUE

La recherche des contraintes o, oy, T4y  partir de 1’état de contrainte initial imposé par oy,
oy et 14y, s’effectue de la maniere suivante :

1. L‘angle de rotation ¢ du systéme d’axes rectangulaire étant connu, tracer une corde CE,
paralléle a I’axe O o, passant par le point C, et construire une deuxiéme corde EF, inclinée
de I’angle ¢, dans la direction de I’axe O u.

2. Dessiner le diametre FMG passant par le centre M. Les projections des points F et G sur
I’axe O o sont situées a ’extrémité des contraintes o, et oy. Les projections des mémes
points sur 1’axe O t sont placées a I’extrémité des contraintes tangentielles 1,y et ty,.
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3. Les contraintes recherchées seront tracées en portant o, et t,, I’une a la suite de I’autre afin
d’aboutir au point F, o, et 1y, ’une a la suite de I’autre afin d’arriver au point G.

— )

Figure 3.6 Recherche des contraintes o, Gy, Tyy €t Ty

3.2.4.4 CONTRAINTES PRINCIPALES

La recherche des contraintes principales ou des contraintes tangentielles extrémales
s’effectue de la facon suivante :

1. A partir du cercle de Mohr et de ’état de contrainte plan initial par rapport a un systéme
d’axes rectangulaire O x y, les contraintes principales sont données par les points de
coupure du cercle avec I’axe O o. Le point le plus a droite définit o, le point le plus a
gauche o.

2. L’angle de rotation ¢* a prévoir pour obtenir cet état de contrainte est obtenu en reliant le
point E du cercle avec I’extrémité de o, soit la corde EJ. L’angle CEJ est égal a ¢*.

E

Figure 3.7 Contraintes principales, contraintes tangentielles extrémales

La recherche de la contrainte tangentielle maximale s’effectue d’une manicre analogue, soit :

1. Tracer la corde EL; passant par le sommet du cercle de Mohr située a 1’abscisse 2 (ox +
oy). L’angle compris entre CE et EL; est I’angle ¢** recherché.

2. La valeur de la contrainte tangentielle maximale est égale au rayon du cercle de Mohr, soit
- _ 2 2105
A Tmax = [(ox —0y) +4 1] /2.

Le sens de rotation a prévoir pour obtenir soit la contrainte principale o), soit la contrainte

tangentielle maximale tmax ressort immédiatement de la figure.

3.2.4.5 DEFORMATIONS SUIVANT LES CONTRAINTES PRINCIPALES
Lorsque le parallélépipéde rectangle est sollicité a 1’action des contraintes normales

principales o) et o,, les déformations suivants les axes O I et O 2 dépendent de ces deux
contraintes. Appliquons le principe de superposition des déformations sur I’axe O [ :
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: - . c
1. Allongement spécifique dii a la contrainte o; : €, = E‘
. , s \ . (0}
2. Contraction spécifique due a la contrainte o : €, =—V—=.
E
. : " . 1
3. Déformation spécifique résultante sur O 1 : €,=¢€,+&, = E(O'l -V o,).

La déformation spécifique dans les deux autres directions principale, la direction de ’axe O z
¢étant perpendiculaire au plan primitif O x y, sont :

4. Axe O 2: 822%(02—\/01).

4

5.Ax¢e 0z=03: g,=¢ =—%(01+02).

Si les directions des contraintes principales sont connues et si les déformations spécifiques g,

g sont trouvées par deux mesures au moyen d’extensometres, les contraintes principales

peuvent se calculer par les expressions :

(e, +ve,)E
1-v?

(e,+ve)E

c,=
1
1-v?

et c,=

3.2.5 ETATS DE CONTRAINTE PLANS PARTICULIERS

3.2.5.1 ETAT DE CONTRAINTE MONOAXIAL

1. Contrainte simple de traction

Dans le cas de la contrainte simple de traction, les contraintes sont : o, positive, oy nulle et
1« aussi nulle. Le parallélépipede élémentaire est sollicité seulement par deux contraintes
normales positives directement opposées, figure 3.8 a gauche.

I
| | v

max y 'rmax

¥
Ox Gx g

0 x 0 ol 0 X ' 0 ¢
\ =6 / Cx =065 L

Figure 3.8 Contraintes simples de traction et de compression

4.9
2
%

2. Contrainte simple de compression

Dans le cas de la contrainte simple de compression, les contraintes sont : ox négative, oy
nulle et 1., aussi nulle. Le parallélépipéde élémentaire est sollicité seulement par deux
contraintes normales négatives directement opposées, figure 3.8 a droite.

3. Contrainte tangentielle maximale ou minimale

Dans une coupe a 45° par rapport a ’axe O x, la section est sollicitée simultanément par
une contrainte normale et une contrainte tangentielle qui est maximale ou minimale. Ici, la
contrainte normale vaut la moitié¢ de ox. Le module de la contrainte tangentielle est aussi égal
a la moitié du module de la contrainte normale oy.
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3.2.5.2 ETAT DE CISAILLEMENT PUR

Le parallélépipéde ¢élémentaire est soumis uniquement a [’action de contraintes
tangentielles sur les quatre faces perpendiculaires au systéme d’axes rectangulaire O x y. Le
cercle de Mohr est centré sur I’origine du systeme de coordonnées. Ces contraintes obéissent
au principe de la réciprocité des contraintes tangentielles. En supposant la contrainte 1y
positive, la contrainte ty, est alors négative.

T

Figure 3.9 Etat de cisaillement pur et déformation suivant les contraintes principales
et sous I’action du cisaillement pur

Lorsque le parallélépipede élémentaire est tourné de 45°, les contraintes tangentielles
disparaissent completement. Elles sont remplacées par des contraintes normales qui sont
principales : o; = - o,. Le module des deux contrainte principales est égal a celui des
contraintes tangentielles.

3.2.5.3 RELATION ENTRE LE MODULE DE GLISSEMENT ET LE MODULE
D’ELASTICITE

Les modules d’¢élasticité E et de glissement G sont les caractéristiques de déformation des
maticres. Elles sont reliées entre elles par les expressions trouvées pour les déformations dues
aux contraintes normales et tangentielles.

En partant de 1’état de contrainte de cisaillement pur entrevu précédemment et en admettant
un parallélépipéde carré pour simplifier I’écriture : dx = dy, les contraintes principales valent,
figure 3.9 :

o;=71T €t op=-T1.

La déformation spécifique suivant les contraintes principales suivant les contraintes princi-
pales s’expriment par :

1. Axe principal O I : 812%(1+V)=%(1+V).

2. Axe principal O 2 : szz%(l+v):—%(l+v).

Comme les déformations restent toujours tres petites vis a vis des dimensions primitives des
pieces, nous pouvons écrire :

/2
tany—zy—:g—:sl
2 2 1/2
Remplagons la déformation spécifique ¢; par son expression précédente et 1’angle de
déformation vy par v/G :

-47 -



Contraintes fondamentales

_l_21(1+v)
YT6T T B

Le module de glissement G peut aussi se donner en fonction du module d’¢lasticité¢ £ et du
coefficient de contraction v ou du coefficient de Poisson m par :

E m
G_20+w_20+myE' (3-8)

Pour les aciers, le coefficient de contraction vaut 0,3 et le module de glissement se trouve
pratiquement par : G = E /{2(1+0,3)} = 0,385 E .
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CHAPITRE 4

CARACTERISTIQUES DES SURFACES PLANES

La notion de moment statique et de moments quadratiques de surfaces planes intervient
dans le calcul des contraintes et des déformations de pieces prismatiques sollicitées par la
flexion et / ou la torsion.

4.1 DEFINITIONS ET PROPRIETES

4.1.1 MOMENTS STATIQUES DE SURFACE

Soit une surface plane de forme quelconque ainsi qu’une paire d’axes rectangulaires O x y
se coupant a angle droit, contenant cette surface. Divisons cette surface en surfaces ¢lé-
mentaires d’aire d4 = dx * dy. L’aire de la surface 4 est égale a la somme intégrale des
surfaces ¢lémentaires :

AzLdA:de-dy.

Figure 4.1 Aire d’une surface repérée par rapport aux axes rectangulaires O x et O y

4.1.1.1 DEFINITIONS

Le moment statique Sx d’une surface plane par rapport a un axe O x est égal a la somme
intégrale, étendue a toute la surface, des produits y ~ d4. Le moment statique S, de la méme
surface par rapport a ’axe O y est égale a la somme intégrale, étendue a toute la surface, des
produits x d4 :

So=[ydd et S =] xdd.

Le moment statique d’une surface est homogene au cube d’une longueur. Il s’évalue généra-
lement en cm® ou en mm’. On peut définir d’une facon semblable, le moment statique polaire
S, de la surface par rapport au point origine O par :
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S, :'[Ar-dAzj-A x>+ y*-d4.

Cette grandeur n’est pratiquement jamais utilisée. La valeur du moment statique de surface
dépend de la position de 1’axe de référence. Comme I’aire élémentaire d4 est toujours
positive, le moment statique de surface par rapport a un axe peut devenir positif, négatif ou
méme nul.

4.1.1.2 PROPRIETES

Les principales caractéristiques des moments statiques de surface sont :

1. Le moment statique d’une surface 4 par rapport a un axe est égal au produit de I’aire de la
surface A par la distance au centre de gravité :

szjAy-dA:yc-A et Sy:Lx~dA:xC-A.

2. Le moment statique d’une surface 4 par rapport a un axe peut se calculer en sommant les
moments statiques partiels des surfaces composantes :

S,=ye A=Y yo-A et S =xc A=) xq 4.
i=1 i=1

3. La position du centre de gravit¢ de la surface 4, par rapport a un systéme d’axes
rectangulaire O x y, est donnée par ses coordonnées calculables par :

S S

X

xczq et yczq.

4. Les moments statiques de surface, par rapport a un systetme d’axes rectangulaire passant
par son centre de gravité, sont nuls.

4.1.2 MOMENTS QUADRATIQUES DE SURFACES PLANES

4.1.2.1 MOMENT QUADRATIQUE POLAIRE

On appelle moment quadratique polaire I, d’une surface plane par rapport a un point O
situé¢ dans son plan la somme intégrale :

I = er -d4, (4.1)
r étant la distance entre le point O et la surface ¢lémentaire d4, figure 4.1.

4.1.2.2 MOMENTS QUADRATIQUES AXIAUX

Soit une surface plane d’aire totale A4, positionnée par rapport a un systeme d’axes
rectangulaires O x y. On appelle moment quadratique axial de la surface par rapport a ’'un des
axes la somme intégrale :

Axe Ox: I = jAy2 -dA. 4.2.1)

Axe Oy : I, = ij2 -d4. (4.2.2)

Pour la surface élémentaire d’aire dA, nous pouvons calculer les moments quadratiques
¢lémentaires polaire et axiaux par les relations :

-50 -



4. Caractéristiques des surfaces planes

dl, =" d4, dl, =y dd4, dl, =x* - d4.
Comme les axes O x et O y sont perpendiculaires, nous pouvons écrire :
dl, =7 dd = (> +y*) d4 = dI, + dI,.
Sommons les moments quadratiques ¢lémentaires polaires et axiaux sur toute I’étendue de la
surface. Nous obtenons :

1, :JArz 'dA:IAyz ~dA+J’Ax2 -dA.

Nous pouvons finalement écrire la relation fondamentale entre les moments quadratiques
d’une surface plane :

I,=I+1,. (4.3)
Le moment quadratique polaire /, est égal a la somme des moments quadratiques axiaux /y et
1, les axes ayant une position quelconque dans le plan de la surface, mais perpendiculaires.

Comme les distances x, y, r, apparaissent au carré¢ dans ces diverses relations, les moments
quadratiques polaire et axiaux sont homogenes a la quatrieme puissance d’une longueur, cette
grandeur étant toujours positive. Les moments quadratiques de surface sont évaluées géné-
ralement en mm* ou cm®.

4.1.2.3 RAYONS DE GIRATION

Par définition, le moment quadratique de la surface est égal au produit du carré d’une
distance, appelée rayon de giration i, par 1’aire de la surface 4. Nous obtenons ainsi les
relations suivantes :

L=il"A, IL=i"A4, IL,=i " A

Les rayons de giration se trouvent par les expressions :

. I . I —
lx=\E, ly=\/§, i,= j’ (4.4)

Pour calculer le rayon de giration d’une surface par rapport a un axe, il est nécessaire de
trouver ’aire de la surface et le moment quadratique par rapport a cet axe. Le rayon de
giration axial est la distance a laquelle il faudrait placer ’aire 4, par rapport a 1’axe de
référence, pour obtenir le méme moment quadratique I ou Iy, la surface étant infiniment
étroite.

4.1.3 THEOREME DE HUYGENS OU DE STEINER

Soit une surface plane d’aire 4, repérée par rapport a deux systemes d’axes rectangulaires,
le premier C x y passant par le centre de gravité de la surface, le deuxiéme O x; y), parallele
au premier, figure 4.2.

Exprimons la valeur du moment quadratique élémentaire de la surface d4 par rapport a I’axe
O x; en fonction de la distance entre les deux axes parall¢les et la distance de la méme surface
par rapport a C x :

dLa=y1> dAd=(@c+y) dd=yc’ dd+2yc 'y dd +)’ . d4.

Le moment quadratique par rapport a ’axe O x; se trouve par la somme intégrale :

L= yi-dd+2y | y-dd+] y*-dd=yi-A+2y.-S + 1.
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2 |

Figure 4.2 Valeur des moments quadratiques pour un déplacement paralléle d’un axe
Coordonnées d’une surface élémentaire d4 par rapporta O x y

Le moment statique Sx de la surface par rapport a I’axe C x passant par le centre de gravité est
nul. Le moment quadratique vaut donc :

I,=1.+y A (4.5.1)

Le moment quadratique d’une surface plane par rapport a un axe est égal au moment
quadratique de cette surface par rapport a I’axe paralléle passant par le centre de gravité,
augmenté du produit du carré de la distance entre les deux axes par 1’aire de la surface. C’est
le théoréme de Huygens ou de Steiner.

Le moment quadratique de la surface par rapport a I’axe O y; se trouve par :

Iy =L +xc” A. (4.5.2)

Comme les expressions des moments quadratiques sont représentés par des sommes
algébriques, nous pouvons fractionner, ajouter ou soustraire des surfaces pour déterminer le

moment quadratique d’une surface, composée de plusieurs surfaces partielles, par rapport a un
axe donné.

4.1.4 MOMENT PRODUIT

Par définition, le moment produit d’une surface plane par rapport a un systéme d’axes
rectangulaires O x y situé dans son plan est égal a la somme intégrale :

Iy=] x-y-d4, (4.6)

Xy

x et y étant les coordonnées de 1’élément de surface d4 par rapport au systeéme de référence,
figure 4.2 a droite. Le moment produit est homogéne a la quatriéme puissance d’une
longueur, comme le moment quadratique axial. Il s’exprime aussi en cm”’ ou mm”.

Attention !
Le moment produit peut prendre des valeurs positives, négatives ou méme nulles.

4.1.4.1 PROPRIETES
Le moment produit /yy, fait intervenir les coordonnées x et y de I’élément de surface d4

avec le signe correspondant. Les propriétés principales des moments produits de surface sont
énumérées ci-apres.
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1. Surface symétrique par rapport a [ 'un des axes
Si I’un des axes de référence est axe de symétrie de la surface, le moment produit est nul :
Ly =0.
En effet, deux ¢léments de méme aire ¢lémentaire, symétriques par rapport a cet axe, donnent

toujours :
X1 )1 dA +ny2 dA :0,

cette relation restant valable pour toute I’étendue de la surface.

2. Axes conjugués

On appelle axes conjugués d’une surface plane deux axes quelconques pour lesquels le
moment produit est nul.

3. Axes principaux

On appelle axes principaux d’une surface plane deux axes conjugués rectangulaires. Si
I’origine du systéme d’axes coincide avec le centre de gravité de la surface et que ces axes
sont axes principaux, ce sont les axes principaux de gravité.

Ces diverses définitions permettent de tirer les propriétés suivantes :

1. A tout axe O x correspond un axe conjugué O y.

2. Chaque surface admet un systéme d’axes principaux passant par n’importe quel point O du
plan contenant cette surface.

3. L’axe de symétrie d’une surface plane est toujours axes principal de la surface.

4.1.4.2 TRANSLATION DU SYSTEME D’AXES

Le moment produit élémentaire de la surface d’aire d4 par rapport & un systeme d’axes de
référence rectangulaire O x; y; se trouve par :

dliy1 =@c+x) (ycty) dd=(xcyc+xyctxcy+xy) dd.

ylil

N

0 X
Figure 4.3 Translation d’un systéme d’axes et moment produit

Le moment total par rapport au systeme d’axes O x; y; se trouve par la somme intégrale :
leyl = L(xc Ve + X Yo +xc 'y+x-y): Xe Ve A+ yc ~Sy +x.-8, +IXyC.
Les moments statiques de surface Sy et Sy sont nuls si le systeme d’axes rectangulaire C x y

passe par le centre de gravité de la surface. Le moment produit s’exprime par :
=1, +Xc Yo 4 4.7)

X1y

Dans cette expression, les coordonnées du centre de gravité xc et yc doivent étre introduits en
grandeur et signe. Le moment produit d’une surface plane, par rapport a un systéeme d’axes
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rectangulaire paralléle au premier, est égal au produit de cette surface, passant par le centre de
gravité, augmenté du produit des coordonnées du centre de gravité par 1’aire de la surface.

Attention !
La relation proposée n’est applicable qu’a partir d’un systéme d’axes passant par le centre
de gravité de la surface.

4.2 CALCUL DES MOMENTS QUADRATIQUES

Le calcul analytique des moments quadratiques de surface planes n’est possible que pour
des formes géométriques simples. Les formes fondamentales sont représentées par le
rectangle, le cercle et le triangle.

4.2.1 RECTANGLE, CERCLE ET TRIANGLE

4.2.1.1 RECTANGLE

1. Par rapport a un axe confondu avec [’'un des cotés

Calculons le moment statique de surface et le moment quadratique par rapport a ’axe O x;
confondu avec le coté inférieur du rectangle. La bande élémentaire découpée présente une
surface élémentaire d4 = b dy.

) h bh* h
- Moment statique : Sy, :IAy-dA:IOb.y.dy: :5.,4_
h th 2
- Moment quadratique : 1, = J.Ay2 .d4 = _[0 b-y*-dy =3 = —
di s
‘ AR
N,
<+ 0 B a8l
1 B 1
O_ b X, B B

Figure 4.4 Moments quadratiques axiaux de surfaces rectangulaires et parallélogramme

2. Par rapport a un axe, paralléle a un coté, passant par le centre de gravité
Calculons le moment statique de la surface rectangulaire située en dessus de 1’ordonnée
Yi:

2
Moment statique : S, = Lh/zb'y'dy _ %(%—)ﬁzj

Y dy 12

D’une maniére semblable, le moment quadratique axial par rapporta Cy vaut: I, =h b*/12.

. . h/2 bk’
Moment quadratique axial : I :j b-y* =
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3. Moment quadratique polaire par rapport au centre de gravité

Le moment quadratique polaire se trouve par addition des deux moments quadratiques
axiaux :

I,=L+1,=(bh12) (W +b)=Ad*/12,
d représentant la diagonale du rectangle.

4.2.1.2 CERCLE

1. Moment quadratique polaire par rapport au centre de gravité du cercle

Soit un cercle de rayon extérieur r. et soit une surface annulaire élémentaire de rayon
intérieur 7, de largeur dr. La surface ¢lémentaire découpée se trouve par : d4 =2 n r dr.

Par définition, le moment quadratique ¢lémentaire est égal a :
dl,=r*d4=2rr dr.
Le moment quadratique polaire pour I’ensemble du cercle, le rayon r variant de 0 a r, vaut :

4
I/ :J62nr3-dr=£-r::nd .
b 2 32

2. Moment quadratique axial par rapport a un axe passant par le centre de gravité

Comme [, = I + I, et que I, = I, = I,/2 pour le cercle plein, alors :

d4
=7 =T

Y 64

Figure 4.5 Moments quadratiques pour les surfaces circulaire pleine et annulaire

4.2.1.3 COURONNE CIRCULAIRE

Les expressions trouvées pour le cercle sont directement applicables a la surface
annulaire.

Moment quadratique polaire : I = 3%

. . T
Moment quadratique axial : I =1 =—-
Y64
Si la couronne est trés mince, le diamétre moyen étant représenté par dp,, 1’épaisseur par s «
dm, les expression peuvent s’écrire :

]ng'(dS's) et 1 =1 zg~(d3~s).

(df-d’).

(di-a}).
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4.2.1.4 TRIANGLE

Soit un triangle de base b, parallele a ’axe C x, de hauteur 4. Proposons-nous de calculer
le moment quadratique axial I, par rapport a I’axe O x; confondu avec la base b. Découpons
une surface élémentaire constituée par une bande de largeur by et de hauteur dy. L’aire de la
surface élémentaire vaut: d4 = by, * dy avec by = b (1 — y/h). Le moment quadratique
élémentaire se trouve par : dlx; = y;° ~ d4 =3* b (1 — y/h). Le moment quadratique axial se
trouve par la somme :

7l /A
b |
I
|
| |
™ HE
g a

0, b |

Figure 4.6 Moments quadratiques d’un triangle quelconque et moment produit d’un triangle rectangle

Le moment quadratique axial, pour un axe passant par le centre de gravit¢ C du triangle,
parallele au c6té b, se trouve par :

2 3
-1, _(ﬁj 4=t
A3 36
Pour calculer les moments quadratiques /y; et /y, il faut décomposer la surface triangulaire en
surfaces triangulaires composantes, sommer ou soustraire les valeurs trouvées en fonction du
découpage adopté.
Déterminons le moment produit d’une surface triangulaire rectangle. Supposons que les cotés
b et h soient paralleles aux axes de gravit¢é C x y. Déplagons tout d’abord le systéme de
coordonnées pour que son origine coincide avec le milieu de I’hypoténuse. Le moment
produit par rapport a M x; y; est nul car ’axe M x, est axe de symétrie du triangle isocéle de
gauche, I’axe M y; est axe de symétrie du triangle isocele inférieur.

Procédons a un déplacement paralléle d’axes pour placer 1’origine du systéme de coordonnées
en C. Les coordonnées de M, par rapport a C x y, sont (b/6, h/6). Le moment produit vaut :
2 2
b h 4 b”-h

=1
WM 66 72

4.2.2 SURFACES DECOMPOSABLES EN SURFACES SIMPLES

Le calcul des moments quadratiques axiaux, polaire et produit d’une surface plane décom-
posable en surfaces simples s’effectuera en recherchant :

1. Les aires composantes et 1’aire totale.
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2. Les moments statiques de surface Sx; et Sy; par rapport a un systéme de référence simple O,
X1 )1.

3. La position du centre de gravité C a partir ces coordonnées :

Xc = Sy1/A et yc = le/A.
4. Les moments quadratiques axiaux /y, Iy en appliquant les relations de base et le théoreme de
Huygens.

. Le moment quadratique polaire [, = I, + I, le pole étant le centre de gravité de la surface.

. Le moment produit /iy, en appliquant les relations de base et le théoréme de Huygens.

7. Les rayons de giration iy, iy 4 partir des moments quadratiques axiaux de gravité et ’aire de
la surface.

AN D

Les parties ajourées des surfaces seront introduites avec le signe négatif dans les diverses
relations.

4.2.2.1 SURFACES COMPOSANTES SYMETRIQUES

Soient quatre surfaces constituées par des rectangles ou des parallélogrammes et soit C x
I’axe de référence passant par le centre de gravité, paralléle a la base, situé¢ a mi hauteur du
profilé.

Les dimensions extérieures de ces surfaces sont B et H, les dimensions intérieures b et A,
figure 4.7. Le moment quadratique axial de gravité I peut s’exprimer immédiatement par la
différence de deux moments quadratiques de surfaces rectangulaires :

_i. 3 3
=2 (BH* -b1’).

82277/ 7
| Vi
/
\ Y, ’4/ \ o
Iy |B-b B-b b
ol B | [ ] Ity I B

Figure 4.7 Moments quadratiques /; de surfaces composantes symétriques

4.2.2.2 SURFACES DECOMPOSABLES EN RECTANGLES

La recherche du moment quadratique /x s’effectuera en calculant tout d’abord la position
de I’axe de gravité¢ C x tel que yc1" B h + yc2 * b H soit nul, figure 4.8. Les moments quadra-
tiques partiels Iyc; et Iy par rapport a des axes paralléles a C x, passant par les centres de
gravité des surfaces composantes, se trouvent par :

_BK ot _bH’
xC, 12 xC, 12 ‘
Le moment quadratique total par rapport a I’axe C x devient :

3 3
Bh +yé1 -Bh+bg

I =
12

+yé2 -bH.

-57 -



Contraintes fondamentales

| |
i b N5 b,
* N | N < =
—_— \\‘ b:T:-.-. N —_ - o —
| CR: =l x X X
SEN :;m\\“' AN SIS NN
‘ B . B B

Figure 4.8 Surfaces décomposables en rectangles simples

4.2.2.3 SURFACES DEMI CIRCULAIRES

Les profilés composés contiennent trés souvent une surface composante constituée par un
demi cercle ou par une demi couronne circulaire. Le calcul des moments quadratiques axiaux
utilise les méthodes exposées précédemment.

5 4 whoy
A
2d
o
Cor % © 64 X
»///
|

Figure 4.9 Surfaces demi circulaires et demi couronne circulaire

1. Surface demi circulaire
Les moments quadratiques par rapport aux axes O x y; sont égaux pour les deux premicres
surfaces, I’axe O y| ne passant pas par le centre de gravité du demi cercle :
nd*
I.=1 = .
128
Le moment quadratique axial /; se trouve a partir du moment quadratique /y; en effectuant un
déplacement d’axe. La distance entre les deux axes O y; et C y vaut 2 d/(3 n). Le moment
quadratique /, se trouve finalement par :

nd* (2d ’ nd’ T 1 4
I = B Rkt = _ d*
Y128 (3m 8 128 187
2. Surface demi couronne circulaire

Les caractéristiques géométriques de cette surface se trouvent par la méthode générale de
résolution, soit :

Aire de la surface : A= ®/8) (de* — d).

Moment statique de surface par rapporta Oy, : Sy = (1/12) d: —d).

Abscisse du centre de gravité : xc=8y1/4=2 de—d?) / [3 n (d - dd)].
Moment quadratique par rapport a O y; : Ly = (n/128) (d —d).

Moment quadratique par rapport a I’axe O y passant par le centre de gravité C :
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I,=I;—x" A

3. Moment quadratique par rapport a un axe parallele aux axes de référence

Pour calculer le moment quadratique d’une surface composante constituée par exemple
par un demi cercle ou une demi couronne circulaire par rapport a un axe parall¢le a un axe de
référence, le théoréme de Huygens s’applique a partir du moment quadratique de gravité et
non a partir du moment quadratique /y; !

4.2.3 RECHERCHE GRAPHIQUE PAR LA METHODE DE MOHR

La méthode graphique de recherche des moments quadratiques proposée par Mohr
s’applique aux surfaces ne pouvant pas se décomposer en surfaces simples. Elle consiste a
diviser la surface réelle en rectangles composants et a utiliser les propriétés du polygone
funiculaire développée en Statique [15].

!

Y, Surface 1cm <—> a cm
“'-_ —
N
:Ai\
N
§<] C X
\
\ 1
“‘*~§§ | L~
- 1 LX
0 Xi i J('|l__

s

Figure 4.10 Méthode de Mohr pour la recherche du moment quadratique axial

42.3.1 JUSTIFICATION DE LA METHODE
Soit A la surface totale donnée initialement et soit 4; 1’aire de la surface d’une bande

rectangulaire, largeur Ax, découpée parallelement a I’axe O y;. Le moment quadratique de
cette surface par rapport a I’axe O y; se trouve par :
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en négligeant le moment quadratique par rapport au centre de gravité de la surface partielle.
Le triangle i-1,4;,1 est semblable au triangle construit sur le polygone funiculaire. Nous
pouvons écrire :

g H=x; A4,
Le moment quadratique élémentaire se trouve par iy = x; & H, avec x; & le double de ’aire
du triangle construit sur le polygone funiculaire, soit 2 ;. En choisissant une distance polaire
H = A/2, le moment quadratique ¢lémentaire devient :

[i,yl =4 Q.
Le moment quadratique axial, par rapport a I’axe O y), est égal au produit de 1’aire de la
surface imposée sur la figure par I’aire de la surface comprise entre le polygone funiculaire et
I’axe de référence O y;. En vérité, la construction du polygone funiculaire s’effectue
habituellement a une échelle différente de 1 : 1 . Si I’échelle de la représentation de la surface
donnée est 1 cm <> a cm, alors le moment quadratique axial se trouve par :

Ii=A4Qa.

4.2.3.2 MOMENT QUADRATIQUE AXIAL DE GRAVITE

La surface de calcul Q présente deux composantes : la surface Q; proportionnelle au
moment quadratique axial de gravité Iy, la surface Q, proportionnelle au produit x4
intervenant dans la relation du déplacement parall¢le de 1’axe.

L’aire de la surface Q; comprise entre la courbe funiculaire et les cotés extrémes 0,n, permet
de trouver le moment quadratique axial par rapport & C y. Pour calculer le moment
quadratique axial de gravité I, il faut répéter la construction en découpant des bandes
rectangulaires parallélement a ’axe O x.

Cette méthode graphique, utilisée pour les surfaces de forme quelconque, nécessite le calcul
préalable de I’aire des surfaces rectangulaires composantes, la détermination de leur centre de
gravité et la construction du polygone funiculaire. De plus, elle impose la recherche de I’aire
totale d’une surface limitée par une ou plusieurs courbes fermées.

4.2.4 RECHERCHE NUMERIQUE DES MOMENTS QUADRATIQUES

Le calcul numérique du moment quadratique axial de gravité I et I, peut s’effectuer trés
facilement par un découpage de la surface primitive en surfaces simples constituées par des
bandes. La méthode proposée ici est tres facile a utiliser. Elle consiste a remplacer les bandes
paralléles par des rectangles d’aire équivalente. Les moments quadratiques axiaux et produit
peuvent tous se trouver par des opérations algébriques.

1. Caractéristiques de la surface composante A;

Soit une surface de forme quelconque, d’aire totale 4 . Proposons-nous de trouver les
caractéristiques géométriques de cette surface plane. Tracons dans ce but un systeme d’axes
rectangulaires O x; y; de telle sorte que la surface soit située enticrement dans le premier
quadrant. Découpons la surface, de longueur projetée / sur I’axe O xj, en 2" (m =2, 3,4, 5
ou 6) bandes composantes, paralléles a I’axe O y1, de largeur = ,/2™.

Pour la bande composante 1, d’aire 4;, les caractéristiques géométriques sont :

1. Ordonnée a I’abscisse x; : inférieure y;, supérieure ;.
Ordonnée a I’abscisse x4 : inférieure yyi1, supérieure yoii.
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Figure 4.11 Calcul numérique des moments quadratiques

2. Position du centre de gravité de la surface rectangulaire équivalente :
Xciexith22=x;+h(i-0,5).
veir Y1+ A2 = 1i + 11ie)/2 + [ T 22i0)-01i + i) /4.
3. Aire de lasurface : A =h Ayi=h [(v2i + y2ir1) — (1i + y1iv1)] / 2.
4. Moments statiques de surface par rapport aux axes O x; et O y; :
Sxi =i+ Ayi /2) " Ai.
Syi =(xi+ h/72) A
5. Moments quadratiques axiaux de la surface par rapport aux axes O x; et O y; :
L= (h Ayi3) /12 +yCi2 A;.
Lii= Ay 1)/ 12+ xc 4.
6. Moment produit :
Lyt = xci yai 4i.

2. Caractéristiques de la surface totale

Le nombre n = 2™ de bandes composantes étant fixé et toutes les 2 (n+1) ordonnées étant
connues, les caractéristiques géométriques de la surface par rapport au systéme de référence
trirectangle O x; y; peuvent se trouver par sommation.

. =1
1. Aire de la surface : A= ;h -5[()/2i 0, ) - (yli 0 )]
2. Moment statique de surface : S, = Z Ve, 4
i=1
SYl - Zxci .Ai :
i=1
. . = h * Ay3 2
3. Moment quadratiques axiaux : I, = T‘+ Ve, 4
i=1
L Ay, hP
1 =z y1—+xé A .
M = 12 i
4. Moment produit : I, = Zxci Ve, 4 -
i=1

Habituellement, ce sont les grandeurs de gravité qu’il faut connaitre. Pour trouver ces
dimensions, il suffit d’appliquer le théoréme de Huygens pour les moments quadratiques
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axiaux et le moment produit aprés avoir trouvé les coordonnées du centre de gravité C de la
figure plane.

Position du centre de gravité par rapport au systeme primitif de référence O x; y; :
xc=81/A4 et yc=SalA.
Moments quadratiques axiaux de gravité :
L=lLi-y’A et I,=I,-xc A.
Moment produit de gravité :
Ly = Ly — Xxc yc A.

4.3 ROTATION DU SYSTEME D’AXES DE GRAVITE

L’application du théoréme de translation des axes permet de calculer les moments
quadratiques axiaux et produit d’une surface plane par rapport a un systéme d’axes passant
par le centre de gravité. La rotation du systeme d’axes, étudié ci-apres se limitera aux axes
dont I’origine est confondue avec le centre de gravité de la surface.

4.3.1 RELATIONS ANALYTIQUES
Les coordonnées de la surface d4 étant repérées par x et y dans le systeme d’axes

rectangulaires O x y, la méme surface élémentaire présente les coordonnées u et v dans le
systeme d’axes rectangulaire O u v, tourné de I’angle ¢ par rapport au systeme de référence.

|
\ ’ /\dA N0

9; >
0] X

Figure 4.12 Coordonnées u et v de la surface élémentaire d4 dans le systéme d’axes O u v

La figure 4.12 permet de tirer immédiatement la relation suivante entre les coordonnées :
u=x cosp+y sing,
v=-Xx sing +y cose.

Ce deux relations de transformation permettent de trouver les coordonnées u et v a partir des
coordonnées x et y, I’angle de rotation ¢ étant donné.

4.3.1.1 MOMENTS QUADRATIQUES AXIAUX

Soit a trouver les expressions des moments quadratiques axiaux [, et /, a partir des
moments quadratiques Iy et 1y, et produit y, I’angle de rotation ¢ étant imposé. Remplagons
u et v par leurs expressions et développons les sommes intégrales :

I, = L vid4 = L (—xsing + ycoscp)sz = sin’ @IszdA +cos’ (pL y*d4 —2sin@ coscpJ.AxydA.
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I, = L u'dd = J.A (xcoso +ysin(p)2dA = cos’ (pszdA +sin’ (pL y*dA+2sing coscpJ.AxydA.

Introduisons dans ces deux expression les définitions des moments quadratiques et produit par
rapport au systeme d’axes O x y, soit les simplifications suivantes :

I :JAysz, I, :szdA, 1 :JAxydA.

Xy

1—-cos2¢ , cos? @ = 1+cos2¢
2 2

Les relations des moments quadratiques axiaux deviennent :
L+1, I -1
I _ X y X

sin® @ = , 2sin@ cos@ = sin2¢.

. + ~.cos2¢0 — 1, sin20. (4.8.1)
2 2 Y
I+, I -1 ,
I = 5 L — 5 *-c0os2¢ + 1, sin2¢. (4.8.2)

Figure 4.13 Rotation du systéme d’axes par rapport a la position primitive de référence

4.3.1.2 MOMENT QUADRATIQUE PRODUIT

Le moment produit /,, par rapport aux nouveaux axes se calcule par la somme intégrale :

1 =LuvdA =JA(xc0scp +ySiH(P)-(—xsin(p +yCOS(p)-dA _

= (cos’ @ —sin’ ¢)- J.A x ydA4 +sing cose -J.A y*d4 —sing cos@ -J.A x*d4.

En effectuant les mémes substitutions que pour les moments quadratiques axiaux, le moment
quadratique produit s’exprime par :
I -1

X y

= -sin2¢ + 1, cos2¢. (4.9)

uv

Le moment produit devient nul lorsque tan2¢ = - 2 I/(Ix — ;). Ce moment peut devenir
positif, négatif ou nul suivant les valeurs des moments quadratiques et la position du nouveau
systeme d’axes rectangle O u v.

4.3.1.3 AXES PRINCIPAUX DE GRAVITE
Déterminons la valeur de ’angle ¢ pour laquelle le moment quadratique axial 7, est

maximal ou minimal. Dérivons I’expression de ce moment quadratique par rapport a I’angle ¢
et égalons a zéro :
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d/ .
d(; =—(,—1,))-sin2¢-21 -cos2¢p =0,

217,
ou encore : tan2¢p = — .

11

Cette solution montre qu’il existe deux angles 2 ¢; et 2 ¢,, différents de n, donc deux angles
o1 et oy différents de n/2. Pour ces valeurs particuli¢res, le moment quadratique /, est maximal
ou minimal. Ce résultat est aussi valable pour le moment quadratique /,. De plus, cet angle
correspond a celui pour lequel le moment produit est nul.
Propriétés
1. Le moment produit d’une surface plane devient nul lorsque les moments quadratiques
axiaux deviennent maximal ou minimal.
2. Les axes rectangulaires, passant par le centre de gravité de la surface, sont alors les axes
principaux de gravité.

4.3.2 RECHERCHE GRAPHIQUE PAR LE CERCLE DE MOHR - LAND

Les relations trouvées pour les moments quadratiques 1., 1, 1y, sont identiques a celles de
I’état des contraintes dans le plan. Les moments quadratiques axiaux suivant les axes
principaux de gravité sont donnés par :

(Ix + Iy) 1 2 2
Il’zzTiE\/(lx—ly) +417 . (4.10.1)

Le moment maximal ou minimal se trouve par :

1 2 5
- ZigJ(h —1,) +45,. (4.10.2)

4.3.2.1 RECHERCHE DES MOMENTS QUADRATIQUES

La construction du cercle de Mohr-Land permet de trouver, a partir des moments
quadratiques I, 1y, Iy de gravité :
1. Les moments quadratiques axiaux et produit par rapport a un systéme d’axes rectangulaires
C u v pour tout angle de rotation ¢.
2. Les axes principaux de gravité.
3. Les moments quadratiques axiaux maximal et minimal.
4. Les axes conjugués obliques.

1. Principe de la construction du cercle

La construction du cercle de Mohr-Land, apres le choix d’une échelle convenable pour la
représentation graphique des moments quadratiques, s’effectue de la maniére suivante :

1. Tracer le systeme d’axes C x y et dessiner la surface par rapport a ce repere de base, le
centre de gravité de la surface se trouvant a 1’origine C.

2. Porter sur I’axe vertical C y le diamétre du cercle de Mohr-Land 7, = I, + 1.

3. A partir du point C, dessiner Iy, a partir du point diamétralement opposé Iy, le point
commun P se trouvant a ’extrémité de /, et de .

4. A partir du point P, porter le moment produit /. : vers la droite si le moment est positif,
vers la gauche si ce moment est négatif. L ’extrémité du moment produit, représenté par le
point T, est le centre quadratique.
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Figure 4.14 Recherche des moments quadratiques par le cercle de Mohr-Land

2. Recherche des moments quadratiques I, 1, 1.y, pour des axes rectangulaires

A partir du point C sur le cercle, correspondant au centre de gravité de la figure plane,
construire les axes C u, C v, rectangulaires, tournés de ’angle ¢ par rapport aux systéme
primitif de référence.

Les intersections de ces deux axes avec le cercle de Mohr-Land donnent les points U et V.
Abaisser, du centre quadratique T, une perpendiculaire au diamétre U V pour obtenir le point
P. Les grandeurs recherchées sont :

1. Le moment quadratique axial 7, = U-P.

2. Le moment quadratique axial 7, = V-P.
3. Le moment quadratique produit /,, = P-T.

4 v
L2
A
! T
1
* A
?r’

Figure 4.15 Recherche des axes principaux de gravité et des moments quadratique /; et /

4.3.2.2 RECHERCHE DES AXES PRINCIPAUX DE GRAVITE

Pour les axes principaux de gravité de la figure plane, le moment quadratique produit doit
étre nul. Il s’ensuit que le diamétre, représentant le moment quadratique polaire /,, doit passer
par le centre quadratique T.

La position des axes C-1 et C-2, passant par le centre de gravité C de la figure 4.15, se trouve
de la maniére suivante :
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1. Dessiner le diametre du cercle passant par le centre quadratique T et repérer les points 1 et 2
sur le cercle.
2. Tracer les axes C-1 et C-2.
3. Repérer les moments quadratiques principaux :
- Moment quadratique axial maximal (sur la figure) /; = 1-T.
- Moment quadratique axial minimal (sur la figure) 7, = 2-T.
- Angle de rotation des axes : ¢*.

4.3.2.3 JUSTIFICATION DE LA CONSTRUCTION GRAPHIQUE

Le point P, placé a I’extrémité des moments quadratiques axiaux 1,, I,, décrit une
circonférence passant par le centre quadratique T et le centre du cercle de Mohr-Land. Le
rayon de ce cercle vaut : R = /2 = (I + 1,)/2 = (I, + 1,)/2. La distance du centre du cercle a
I’extrémité I, se trouve par la différence : Iy — [,/2 = (Ix — 1y)/2. A partir de la figure 4.16 et par
projection des moments quadratiques sur le diamétre du cercle, il est possible d’écrire :

I +1, I.-1 .
= + > -c082¢p — I sin2¢.

! 2
[ +1, I -1 ,
I = 5 Y- 5 *-c0s2¢ + I, sin2¢.

Le moment quadratique produit s’obtient par projection des moments quadratiques initiaux
sur la perpendiculaire au diameétre passant par le centre quadratique :
I -1

y

= -sin2¢ + 1, cos2¢.

uv

L’angle compris entre ’axe C y et le diamétre passant par les points U, V, est égal au double
de I’angle de rotation des axes o.

%5
N 7
N
=
]
:_:x
]
|8
»
T X

Figure 4.16 Justification de la construction graphique par le cercle de Mohr-Land

4.3.3 AXES CONJUGUES QUELCONQUES

1. Valeur du moment produit

Les axes rectangulaires primitifs de gravité sont C x, C y, les axes obliques C u, C v,
inclinés des angles y et ¢ par rapport a C x. L’angle entre I’axe C y et I’axe C v vaut : y = ¢ —
n/2. Exprimons le moment produit élémentaire d/,, en introduisant les distances p, ¢, figure
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417 :dlw=p q dA4 avec p =- x siny + y cosy et g =x cosy + y siny . Le moment produit
total vaut :

I, :J.Ap-q-dAzj.A(—xsinx +ycosy)-(xcosy +ysiny )-d4,

I, =1, -cosysiny — 1, -siny cosy + I, -(cosy cosy —siny siny ).

Figure 4.17 Recherche des axes conjugués quelconques et justification graphique

2. Axes conjugués quelconques

Pour un systéme d’axes conjugués quelconques, le moment produit /,, doit étre nul : 7, =
0. Introduisons cette condition particuliere dans I’expression du moment produit et divisons
toute I’expression par cosy “cosy. La relation peut alors s’écrire sous la forme :

(Iy + Iy tany) tany, = Iy + I tany.
Si ’axe C v est I’axe adopté, 1’axe conjugué est désigné par C n, ’angle y entre les axes C x
et C n étant nommé B. Cet angle se trouve par :
I tany +/
tan B = ¢ .
I, +1 tany
La construction graphique de 1’axe conjugué C n par le cercle de Mohr-Land s’effectue en
tragant la corde V-T-N, passant par le centre quadratique T, le point N étant situé sur I’axe C n
et sur le cercle. La justification de la construction part du triangle M-V-T, I’angle inscrit
(MTYV) étant égal a I’angle entre les axes C x et C n. Nous pouvons écrire :

I siny + 1. cos I tany +/
tanf = = Y t+i,co8y [otany + 1,

I, cosy +1 siny [ +1] tany

4.3.4 APPLICATION

Soit a déterminer les moments quadratiques axiaux et produit d’un profilé en L dont les
dimensions sont :
base 80 mm, hauteur 160 mm, épaisseur des deux rectangles 10 mm.

Ce profil correspond approximativement au profil normé dit corniére a ailes inégales 160 . 80
10, profil possédant des arrondis dans les angles, [les valeurs données entre cro-
chets correspondent aux valeurs de la table annexée du profil corniére] .
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Unités utilisées dans le calcul : le cm

La surface est découpée en deux rectangles : 8 1 cm, 1 cm " 15 cm, le systéme d’axes de
référence étant O x; y;. Une seconde possibilité de trouver facilement les caractéristiques de
ce profil est d’adopter deux rectangles, le premier plein de 8 cm sur 16 cm, le deuxiéme de 7
cm sur 15 cm creux.

1. Découpage en deux bandes de 1 cm d’épaisseur

1.1 Aires, moments statiques et position du centre de gravité

Aire du profil
A;=8cm 1 cm=8cm’
Ar»=1cm 15cm=15 cmz,
A=8cm’+ 15 cm’*=23 cm®. [23.2]

Position du centre de gravité
Sx=05cm 8§ cm’ + 8,5cm 15 cm’ = 131,5 cm3,
Sy=4cm" 8 cm’ + 0,5cm 15 cm?’ = 39,5 cm3,
xc=8,/4=39,5cm’/23 cm® = 1,717 cm. [1,69]
ye=8/A=131,5cm®/23 ecm*=5,717 cm. [5,63]

"Wy

N\
N\

10

160

10

Figure 4.18 Exemple : Recherche des moments quadratiques principaux

1.2. Moments quadratiques axiaux et produit par rapport a O x; y)
Lag=(8 1%/12+0,5% 8) cm® = 2,667 cm®,
Laa=(1"1512+8,5*15) cm® = 1365 cm®,

Iy =2,667 cm® + 136,5 cm® = 1367,67 cm”.

Ly =(1"8/12+4* 8) cm* = 170,667 cm”,
Lia=(15"1%/12+0,5*"15) cm* = 5 cm”,

I,1 = 170,667 cm* + 5 cm* = 175,667 cm”.

Liy1=0,5cm 4 cm-8 cm?® + 0,5cm 8,5cm 15 cm? = 79,75 cm?,

1.3. Moments quadratiques axiaux et produit par rapport a C x y
Iex=1367,67 cm® — 5,717% cm® 23 em® = 615,94 cm4.  [611]

Iey = 175,667 cm® — 1,717% cm®* 23 cm® = 107,86 cm®.  [104]
Iexy = 79,95 cm* = 5,717 cm 1,717 cm* 23 cm® = - 145,82 cm*.
I,= 615,94 cm® + 107,86 cm* = 723,8 cm”.
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1. 4. Moments principaux I, et I
I, =723,8cm/2+0,5 {[(615,94 — 107,86)> + 4 - 145,82%]}%° cm® = 654,82 cm®. [648]
L =361,9 cm® — 292,92 cm®* = 68.98 cm*. [67,0]
La figure 4.18 montre le cercle de Mohr-Land et la position des moments quadratiques
principaux dans le cercle.

Angle de rotation : 2 ¢* = arc tan (2 - 145,82/508,08) = 29,86° et o* = 14,93°.
2. Autre découpage : découpage en deux rectangles, I’un plein, I’autre creux

2.1 Aires, moments statiques et position du centre de gravité

Aire du profil
Aiy=8cm 16 cm = 128 cm’,
Ay=-(7 cm . 15 cm)— 105 cm
A =128 cm® — 105 cm? = 23 cm”.
Coordonnées du centre de gravité des deux surfaces en cm : A (4, 8), 4(, (4,5, 8,5 cm).

Position du centre de gravité
Sy=8cm 128 cm” - 8,5 cm - 105 cm? —1315cm
Sy=4cm- 128 cm” - 4,5 cm- 105 cm? —3950m
xc—S/A 39,5 cm®/ 23 em? = 1,717 em.
ye=Sy/A = 131,5 cm® /23 cm® = 5,717 cm.

2.2. Moments quadratiques axiaux des surfaces composantes par rapport a leurs axes

Lin=(8" 163/12) cm® 2730 67 cm”,
Ly=-(" 15%/12) em* = - 1968,75 cm”,

y(+) (16 8 /12) cm 682 67 cm
Ly =15 7/12)cm —-428750m

2.3. Moments quadratiques axiaux par rapport au centre de gravité

Déplacement des deux surfaces par rapport au centre de gravité global

Iex = {2730,67 cm® + (8-5,717)*128 cm*} — {1968,75 cm® + (8,5-5,717)*105 cm*} = 615,83
4

cm’.

Icy = {682,67 cm4 + (4-1,717)*128 cm*} — {428,75 cm® + (4,5-1,717)*105 cm®} = 107,83

cm’.

chy {(4-1,717)(8-5,717)128 cm N {(4,5-1 717)(8,5-5,717)105 cm'} = - 146,087 cm”.

Ipcqe = 615,83 cm’ + 107,83 cm’ = = 723,66 cm®,

Remarque complémentaire

De nombreux logiciels de dessin et de calculs de piéces permettent de trouver 1’aire d’une
surface plane quelconque, la position de son centre de gravité, la valeur des moments
quadratiques axiaux et principaux. Les valeurs calculées ne correspondent pas toujours avec
un calcul d’une surface composée de figures simples, la méthode utilisée n’étant généralement
pas donnée par le fournisseur ou le créateur du logiciel.
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Tableau 4.1
Moments quadratiques de surfaces simples

Surface Moments quadratiques Surface Moments quadratiques
- Y
~5 \
' 1 =bh 3B g
<N 12 16
. 3
7/ ; _hb 1_5‘/5124
|l 974 Y12 Y16
¥ y|__ % AL
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o /i =heh x | B=h=(e22) 5
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CHAPITRE 5

FLEXION SIMPLE

La plupart des pieces de machines et les diverses structures de génie civil travaillent
principalement en flexion combinée habituellement a la torsion et au cisaillement. Les
contraintes de flexion dans les diverses parties sollicitées deviennent trés rapidement
prépondérantes et imposent le plus souvent le choix et la forme des sections transversales.

5.1 EFFORTS DANS LES POUTRES

On appelle poutre une barre, généralement rectiligne, qui travaille principalement en
flexion. La réduction des efforts extérieurs au centre de gravité des sections droites fait
apparaitre principalement des moments fléchissants accompagnés d’efforts tranchants.

5.1.1 POUTRES SOLLICITEES PAR DES FORCES COPLANAIRES

Considérons une poutre rectiligne, encastrée a 1’'une de ses extrémités, la gauche dans ce
cas, chargée a ’autre par une force F perpendiculaire a la ligne moyenne. Imaginons une
coupe plane m - n a un endroit quelconque de la picce et isolons la partie situé a droite de
cette section.

Figure 5.1 Poutre en porte-a-faux soumise & 1’action de la force F

Ecrivons I’équilibre statique du trongon isolé :
2Y=0: -F+Fr=0.
2 My=0: -a F+ M;=0.
Pour maintenir le troncon en équilibre, nous devons admettre qu’il existe, dans la section

imaginaire m - n, une force Fr appelée effort tranchant, et un couple My, dénommé moment
fléchissant.

5.1.1.1 CONVENTION DES SIGNES DES EFFORTS

Soit un trongon de poutre rectiligne limité par deux coupes planes imaginaires m-m et
n-n. Les signes affectés aux efforts tranchants et aux moments fléchissants sont définis
arbitrairement et ne correspondent pas au sens positif utilis€ en mathématique. L’adoption de
cette convention convient bien au problémes d’efforts situ€¢s dans un plan (2D). La mise en
équation des contraintes et des déformations dans les poutres sollicitées par des forces
coplanaires est facilitée par I’adoption de ces conventions.
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1. Effort tranchant

L’effort tranchant est considéré comme positif lorsqu’il a tendance a provoquer une
rotation dans le sens des aiguilles d’une montre sur le trongon isolé. Dans le cas contraire, le
signe de ’effort tranchant est négatif.

2. Moment fléchissant

Le moment fléchissant est considéré comme positif lorsque 1’incurvation de la poutre est
vers le bas. Dans le cas contraire, le moment fléchissant est considéré comme négatif. Cette
définition s’applique seulement aux pieces a ligne moyenne horizontale, cas fondamental.

EFFORT TRANCHANT MOMENT FLECHISSANT

Figure 5.2 Convention des signes pour 1’effort tranchant et le moment fléchissant

L’effort tranchant posséde le méme signe que la contrainte tangentielle placée dans la coupe
imaginaire plane. Pour les pieces a axe non horizontal, le moment fléchissant sera représenté
du coté des fibres tendues, ce principe s’appliquant également aux poutres a ligne moyenne
horizontale.

5.1.1.2 FONCTION DES APPUIS

La configuration des appuis influence directement 1’équilibre statique de la poutre et la
répartition des efforts. Nous pouvons distinguer la fonction de chaque type d’appui en
introduisant un code sur les possibilités de déformation et de transmission des forces et/ou des
couples. Nous affecterons la valeur 1 lorsque cette fonction existe, un 0 lorsqu’elle est
absente. L.’ensemble s’exprime par un vecteur colonne a cinqg ¢léments :

Elément 1 : déformation linéaire perpendiculaire a la ligne moyenne.
Elément 2 : déformation angulaire au droit de I’appui.

Elément 3 : présence possible d’un moment fléchissant au droit de 1’appui.
Elément 4 : présence possible d’un effort tranchant au droit de 1’appui.
Elément 5 : présence possible d’un effort normal au droit de I’appui.

Remarques

Sur la figure 5.3, les codes composants des appuis sont indiqués sur une ligne (vecteur
transposé). Il a été admis que les extrémités libres des poutres ne sont pas sollicitées par un ou
des efforts normal ou tranchant, par aucun moment fléchissant. Les appuis usuels sont : appui
encastré 1, appui libre sur rouleaux 2, appui articulé fixe 3, extrémité de poutre libre 8,
articulation dans la poutre 11. Les poutres en porte-a-faux sont appuyées sur des articulations
rigides, code 5, ou sur articulations élastiques, code 12. Toutes les articulations sont suppo-
sées sans frottement.
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Figure 5.3 Code et fonction des principaux appuis utilisés dans les poutres rectilignes

5.1.1.3 POUTRE SOUMISE AUX FORCES PARALLELES

La recherche des efforts dans une poutre rectiligne sollicitée par des forces parall¢les,
concentrées, perpendiculaires a la ligne moyenne, fait intervenir les opérations suivantes :
1. Calcul de I’équilibre statique de la poutre par les relations ou méthodes usuelles et détermi-
nation des réactions d’appui.
2. Recherche des efforts : effort tranchant et moment fléchissant, sur chaque ligne d’action
des forces.

3. Représentation graphique, a des échelles adéquates, des valeurs de I’effort tranchant et du
moment fléchissant en fonction de 1’abscisse de la poutre.

E Plan de la poutre Tcm&acm
B

k
= T = . X
B , If 5 £ T
Lx 15 2 3
H = '—J' X3 _\
~ [ -
Diagramme des R lem&d N
G
1 H]IIHHHH|| l
F
: 1T
S
Diagramme des M; 1cm=e mm-N
:
<

Figure 5.4 Exemple de tracé des diagrammes des efforts
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Exemple, figure 5.4

Soit a déterminer les diagrammes des efforts tranchants et des moments fléchissants dans
une poutre rectiligne, sollicitée par trois forces connues, paralléles, perpendiculaires a la ligne
moyenne de la picce.

L’appui B est du type 01011, I"appui C du type 01010. La distance entre appuis est désignée
par /.

1. Equilibre statique de la poutre
ZM(B)=OI Fcz(X1F1+X2F2+X3F3)/l.
ZM(C):(): Fg=[(l-x)) F\ + (I-x2) F> + (I-x3) F3] /L.
Contréle:2Y=0: FB+Fc—(F1+F2+F3)=0.

2. Diagramme des efforts tranchants

A partir de la ligne de référence, paralléle a la ligne moyenne de la poutre, la réaction
d’appui Fp se place avec son origine sur la ligne de référence, sa direction et son sens comme
sur le plan de la poutre, a I’échelle choisie pour cette représentation. Entre la force Fp et la
force F, I'intensité de ’effort tranchant reste constant et vaut |F|. Le segment rectiligne,
paralléle a la ligne de référence, exprime cette propriété. A 1’abscisse x, I’effort tranchant
varie brusquement de F. Cette force est portée a partir du segment rectiligne en direction,
sens et intensité. L’effort tranchant reste aussi constant entre les lignes d’action de F et F>.
La construction du diagramme se poursuit en appliquant la méthode proposée pour la force
F. L’effort tranchant Fr, dans une section plane quelconque de la poutre, est ¢gal a la somme
des forces appliquées a gauche de cette section :

n
FT :ZEgauche +FB'
i=1

3. Diagramme des moments fléchissants

Les moments fléchissants sont calculés sur chaque ligne d’action des forces concentrées
en tenant compte du signe du moment de force et de la convention pour les moments
fléchissants. La relation générale de calcul peut s’écrire :

M, =x-F +§(xi —xj)-Fj,

J=1

en admettant 1’origine de I’axe O x confondu avec le point initial B.

5.1.1.4 CONSTRUCTION GRAPHIQUE DES MOMENTS FLECHISSANTS

La construction graphique du diagramme des moments fléchissants utilise la propriété du
polygone funiculaire. Le tracé de cette figure, pour la recherche des réactions d’appui, permet
d’obtenir immédiatement le diagramme recherché.

Soit a trouver graphiquement la valeur du moment fléchissant dans la section m-m de la
poutre sur deux appuis sollicitée par trois forces extérieures paralleles a la réaction d’appui
sur rouleaux Fc. Si x est ’abscisse de la section par rapport au point origine B, le moment
fléchissant vaut :

MfszB— (x—xl)Fl — (X—XZ) Fz.
La similitude des triangles sur le polygone funiculaire et sur le plan des forces permet d’écrire
les proportions suivantes :
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y_B_FB n _Hk V2 F,

5 b

x H x—x, H x—-x, H
ou encore : xFs=ysH, (x—-x)Fi=y1H, x-x)F,=»H

En additionnant membre & membre et en tenant compte du sens des diverses grandeurs, le
moment fléchissant peut se calculer par :

MfoFB—(x—xl)F1 —(x—xz) F2: (yB—yl —yz)HZyH.
Le moment fléchissant est proportionnel a la distance, mesurée dans la direction des forces
paralléles, entre la ligne de fermeture f et le contour du polygone funiculaire. Comme la
distance y est représentée a I’échelle 1 cm correspondant a a cm, la distance polaire H a
I’échelle 1 cm correspondant a b newtons, le moment fléchissant dans la section se calcule par
I’expression générale :
Mi=y H (ab). (5.1

La ligne de fermeture présente habituellement une direction différente de celle de I’axe de la
poutre. Le polygone funiculaire devra étre redressé en portant les distances entre la ligne de
fermeture et le polygone sur chaque ligne d’action des forces. Le choix des deux échelles
s’effectuera en controlant le produit (a * b), produit qui doit obéir a la régle des échelles
simples.

Plan de la poutre 1cm# a cm

,E fé Forces 1Tcm£b N
m J—
e - oo e S g
/4 F F /
B[ x i 2 3 C B Il
22 '3
X ~
f L
F
cl 15
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Figure 5.5 Construction graphique du diagramme des moments fléchissants

5.1.1.5 POUTRE SOUMISE AUX FORCES COPLANAIRES

Lorsque la poutre rectiligne est sollicitée par des forces coplanaires quelconques, la
recherche des diagrammes des efforts fait intervenir la décomposition de chaque force en une
composante axiale, dans la direction de la ligne moyenne de la poutre, et une composante
transversale, perpendiculaire a la premiére. La méthode de résolution consiste a :

1. Chercher I’équilibre statique de la piece et mettre en place les réactions d’appui.

2. Décomposer toutes les forces en composantes axiale et transversale.

3. Dessiner le diagramme des efforts normaux a partir de toutes les composantes axiales, voir
la méthode décrite au chapitre 2.2.1.1.
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4. Dessiner le diagramme des efforts tranchants a partir de toutes les composantes trans-
versales, voir sous 5.1.1.3.

5. Rechercher la valeur des moments fléchissants sur chaque ligne d’action des composantes
transversales, par voie graphique ou analytique. Dessiner ou construire le diagramme des
moments fléchissants a partir de toutes ces composantes.

Exemple

Soit a déterminer les diagrammes des efforts dans une poutre rectiligne, placée sur deux
appuis articulés, sollicitée par cinq forces extérieures coplanaires. L’appui B est du type
01011, Pappui C du type 01111. La distance entre les deux appuis est désignée par /.

Plan de la poutre Tcm#&a cm
1% ; G
Z % wm | b
B A h Bi &\ [C
X |
X2 I
X3 |
1 x{‘
- [ -
Xg
Diagramme des £ 1emac N
1ix
Ay
F
1 |
E 1 T E
Bxf I P 5
Diagramme des £ 1cm2d N
%Y ® —‘-l—[—‘—l—”
I l
2 fy! %91 k
iyt

Diagramme des M; 1cm2e mm:N

Mfmax

~ | 11

Figure 5.6 Construction des trois diagrammes des efforts sur une poutre rectiligne

1. Equilibre statique de la poutre
1 5
ZM(B):OZ FCZY'in'Ey'
i=1

1 5
ZM(C):OI FBy:7'Z(1—Xi)'Ey.
i=1
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5
XY=0: Fy,+F.+) F, =0.

i=1

x*

TX=0: FBXZ—ZS:E
i=1

1
2. Diagramme des efforts normaux

A partir de la ligne de référence du diagramme, paralléle a la ligne moyenne de la poutre,
construire le diagramme des efforts normaux comme indiqué sous 2.2.1.1 en utilisant
seulement les composantes axiales de toutes les forces. Comme la composante Fgy tire sur la
poutre, la tension dans le premier trongon est donc une traction.

3. Diagramme des efforts tranchants

A partir de la ligne de référence, paralléle a la ligne moyenne de la poutre, construire le
diagramme comme indiqué sous 5.1.1.3 en utilisant seulement les composantes transversales
de toutes les forces, réactions d’appui comprises.

4. Diagramme des moments fléchissants

Les moments fléchissants sont calculés sur chaque ligne d’action des composantes trans-
versales en partant de la gauche vers la droite et en calculant :

i—1
M; = x 'FBy +Z(xi _xj)'F}y'
j=1
La construction du diagramme s’effectue comme indiqué sous 5.1.1.3.

5.1.1.6 POUTRE SOLLICITEE PAR DES COUPLES DE FORCES

A part les forces coplanaires concentrées, la poutre rectiligne peut étre soumise a 1’action
d’un ou de plusieurs couples de forces, perpendiculaire au plan des forces. Pour résoudre le
probléme du tracé des diagrammes, nous pouvons utiliser les deux méthodes proposées
jusqu’ici :

1. Méthode analytique : les couples sont introduits dans les relations d’équilibre statique et
dans le tracé des diagrammes des moments fléchissants.

2. Méthode graphique : les couples sont remplacés par deux forces antiparalleles de méme
intensité, le couple produit par chaque paire de forces devant étre identique au moment du
couple correspondant.

Les couples n’ont aucune influence sur I’allure des diagrammes des efforts normaux et des
efforts tranchants. Par contre, ils influencent 1’équilibre de la piéce et provoque une variation
brusque du moment fléchissant.

Exemple

Soit a déterminer les diagrammes des efforts dans une poutre rectiligne, placée sur deux
appuis articulés, sollicitée par trois couples. L’appui B est du type 01011 et appui C est du
type 01111. La distance entre appuis est désignée par /. La longueur totale de la poutre est xj.

1. Equilibre statique de la poutre
1 3
ZM(B):OZ FC:;'ZMV
i=1

ZY=OI FB=-Fc.
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2. Diagramme des efforts tranchants

La poutre rectiligne est sollicitée seulement par deux forces, les réactions d’appui, formant
un couple de forces. Le diagramme des efforts tranchants se construit en portant la réaction
d’appui Fs a gauche a partir de la ligne de référence et se ferme par la réaction d’appui F¢c a
droite. L’effort tranchant est négatif dans ce cas de charge.

3. Diagramme des moments fléchissants

Les moments fléchissants sont calculés sur les lignes d’action des deux réactions d’appui
et aux points d’application des couples par :
i—-1
My=x-Fy+) M,
Jj=1
a gauche du couple. Au point d’application du couple, le moment fléchissant varie

brusquement de M;. Le tracé du diagramme des moments fléchissants s’effectue a partir des
diverses valeurs calculées aux points singuliers de la charge.

Plan de la poutre 1cm£acm

B

X2

Diagramme des £ 1cm&dcm

T
5| © £
Diagramme des M, 1cm& e mm:N
M, o M,
| P adiCHl

ML P

Figure 5.7 Poutre rectiligne soumis a trois couples de forces

Conclusions
Sur une poutre rectiligne placée sur deux appuis articulés sans frottement, la présence de
forces coplanaires et de couples de forces produit les efforts suivants :
1. Les composantes axiales influencent 1’effort normal et la réaction d’appui sur 1’articulation
fixe.
2. Les composantes transversales modifient la valeur de I’effort tranchant et du moment
fléchissant.
3. Les couples de forces provoquent une variation brusque du moment fléchissant.
4. En observant les diagrammes des efforts tranchants et des moments fléchissants, on
s’apercoit que l’aire des surfaces rectangulaires du diagramme des Fr représente la
variation du moment fléchissant.
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5.1.2 CHARGES REPARTIES

Sur les pieces réelles, les forces appliquées sont toujours réparties sur une surface plus ou
moins grande, les forces concentrées étant excessivement rares.

5.1.2.1 DEFINITION DE LA CHARGE LINEIQUE ET PROPRIETES

Soit une poutre rectiligne horizontale soumise a 1’action d’une charge continue quelcon-
que définie par la ligne de charge. Sur un trongon ¢élémentaire de longueur dx, la charge éIé-
mentaire vaut dF’ et la charge linéique ¢ se définit par le rapport :

q o (5.2)
Cette relation différentielle exprime la variation de la charge en fonction de I’abscisse x de la
poutre. Isolons le trongon de longueur dx et admettons que 1’effort tranchant et le moment
fléchissant dans la section plane imaginaire gauche soient les deux positifs. Dans la section a
droite du trongon, I’effort tranchant et le moment fléchissant ont augmenté de dFt et dMs par
suite de la charge dF.

Ligne de charge P

X dx

Figure 5.8 Variation de I’effort tranchant et du moment fléchissant sur le trongon élémentaire dx

Ecrivons les relations d’équilibre statique du trongon isolé :

2Y=0: FT—qu—(FT+dFT):O 4 q:-dFT/dX.
ZM(p):OZ —Mf+(Mf+de)—(dx/2)qu—dx(FT+dFT)=0.
—  Fr=dMydx

en négligeant les infiniments petits de deuxiéme ordre

La charge linéique g est égale a la dérivée de I’effort tranchant F'r par rapport a I’abscisse x,
changée de signe. L’effort tranchant Fr est égal a la dérivée du moment fléchissant M par
rapport a 1’abscisse x :

dF,
qg=-—-=L. (5.3)
dx
dM
F, = dxf. (5.4)

Ces deux propriétés fondamentales entre la charge linéique et les efforts dans la poutre
rectiligne permettent de repérer la position du moment fléchissant maximal ou minimal, de
construire facilement le diagramme des efforts tranchants par intégration de la charge
linéique, compte tenu des conditions imposées par les appuis, ou de tracer le diagramme des
moments fléchissants par intégration des efforts tranchants le long de la ligne moyenne de la
poutre.
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Dans la construction graphique des diagrammes des efforts, il faut remplacer la charge
répartie par plusieurs charges concentrées, construire les diagrammes a partir de ces charges
provisoires et corriger les résultats en tenant compte de la répartition réelle de la charge.

5.1.2.2 CHARGE LINEIQUE CONSTANTE

La charge linéique constante, soit sur la longueur totale de la poutre, soit par trongons
successifs, est une sollicitation fréquente dans les picces a axe horizontal. Elle peut provenir
du poids propre de la piéce a section constante ou d’une charge provoquée par une poussée
extérieure.

1. Expression générale des efforts

Appliquons les relations générales trouvées avec comme cas particulier ¢ = constante. La
charge linéique est supposée positive sur la poutre horizontale si elle agit verticalement vers le
bas. L’effort tranchant se trouve par :

FT:f—q-dx:—qx+C1,

2

Mf:JFT-dx:—qx?+Clx+C2.

Pour x = 0, I’effort tranchant vaut Fro et le moment fléchissant My. Il en résulte C; = Fro et C»
= My. L’ effort tranchant Fr et le moment fléchissant M¢ a 1’abscisse x se trouvent par :
2

Fo=—qx+F, e M, :—q%JrFTO x+ M,

Ces deux expression peuvent se représenter sous le forme d’un produit matriciel comprenant
une matrice carrée 3 x 3 et deux vecteurs a 3 éléments définissant les conditions initiales a
gauche pour x = 0 et finales a droite du trongon isolé.

M, 1 x —x*/2) (M,
Eo¢t =[0 1 —x [|1F,
qg ). \0 0 1 q

x=0

La présence d’une force concentrée ou d’un couple sur le troncon fait intervenir un vecteur
colonne complémentaire contenant la valeur du couple sur la premiére ligne, la force
concentrée sur la deuxiéme et un zéro sur la troisieéme ligne, compte tenu de la convention des
signes.

2. Poutre rectiligne sur deux appuis articulés

Etudions le cas simple d’une poutre sur deux appuis articulés sans frottement sollicitée par
une charge répartie uniformément ¢ entre les appuis distants de /, figure 5.9 a gauche La
charge totale vaut ' = g / et les réactions d’appui sont égales a la moitié de cette charge, soit :

Fg=Fc=(q/2.

Les conditions initiales au droit de I’appui B sont :
- Moment fléchissant ; Mp=0,
- Effort tranchant : Fro=FBg.

Le moment fléchissant maximal se trouve au milieu de la longueur / soit a x = //2. Ce moment
vaut Mimax =0+ (1/2) (q 112) — g (I12)* ] 2 = ¢ I*/8 = F 1/8, soit la moitié du moment fléchissant
dans une poutre sur deux appuis sollicitée par la méme force concentrée F' placée a mi
distance des appuis.
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' g= constante ;g//L 3 G = constante
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Figure 5.9 Poutre sur deux appuis sollicitée par une charge répartie uniformément
Poutre en porte-a-faux sollicitée par une charge répartie uniformément

3. Poutre en porte-a-faux, encastrée a l'une de ses extrémités

La charge totale sur la poutre vaut F' =g [ et la réaction d’appui, a I’encastrement B, se
trouve par Fg = F = ¢ [, le moment dans I’encastrement Mg = (//2) F = ¢ I’/2, figure 5.9 a
droite. L’effort tranchant est maximal au droit de I’encastrement Fryax = ¢ /, le moment
fléchissant minimal étant situ¢ dans la méme section Mgyin = - ¢ PR2. La figure représente
I’allure de I’effort tranchant et du moment fléchissant le long de la poutre.

5.1.2.3 CHARGES REPARTIES QUELCONQUES

Dans le cas général, la poutre est sollicitée par une charge linéique variable donnée sous la
forme générale ¢ = g(x), I’expression pouvant étre sous forme analytique ou discréte sous
forme numérique.

1. Charge linéique linéairement variable

Dans ce cas particulier, la dérivée de la charge linéique ¢’ par rapport a 1’abscisse x est
constante, soit sur I’ensemble de la poutre, soit par trongon :
dg _
— = g = constante.

dx

Dans un trongon a charge linéique linéairement variable, cette définition de la charge linéique
permet d’exprimer également 1’effort tranchant et le moment fléchissant. En procédant a
I’intégration des diverses relations, nous obtenons :

q :J-q'-dx =q"x+C,

2

X
FT:I—q-dx:—q 7—C1x+C2,

3 2

M, :jFT-dx:—q'%—q%+czx+c3.
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En désignant par g, la charge liné¢ique pour x = 0, par Fry I’effort tranchant et My le moment
fléchissant aussi pour x = 0, la charge et les efforts a ’abscisse x peuvent aussi se donner sous
forme matricielle par :

M, 1 x —x*/2 —=x/6) (M,
Fo |01 —x  =x"/2| | Fy
g oo 1 x| 4
g)] oo o 1 g ).

Cette expression matricielle reste valable dans un trongon a charge linéique linéairement
variable, en I’absence d’une force concentrée ou d’un couple.

2. Exemple de charge linéique donnée sous forme analytique

Etudions les expressions de 1’effort tranchant et du moment fléchissant dans une poutre
rectiligne sur deux appuis articulés sollicitée par une charge répartie sinusoidalement selon
I’expression :

gx = q sin(nt x/1),
la charge totale étant F, figure 5.10.

— i q‘l—_"‘ﬁ-..__
TR
oLt L1le] f_
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v T
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Diagramme des R
F
o @
Ll
£
TS
Diagramme des M '
| W o
® 3
i -

Figure 5.10 Poutre sollicitée par une charge continue demi sinusoidale

- Charge totale sur la poutre : calculons la relation entre la charge linéique et la charge totale
en sommant les charges partielles :

T X 2q l
F= sin dx=——
J - ( ! ) T
La poutre étant chargée symétriquement, les réactions d’appui sont égales et paralléles. Elles
valent la moitié de la charge, soit Fg=Fc=F/2=gq Il/n.

- Efforts tranchants : appliquons la relation générale de la charge lin¢ique et 1’effort tranchant
en remarquant que pour x = 0, ’effort tranchant au droit de I’appui B vaut Fg = g //=.
L’expression de ’effort tranchant en fonction de 1’abscisse devient :

/ /
F. = J q sinT X dy =95 cosTE 4 0= cos ™Y
/ T / T
- Moments fléchissants : le moment fléchissant est nul aux deux extrémités de la poutre. Sa

valeur en fonction de I’abscisse x peut se trouver par :
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2

2
s [ yis [ T [

- Valeurs maximales : 1’effort tranchant est maximal sur I’axe de 1’appui B, son intensité étant
Fr@) = g l/n. Le moment fléchissant est maximal au milieu de la poutre, son intensité étant :
Mt max = ¢ lz/nz, voir la figure 5.10.

5.1.2.4 CHARGES REPARTIES PAR TRONCONS

Si la charge est répartie par trongons sur la poutre rectiligne, le calcul des efforts dans les
diverses sections en fonction de 1’abscisse x peut s’effectuer de différentes manieres.

1. Méthode matricielle

Dans la méthode matricielle, il faut exprimer la matrice carrée pour chacun des trongons
en fonction de la longueur du trongon et trouver le vecteur colonne initial de chaque trongon
contenant 1’effort tranchant, le moment fléchissant, la répartition de la charge sur le trongon.
La multiplication de la matrice carrée par le vecteur colonne du début du trongon fournit le
vecteur colonne a I’extrémité droite du troncon. Désignons par M; la matrice carrée du
trongon 1, par E le vecteur colonne au début de la poutre et par E, le vecteur colonne a droite
du trongon n. Nous pouvons écrire :

E.=M,. M ..M; M, M| E,.
Les conditions imposées par les appuis permettent de lever les inconnues du probléme et de
calculer les efforts au début et a la fin de chaque trongon. Si certaines charges sont con-

centrées ou si des couples de forces sont appliqués sur le piece, il ne faudra pas oublier de
compléter la définition par les vecteurs colonne correspondant.

2. Méthode numérique et construction graphique

Cette méthode convient aux charges réparties uniformément par trongons ou aux charges
linéairement variables. Elle consiste a calculer :

1. Les aires de la surface de charge comprise entre la ligne moyenne et la ligne de charge pour
obtenir la variation de 1'effort tranchant.

2. Les aires du diagramme des efforts tranchants pour trouver la variation du moment
fléchissant le long de la poutre.

Les expression utilisées prennent la forme générale :

Variation de I’effort tranchant : AF; = _[ Mg dx.

Variation du moment fléchissant : AM = '[ " F. dx.

X%
La solution du probléme commence par la recherche de 1’équilibre statique de la picce, la
mise en place des réactions d’appui et la construction du diagramme des efforts tranchants. La
pente de cet effort dans sa représentation graphique doit correspondre a la charge linéique,
changée de signe, compte tenu des échelles adoptées pour la représentation de la piéce et de
I’effort tranchant. Pratiquement, il suffit de calculer les valeurs numériques de I’effort
tranchant a la fin de chaque troncon et de construire les directions des tangentes initiale et
finale.

La construction du diagramme des moments fléchissants commence par le calcul des valeurs
au début et a la fin de chaque trongon, au tracé des tangentes, compte tenu des échelles
adoptées, au tracé du diagramme en construisant les arcs de courbe entre les points calculés.
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Exemple

Soit a construire les diagrammes des efforts tranchants et des moments fléchissants dans
une poutre rectiligne sur deux appuis articulés sollicitée par des charges réparties par
trongons. Les points particuliers de calcul sont 0, B, 1, 2 et C.

2 _
| k
2 Z
e [
Diagramme des £ 1cm2d newtons
°|
J .
—= M-
Q||
Diagramme des M; 1cm2e mm:N
|
i ® o
g
s

Figure 5.11 Poutre rectiligne sollicitée par des charges réparties par trongons

Equilibre: 2 Mgy =0: Fc=(a/3 %2a2q+3al2aq+3a2a2q)/4a =85 q a/24.
XMc=0: Fg=(11a/3'%2a2q+5al2aq+ a2a2q)/4a =83 q a/24.
2Y=0: 83qal24+85qal24—-"%22a2q—aq—2a2q=0.

Efforts tranchants : Fro=0.

FrBgauche =-2a q.  FrBdroite =-q a/2 +83 q a/24 =1 g a/24.

Fri=71qal24 —a 3q/2 =35 q a/24.

Fr,=35qal24—qa=11 q a/24.

Fregauche = 11 q a/24 —2a2g =- 85 q a/24 = - F¢.
Les trongons du diagramme entre 0—B et B—1 sont des arcs de parabole, les segments 1 2
et 2 C des segments rectilignes. La pente initiale est nulle a gauche, les autres pentes des
courbes se trouvent sur des segments rectilignes.

Moments fléchissants : Mygy= -al3 " 2aq=q a’/6.

Mu=-2a3"%2a2qg+a 83 qal24="51qa*2.4
Mp=2a"85qal24—a2a 2q="74q d*24.
Le moment fléchissant est maximal dans la section a effort tranchant nul, soit a droite du
point 2, distance Ax = 11 a/48. La valeur du moment fléchissant est :
Mimax =74 g a*24 + % 11 a/48 " 11 g a /24 = 7225 q a*/2304.

La construction du diagramme s’effectue en portant les diverses valeurs calculées et en
dessinant les tangentes aux arcs de parabole du deuxiéme ou du troisieme degré.
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5.1.3 CHARGES MIXTES

Dans le cas général, la poutre rectiligne peut €tre sollicitée simultanément par des forces
concentrées quelconques, mais coplanaires, des couples et des charges réparties. La recherche
des efforts dans la pi¢ce s’effectue selon les méthodes proposées précédemment a partir de la
recherche de 1’équilibre statique.

Exemple de construction des diagrammes

Soit a déterminer 1’équilibre et les diagrammes des efforts dans la poutre rectiligne sur
deux appuis sollicitée par des forces concentrées, perpendiculaires a la ligne moyenne, des
charges réparties et des couples.

= | q 29 | £
B L Paiy _ /""\‘ c
B/% QQEZT 2qa ga k’ 2qa? 75%4
a | a a a I a
= | aa L
Diagramme des !-;
S
b ﬁ) 2qa
| TS
qa - o
Nn
™
Diagramme des Mg
f/” 5
2qa? ® 2qaz &
|/ o~
I

Figure 5.12 Poutre rectiligne sur deux appuis sollicitée par des charges mixtes

La longueur entre appuis est 5 a, la charge étant représentée par deux forces concentrées /| =
2 g a et I, = g a, une charge répartie uniformément ¢ sur la longueur 2 a, une seconde charge
uniforme 2 ¢ sur la longueur a, deux couples de sens opposés dont I’intensité vaut 2 g a.

La mise en équilibre statique de la piece permet de trouver les deux réactions d’appui : Fp =
3,8 qaetFc=3,2qa. A partir de ces valeurs, il est possible de construire le diagramme des
efforts tranchants, I’action des couples n’apparaissant pas directement dans cette figure. Le
diagramme des moments fléchissants se construit a partir du premier diagramme, compte tenu
des couples.

L’effort tranchant maximal est égal a la réaction d’appui Frmax = Fs = 3,8 ¢ a, I’effort tran-
chant minimal & Fryin = -|F¢c| = - 3,2 ¢ a. Le moment fléchissant maximal vaut 7,6 ¢ a* dans la
section située sur la ligne d’action de la premiére force concentrée.

Remarques :

1. Les forces concentrées provoquent une discontinuité de I’effort tranchant sur leur ligne
d’action.
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2. Les couples provoquent une discontinuit¢ du moment fléchissant dans la poutre. En
présence d’un ou plusieurs couples, le moment fléchissant maximal ou minimal ne se
trouve pas obligatoirement dans la section ou I’effort tranchant passe par zéro.

5.2 FLEXION SIMPLE ELASTIQUE

La contrainte de flexion simple est dite ¢lastique lorsque la contrainte normale dans toutes
les sections droites de la piece est proportionnelle a la déformation, la contrainte maximale ou
minimale en tout point ne devant pas dépasser la limite apparente d’¢lasticité.

5.2.1 HYPOTHESES INITIALES ET MOMENT FLECHISSANT

Afin de simplifier la recherche de la répartition de la contrainte dans les sections d’une
piece en flexion élastique, la théorie de la résistance des matériaux introduit un certain
nombre d’hypothéses simplificatrices :

1. La matiére constituant la piece est homogéne et isotrope.

2. La picce, constituée par une poutre, est droite, c’est-a-dire que le lieu géométrique des
centres de gravité des sections droites est rectiligne.

3. Les déformations obéissent a la loi linéaire proposée par Hooke exprimant la propor-
tionnalité entre les déformations et les contraintes.

4. Apres déformation en flexion élastique, les sections initialement planes demeurent planes et
perpendiculaires a la ligne moyenne, elle-méme déformée. Cette hypothese a été proposée
par Bernoulli.

5. Dans une section droite, la réduction des efforts extérieurs au centre de gravité de la surface
se traduit par un moment fléchissant unique, situé¢ sur un axe principal de la section.

6. La poutre admet un axe de symétrie dans le plan des forces coplanaires. Cet axe est donc un
axe principal de gravité de la section.

7. Une fibre longitudinale, initialement rectiligne, reste dans le plan de symétrie tout en
s’incurvant.

Le moment fléchissant Mg, dans une section droite quelconque, est égal a la somme des mo-

ments, par rapport au centre de gravité C, des forces et couples de forces situés a gauche de
cette section. Pour que la poutre soit seulement en flexion simple, il faut que :

Effort normal : Fn=0.
Effort tranchant : Fr=0
Moment fléchissant : M:#0.
Moment de torsion : M.=0.

Avouons immédiatement que cette condition de sollicitation idéale en flexion simple est
excessivement rare en pratique. Deux exemples simples permettent d’obtenir cette condition
de sollicitation, voir la figure 5.13 :

1. Poutre rectiligne sur deux appuis articulés sans frottement, sollicitée par deux forces
équipollentes F, perpendiculaires a la ligne moyenne, a égale distance a des deux appuis.

2. Poutre rectiligne en porte-a-faux, encastrée d’un c6té, libre a I’autre, soumise a I’action
d’un couple de forces.

Dans le premier cas, le moment fléchissant constant existe seulement entre les deux forces
équipollentes. Entre la réaction d’appui Fp et la premicére force F, le moment fléchissant,
linéairement variable, est accompagné d’un effort tranchant Fr = Fg. La poutre n’est pas en
flexion simple dans ce trongon.
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Figure 5.13 Poutres rectilignes sollicitées par un moment fléchissant pur sur une partie
ou sur toute la longueur de 1’axe horizontal.

5.2.2 CONTRAINTE DE FLEXION

Soit une coupe plane quelconque, perpendiculaire a la ligne moyenne de la piéce
rectiligne, sollicitée seulement par une moment fléchissant My, figure 5.14. Sous I’effet de cet
effort que nous admettons constant sur un trongon, la poutre se déforme et s’incurve.

5.2.2.1 POSITION DES FIBRES NEUTRES

Adoptons un systéme de référence trirectangle direct, I’axe C x étant confondu avec la

fibre moyenne non déformée, I’axe C y étant dirigé vers le bas et ’axe C z étant horizontal.
Le moment fléchissant est placé sur ’axe C z. Les fibres sans contrainte normale sont
nommeées fibres neutres.
En partant de I’hypothése de Bernoulli pour la flexion, les sections droites restent planes apres
déformation. La loi de Hooke entre les déformations et les contraintes reste valable en tout
point de la surface. Nous pouvons introduire la relation générale de proportionnalité des
contraintes de flexion sous la forme :

Gf:k.ya (55)

c’est-a-dire la contrainte normale de flexion o est proportionnelle a I’ordonnée y comptée
positivement a partir de I’axe C z.

Figure 5.14 Position des fibres neutres et répartition de la contrainte de flexion
La section plane étant sollicitée seulement par un moment fléchissant, la résultante des forces

¢lémentaires doit €tre nulle. Ces forces ¢lémentaires sont égales au produit de la contrainte
normale ¢ par ’aire élémentaire d4. Leur somme se trouve par :
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F=0> o di=[kydd=k[ yda=kS. =0,

Pour que cette expression soit nulle, il faut que le moment statique de surface S, par rapport a
I’axe C z soit aussi nul pour k = 0. L’axe Cz doit passer par le centre de gravité de la surface
plane. Toutes les fibres situées sur I’axe Cz sont dans le plan des fibres neutres.

5.2.22 VALEUR DES CONTRAINTES NORMALES

La somme des moments des forces élémentaires dF), par rapport a I’axe C z doit étre égal
au moment fléchissant M, = M;. En remplacant chacune des forces par le produit de la
contrainte normale par I’aire élémentaire, nous trouvons :

dM, =y dF, =y k ydd =k y’d4,
_ 2 94 _ 2 14
MZ_jAky dA_ijy dd=k1I, .

Cette derniére relation permet de trouver la valeur de la constante inconnue k puisque le
moment M, est égal au moment fléchissant My :

k=e
I

z

En remplacant cette grandeur dans I’expression générale de la contrainte de flexion, nous
obtenons finalement :

Mf
Gf :I—y (56)

z

Cette expression générale permet de trouver la valeur de la contrainte normale en tout point de
la surface a la distance y du plan des fibres neutres.

5.2.2.3 CONTRAINTES MAXIMALE ET MINIMALE

Calculons la valeur maximale et la valeur minimale de la contrainte de flexion en dési-
gnant par e; la plus grande distance aux fibres tendues, par e, la plus grande distance aux
fibres comprimées. Ces contraintes se trouve par les deux expressions :

f Mf

Gfmale_.el et csfmin:]_.eZ' (57)

z z

Pour simplifier les calculs, les tables de profilés introduisent non seulement le moment
quadratique de surface, mais aussi le module de résistance a la flexion, désigné par W,. Le
module de résistance a la flexion est égal au quotient du moment quadratique axial par la plus
grande des distances e; ou e, en valeur absolue. La contrainte de flexion se trouve par :

| M| !
‘Gf‘max = : avee VVZ :|—Z' (58)
z elou2|max

Remarque importante

Le module de résistance a la flexion donné dans les tables est toujours le rapport /z/|ej|max,
le signe étant toujours positif. Pour les profils dissymétriques par rapport a I’axe C z avec |ej|
# |es|, comme par exemple le profil T, le controle des contraintes de flexion maximale et
minimale doit s’effectuer au moyen de la relation générale (5.7). Pour les profils composés, le
module de résistance a la flexion ne peut pas se trouver en additionnant ou en soustrayant des
modules de résistance partiels !
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Tableau 5.1
Modules de résistance a la flexion élastique de surfaces simples
Surface Module de résistance Surface Module de résistance
I Yy
/ s 2
24 w, =2 W=
A ZZn ¢ 8
//,_.-'f,- y 2
i w b W:5\/§R3
| ! Y 6 Y16
— b —
y1 y x]
I 3 W = a’
v T T W, =W, =0,6906 R’
[+ ] < W X X y
ry 3
; W o—w =£a3 W, =W, =0638R
l A x1 yl 1
— a O
yla
bh? oo ﬁ 2B+b
R MB| Wy == —(e=2h/3) 3 Bb
L 25 I B@BbY)
W | == “T12 2B+b

e
il emax,min
R4_4
P Ll
8 R
W:nhzb W, = T -(H3B—h3b)
h 32
b h __ T S hl
W= =5 (HB’—hb’)

Remarque importante

Les modules de résistance a la flexion élastique W ou W, de section non symétrique
par rapport a I’axe de référence C x ou C y ne doivent pas s’appliquer sans réflexion sur

le choix du point de contréle. Il est recommandé d’appliquer la formule générale pour la
flexion élastique : 6 = (My/1,) " emax.
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Figure 5.15 Valeur des contraintes maximale et minimale de flexion

En introduisant les notions de déformation transversales dans la théorie élémentaire de flexion
¢lastique simple, nous pouvons admettre que les fibres tendues doivent présenter une
contraction tandis que les fibres comprimées un épaississement d’autant plus élevé que la
contrainte normale est importante. Il en découle que la section plane modifie également ses
dimensions dans la direction du moment fléchissant. Cette variation de forme de la surface
primitive et de son étendue est négligée dans les calculs.

5.2.3 POUTRES D’EGALE CONTRAINTE EN FLEXION

Une poutre rectiligne est dite d’égale contrainte en flexion lorsque of max = constante sur
toute la longueur de la piece. La contrainte de cisaillement, provenant de la charge, est
négligée. La charge est habituellement soit une charge concentrée, soit une charge répartie
uniformément. La forme géométrique de la section transversale de la poutre est circulaire ou
rectangulaire.

Forme de la poutre Valeur Forme de la poutre Valeur
q
/T’F- d=cVk LT h=Cux
&1 8 avec avec
_\[32F i 3q
FFX z. C= ,n_—c_f, X c bcf
7 Y | r=CcV i b=Cx?
= X =(-
K \ o
F \E avec X avec
7 = S—F - ] =3J_
X 7 |b| .| C HbG"f < C h2c;
Yz ————
Ie (L] Ll b=C-x ol b=Cx (xS{/2)
i ! avec | avec
= LB o= _3F
X & C_hzq i ¢ h C‘f

Figure 5.16 Poutres rectilignes d’égale contrainte en flexion
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1. Poutre en porte-a-faux, encastrée d’un coté, libre a [’autre.

Pour une charge concentrée, appliquée a I’extrémité libre, le moment fléchissant est
proportionnel a 1’abscisse x, soit: My = x F et la contrainte de flexion se trouve par 1’ex-
pression simplifiée : o= My W, = x F/W, = constante. Il faut donc que x/W, soit constant.

Pour une charge répartie uniformément sur toute la longueur de la poutre, le moment
fléchissant vaut : My =g x*/2 et la contrainte de flexion or= MyW,=gq x*/(2 W,) = constante.
La condition imposée est d’obtenir un rapport x*/ ¥, constant.

2. Poutre sur deux appuis sollicitée par une force concentrée au milieu des appuis.

La recherche de la forme a donner & la poutre pour obtenir une contrainte de flexion
constante se fait en décomposant la piéce en deux trongons symétriques. Pour une picce
d’épaisseur constante, la largeur b est proportionnelle a la distance x, la forme de la poutre
étant rhombique.

La figure 5.16 indique la proportionnalité existant entre I’abscisse x et la dimension variable
de la section, le facteur de proportionnalité étant représenté par C. Cette grandeur est donnée
pour chaque type de poutre et de charge.

5.3 FLEXION ACCOMPAGNEE DE CISAILLEMENT

Le moment fléchissant dans une section droite est presque toujours accompagnée d’un
effort tranchant. Cet effort représente la résultante des forces transversales appliquées sur le
trongon ¢liminé et correspond a la résultante des forces élémentaires de cisaillement située
dans la section plane.

5.3.1 REPARTITION DE LA CONTRAINTE DE CISAILLEMENT

L’effort tranchant provoque, sur un trongon de poutre rectiligne, une variation du moment
fléchissant calculable par :

AM, = j F, dx.

Deux sections droites successives, de méme aire et de méme forme, posseédent des contraintes
maximales de flexion différentes. La déformation longitudinale des fibres varie ce qui
provoque un glissement longitudinal des couches engendrant le cisaillement longitudinal. Ce
cisaillement longitudinal crée le cisaillement transversal en vertu du principe de la réciprocité
des contraintes tangentielles vu précédemment.

5.3.1.1 CONTRAINTE LONGITUDINALE DE CISAILLEMENT

Soit une poutre rectiligne, a section constante, libre a gauche, encastrée a droite, sollicitée
par une force concentrée F, perpendiculaire a la ligne moyenne, dirigée vers le haut de
maniere a obtenir des fibres tendues dans la partie inférieure de la picce, figure 5.17.
Découpons exceptionnellement une tranche de la poutre a I’abscisse x, d’épaisseur dx, a partir
de la hauteur y,. Dans la section droite compléte, a 1’abscisse x, le moment fléchissant vaut M;
et dans la section compléte a I’abscisse x + dx, il vaut :

Mi= M;+ dM; avec dM;= Frdx=F dx.
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Figure 5.17 Contraintes de cisaillement sur une tranche élémentaire de la poutre

Déterminons 1’équilibre de translation de la tranche isolée. Sur la face gauche, 1’effort normal
résultant vaut F, sur la face de droite F;, + dF,,. L’augmentation de force normale entre les
deux faces doit étre compensée par une force élémentaire tangentielle située sur la face
supérieure d’aire b dx. Désignons cette force élémentaire par dF;. En partant de la relation
générale de la flexion (5.6), nous pouvons écrire :

dM,
dF, =dF, —Ly 7y
Remplagons dM¢ par Fr dx et calculons la somme intégrale entre y; et e :
dF = F. dx r] dM, Ly dd= FE; deZl.
[Z yl IZ IZ

En supposant que la force tangentielle ¢lémentaire dF; est répartie uniformément sur ’aire
¢lémentaire b dx, la contrainte de cisaillement longitudinale se calcule par :

F. S

Ty =1z (5.9.1)
bl,

La contrainte tangentielle Ty, se trouve par tyx = dF/(b dx). Dans I’expression de la contrainte,
S,1 est le moment statique de la surface comprise entre la coupe au niveau y,, paralléle a I’axe
Cz, et ’extrémité de la surface a I’ordonnée e; (ou e;).

5.3.1.2 CONTRAINTE TRANSVERSALE DE CISAILLEMENT

En appliquant le principe de la réciprocité des contraintes tangentielles dans le voisinage
de la coupe au niveau y;, nous pouvons €écrire : Tyx = Tyxy. La contrainte de cisaillement
transversale se trouve par :

T, = S, (5.9.2)
YobI, .
La contrainte maximale de cisaillement dépend directement du moment statique de surface,
maximal sur I'axe de gravité, et de la largeur b de la coupe imaginaire.

5.3.1.3 CISAILLEMENT DANS LES SECTIONS SYMETRIQUES

Calculons la valeur de la contrainte de cisaillement dans des sections simples en
appliquant la relation générale et le principe de la réciprocité des contraintes tangentielles.

1. Section rectangulaire

Dimensions de la section rectangulaire : base b, hauteur 4. La largeur b de cette section est
constante. Le moment statique de surface compris entre I’ordonnée y; et /2, se trouve par :
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5. Flexion simple

S, =b (ey —y)(er +y1)/2=b (h2)* = y1)/2.
La contrainte de cisaillement, a la distance y; de 1’axe neutre C z, vaut :

2 2
N 1_4(&) , (5.10.1)
"Tor 4 h

z(y;)

La contrainte varie paraboliquement suivant I’axe C y. La contrainte maximale de cisaillement
est atteinte sur I’axe C z et vaut :

L YL Li S (5.10.2)
81, 24
e J i:.wr
g S
< | C
M =
An oy, 15 £/A

Figure 5.18 Répartition de la contrainte de cisaillement dans une section rectangulaire

2. Section en profilé 1

Le profilé en I est constitu¢ par deux surfaces rectangulaires parall¢les, formant les ailes,
reliées par une surface rectangulaire perpendiculaire appelée I’ame. Les dimensions prin-
cipales sont : la hauteur totale 4, 1’épaisseur de 1I’ame d, la largeur des ailes 2 ¢ et leur
¢épaisseur ¢. La contrainte de cisaillement est nulle sur la surface supérieure et sur la surface
inférieure de la poutre si I’effort tranchant est situé¢ sur ’axe C y. Sur les deux surfaces
intérieures des ailes, la contrainte de cisaillement est aussi nulle, soit dans le sens longitudinal
du profil, soit dans le sens transversal. La relation (5.10) est mise en défaut dans cette partie
de la section.

2¢c -
|

- P—

C

— . == < =
. %‘
| | T 1
}’% . Tmax

Figure 5.19 Répartition de la contrainte de cisaillement dans un profil en I

La répartition de la contrainte de cisaillement dans les ailes fait intervenir diverses hypothéses
simplificatrices complémentaires, valables en général pour les profilés minces :

1. Les contraintes de cisaillement sont dirigées suivant la tangente a la ligne moyenne des
parois composantes.
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2. Les contraintes de cisaillement sont réparties uniformément dans toute section normale a la
ligne moyenne du profil.

3. La relation (5.10) est applicable le long de la ligne moyenne du profilé, la largeur b étant
remplacée par 1’épaisseur de la paroi, le moment statique de surface S, par rapport a I’axe
de référence C z, étant situé d’un c6té de la ligne moyenne.

En appliquant les diverses hypothéses proposées, la répartition de la contrainte de cisaillement
dans la section en I devient :

- Dans les ailes, la contrainte augmente linéairement du bord gauche ou droit vers I’axe C y.

- Dans I’ame, la contrainte se répartit paraboliquement, la figure 5.19 montrant cette répar-
tition.

3. Section circulaire

La répartition de la contrainte de cisaillement dans la section circulaire pleine doit
satisfaire les conditions suivantes :

1. La résultante des forces tangentielles élémentaires dFt = 1 d4 doit étre égale a I’effort
tranchant total Fr dans la section plane, les forces tangentielles n’étant pas nécessairement
parall¢les a Fr.

2. En chaque point de la surface circulaire, le principe de la réciprocité des contraintes
tangentielles doit étre vérifie. Considérons un parallélépipede élémentaire avec une face
située a la surface extérieure de la piece cylindrique. La contrainte tangentielle, placée dans
la section plane, ne peut étre que tangente a la circonférence du cercle.

3. La contrainte de cisaillement en un point quelconque d’une surface élémentaire, parallele a
I’axe C z, d’aire d4, est a priori inconnue en direction. Pour résoudre ce probléme, nous
introduisons les hypothéses simplificatrices suivantes :

3.1 Toutes les contraintes tangentielles de la bande élémentaire sont dirigées vers le méme
point situé sur I’axe C y, a I’intersection des deux tangentes extérieures au cercle.

3.2 Les composantes de la contrainte tangentielle, paralléles a 1’effort tranchant Fr, sont
¢gales sur la bande ¢lémentaire.

3.3 Les composantes de la contrainte tangentielle, perpendiculaires a 1’effort tranchant Fr,
multipliées par les aires élémentaires, se font équilibre.

___d=|2R O
X %
K
] .
]2 b
NE D =
S \\\ ;" 7
y" \‘\ }"1 ;f max

Figure 5.20 Répartition de la contrainte tangentielle dans la section circulaire

Le moment statique de surface du segment circulaire, découpé a I’ordonnée y;, se calcule
comme suit :
- aire ¢lémentaire : d4 =2 R cose dy avec y =R sine et dy =R cosp do ;
- moment statique de surface élémentaire : dS, =y d4 =2 R’ sing cos’e de;
- moment statique du segment circulaire :
/2 2
S, =2R| sinp cos’p do =§R3 cos’ @ ,.

P
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Introduisons cette valeur dans I’expression générale de la contrainte tangentielle en
remplagant cos’ par [1-(y1/R)2] :

_AFE | (nY
=3 [1 (R”. (5.11.1)

La répartition de la contrainte de cisaillement sur 1’axe C y est aussi parabolique. La
contrainte maximale se trouve sur I’axe C z a y; = 0. Cette contrainte se trouve par
I’expression :

_4F;
Xy max 3 A :

T (5.11.2)

La contrainte de cisaillement sur le pourtour de la section circulaire peut se calculer par la
relation : Ty r = Txy/COSQ, compte tenu des hypothéses émises précédemment.

4. Remarque tres importante

La répartition de la contrainte de cisaillement dans la section rectangulaire peut se trouver
par une expression relativement simple. Pour les autres sections, symétriques par rapport a la
ligne d’action de I’effort tranchant Fr, il est nécessaire d’introduire des hypothéses complé-
mentaires. Les mesures extensométriques ou la mise en équation de la poutre montrent que la
répartition des contraintes tangentielles n’obéit pas strictement a ces diverses hypothéses. En
général, le calcul exact des contraintes de cisaillement dans les sections de forme quelconque
est relativement compliqué et dépasse nettement 1’exposé choisi dans ce cours.

5.3.1.4 INFLUENCE DU CISAILLEMENT SUR LA FLEXION

Lorsque la barre a section constante est sollicitée par un moment fléchissant constant sur
toute sa longueur, les sections droites restent planes sous I’action des contraintes normales
réparties linéairement. La présence simultanée d’un moment fléchissant et d’un effort
tranchant influence la déformation des sections primitivement planes. En supposant que la
section transversale de la poutre soit rectangulaire, que I’effort tranchant soit constant le long
de cette poutre, la contrainte de cisaillement provoque une déformation angulaire de la section
plane suivant la relation: y = t/G. Les sections s’incurvent d’une fagon semblable, la
déformation angulaire étant maximale sur 1’axe C z. La relation fondamentale pour la flexion

reste encore applicable.
Af Flexion et cisaillement
o ISR T
) —b
3 - L

Flexion pure

Figure 5.21 Effet du cisaillement sur la déformation des sections primitivement planes

Lorsque I’effort tranchant varie le long de la poutre, ce qui est le cas pour une charge répartie,
les déformations des sections primitivement planes ne sont évidemment pas égales. Ainsi, la
contrainte de flexion calculée au moyen de la relation générale of = (My/I,)y ne correspond
pas exactement a la contrainte normale dans cette partie de la section. L ’erreur commise est
de I’ordre A/l, h étant la hauteur transversale, / la longueur de la poutre. Comme la longueur
de la poutre est habituellement un multiple de la hauteur de la section rectangulaire, 1’erreur
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relative sur le calcul de la contrainte normale reste faible. C’est la raison pour laquelle la
relation fondamentale s’utilise couramment méme dans ce cas de sollicitation.

5.3.2 EFFET DU CISAILLEMENT DANS LES SECTIONS DISSYME-
TRIQUES

Dans les sections profilées minces, la contrainte de cisaillement est dirigée suivant la ligne
moyenne du contour. Elle ne peut pas exister perpendiculairement a une surface extérieure.
Elle se calcule par la relation générale : © = Fr S,1/(¢ I,), t étant I’épaisseur de la paroi. La
contrainte est supposée répartie uniformément dans 1’épaisseur de la section.

5.3.2.1 CENTRE DE CISAILLEMENT

Proposons-nous de vérifier les conditions de répartition de la contrainte de cisaillement
dans une section dissymétrique par rapport a I’axe principal support de 1’effort tranchant Fr.
En admettant que la relation de la contrainte tangentielle soit vérifiée dans toute partie de la
section résistante, la résultante des forces tangentielles élémentaires dFr =t d4 ne passe pas
par le centre de gravité de la section. La somme de ces projections sur I’axe C y doit étre égale
a Fr, donc la somme des projections sur I’axe C z doit étre nulle. La somme des moments
¢lémentaires des forces tangentielles dFt par rapport au centre de gravité de la section
dissymétrique n’est pas nulle. Il en résulte un couple sur le profilé, effort qui a tendance a
tordre la barre. Cet effet du cisaillement intervient également sur les profils ouverts.

Figure 5.22 Cisaillement dans une section tubulaire ouverte

Choisissons comme exemple le calcul de la répartition des contraintes tangentielles et de la
résultante des forces tangentielles dans un profil tubulaire ouvert, la force de cisaillement
étant Fr, figure 5.22. Supposons 1’épaisseur du tube petite vis a vis du rayon moyen de la
paroi : ¢ << R. Le moment quadratique du profil vaut: I, = = d° #8 = n R’ . Le moment
statique de la surface hachurée de la section se trouve par la somme intégrale :

S, = J-7T ydd = J.ﬁ Rsing-R-¢-do =R*t (1-coso,).
Py Py
La contrainte tangentielle, en fonction de I’angle ¢;, est donnée par :

FTSZI FT
T_x ==
P tIZ

t(1+coscp1). (5.12.1)

Calculons la somme des projections des forces tangentielles élémentaires sur I’axe C y en
partant de I’expression de la contrainte de cisaillement :

+7 FT
T Rt

JAdFTy = L’C L COSQ d4 = (1+coscp)~cosq) Rtdo =F.. (5.12.2)
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La projection sur I’axe C z des composantes dFt, est nulle. Déterminons le moment produit
par les forces tangentielles élémentaires par rapport au centre du tube : dM (¢y)=Rtd4 :

A@o==I:tR%%(1+00$P)dw==2F}R. (5.12.3)

Pour ¢liminer le couple et obtenir la ligne d’action de la résultante des forces ¢lémentaires
tangentielles, nous devons déplacer la force Fr de la distance : Az =2 Fr R/Fr =2 R. Le point
d’intersection de cet axe, parallele a C y, avec I’axe de symétrie C z de la section ouverte est
désigné par centre de cisaillement. Si la résultante des forces extérieures, réduite dans la
section étudiée, ne passe pas par le centre de cisaillement, la section est soumise a la torsion et
se déforme sous 1’effet de cet effort un peu inattendu.

5.3.2.2 PROFILE U NP

Déterminons aussi la position du centre de cisaillement d’un profilé [ a épaisseur
constante pour simplifier la mise en équation. Cette surface peut se décomposer en trois
trongons rectangulaires : les deux rectangles paralleles sur lesquels la contrainte de
cisaillement augmente linéairement depuis leur extrémité et le rectangle central avec une
répartition parabolique de la contrainte de cisaillement.

r-kb \

Equilibre d'un trongon
de profilé U NP

Figure 5.23 Cisaillement dans une section en U

En désignant par b et 4 les dimensions de la ligne moyenne et par ¢ I’épaisseur, le moment
produit par les contraintes tangentielles, calculé par rapport au point B, se trouve par :

h b
M®=2Ekz@.

Le moment quadratique de surface par rapport & C z vaut : I, = (h + 6 b) h* #/12 en négligeant
le moment quadratique de surface rectangulaire par rapport a I’axe, parallele a C z, passant par
le centre de gravité des surfaces partielles. La contrainte de cisaillement a 1’extrémité gauche
de la surface horizontale vaut: t=6 Fr b/ [ht (h + 6 b)]. Finalement, le moment par rapport
au point B se trouve par :

2
(B = 30 Fy
h+6b
Le centre de cisaillement se trouve a la distance : Az =3 b%/(h + 6 b) de la ligne moyenne de la
paroi verticale du profilé U NP. Le centre de cisaillement se trouve au point d’intersection des

lignes d’action des résultantes des forces tangentielles élémentaires quelle que soit la direction
de I’effort tranchant Frr.

-97 -



Contraintes fondamentales

5.3.3 CONTRAINTES PRINCIPALES DANS UNE POUTRE FLECHIE

Etudions la répartition des contraintes normales, tangentielles et principales dans une
poutre a section rectangulaire constante sollicitée par un effort tranchant constant et un
moment fléchissant linéairement variable.

5.3.3.1 VALEUR DES CONTRAINTES PRINCIPALES

Dans une section droite quelconque de la poutre, figure 5.24, largeur b, hauteur /4, I’effort
tranchant vaut Fr = F = constante, le moment fléchissant My = x F = x Fr. La force F active
sur la piéce est dirigée vers le haut de manicre a obtenir un effort tranchant et un moment
fléchissant les deux positifs selon la convention adoptée. La poutre est en porte-a-faux, libre a
gauche, encastrée a droite. L’axe de référence O x est confondu avec la ligne moyenne de la
poutre. Les contraintes valent :

. M
Contraintes normales : ;=0 = I—f -y, oy=0eto,=0.
2
. . F,
Contraintes tangentielles : Ty =Ty = 35 1-4 Xj .
Y 24 h

C’est un état de contrainte plan.

Dans chaque parallélépipéde élémentaire découpé dans la barre, de cotés paralleles aux axes
de référence, se trouvent deux contraintes normales directement opposées et des contraintes
tangentielles obéissant au principe de réciprocité des contraintes tangentielles. Cet état de
contrainte permet de calculer la valeur des contraintes principales, la contrainte maximale ou
minimale de cisaillement et les directions des contraintes principales. En partant des valeurs
des contraintes normales et tangentielles, nous obtenons :

2 2 2
T
61,2:62’”; (c;x) +riy:02" 1+ 1+( xy] ,
o,

- 2
_ 2
T oax = (2") + Ty

Les directions des contraintes principales se trouvent a partir du cercle de Mohr ou en
appliquant les relations analytiques :

. 1 2rxy
[0} —Earctan - . (5.13.2)

(5.13.1)

(@)

X

En tout point de la barre, les contraintes principales sont toujours orthogonales. Pour trouver
la direction des contraintes principales dans la picce, il est commode de représenter la
trajectoire des contraintes principales ou lignes dites isostatiques. Sur I’axe O x, les
contraintes normales sont nulles et les contraintes tangentielles sont maximale et minimale,
inclinées a + 45° sur le plan des fibres neutres. Les trajectoires des contraintes forment deux
familles de courbes orthogonales qui débouchent perpendiculairement ou parallélement sur
les fibres extérieures, les contraintes de cisaillement étant nulles en ces points.

Le tracé des lignes isostatiques s’effectue habituellement par intégration numérique de
I’équation différentielle partant de I’expression de tan(2 ¢ *).
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Lignes isostatiques

Figure 5.24 Etat de contrainte dans une poutre rectangulaire fléchie sous 1’effet d’une force

Plusieurs méthodes expérimentales permettent de relever ces trajectoires : photoélasticité,
jauges de contrainte, méthode des ¢léments finis, etc. L’allure des trajectoires des contraintes
a Dextérieur des zones d’application des charges et des appuis correspond assez bien aux
valeurs théoriques. Par contre, aux points d’application des forces et vers les appuis, la
répartition des contraintes n’obéit plus aux relations simples. Les contraintes calculées au
moyen des relations de la résistance des matériaux sont applicables seulement aux picces
¢lancées a distance suffisante des appuis ou des points d’application des forces.

Encastrement rigide

Force concentrée
Figure 5.25 Niveaux de la contrainte maximale o, dans la poutre fléchie

La figure 5.25 montre la répartition des contraintes normales maximales dans la poutre sous
I’effet de la force concentrée et de 1’encastrement supposé parfaitement rigide. Les lignes
d’égale contrainte sont fortement modifiées par ces deux effets. Dans la partie centrale, les

lignes correspondent approximativement aux résultats de la résistance des matériaux
¢lémentaire.
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5.4 FLEXION DEVIEE

Dans la recherche de 1’état de contrainte d’une poutre en flexion simple, nous avions
suppos¢ que le moment fléchissant My se trouvait placé exactement sur un axe principal de la
section plane, perpendiculaire a I’axe de symétrie. Dans le cas général, le moment fléchissant
peut se situer dans la section plane orient¢ d’un angle o par rapport a 1’axe principal C y. Ce
moment fléchissant peut se décomposer en deux composantes rectangulaires My, et My, selon
les axes principaux de la surface plane. La flexion est dite déviée car la ligne moyenne de la
poutre primitivement droite prend une direction différente de celle de la perpendiculaire a My
apres déformation.

5.4.1 REPARTITION DES CONTRAINTES

Supposons que le moment fléchissant My soit le seul effort dans la section plane et
décomposons le moment total en deux composantes rectangulaires sur les axes principaux:

Mf = Mfy + Mfz.
5.4.1.1 APPLICATION DU PRINCIPE DE SUPERPOSITION

Chaque moment fléchissant composant, situ¢ sur I’'un des axes principaux, produit une
répartition de la contrainte normale de flexion calculable par la relation générale de la flexion
simple ¢lastique. Les moments fléchissants composants peuvent s’exprimer en fonction du
moment total M; et de I’angle o par :

-Surl’axe Cy: My, = M cosa,
-Surl’axe Cz: M, = M sina.

En tenant compte du signe des contraintes obtenues dans le premier quadrant C y z, les
contraintes normales partielles, sur la surface ¢lémentaire d4 = dy dz, situées aux coordonnées
y et z, se calculent par, figure 5.26 a gauche :

M: cosa
- Moment composant sur C y : Gy = —t .z,
IY
— M, sina
- Moment composantsur Cz: G, = fl—-y. (5.14.1)
“’C_f max
Qe neutre
) . f"/-' R
A
S Kals
4 B
— g s
C Hz
== )‘ // ~ ':.;
Cf min ‘e
& Rl
y

Figure 5.26 Décomposition du moment fléchissant selon les axes principaux
Répartition des contraintes normales en flexion déviée
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Le calcul de la contrainte résultante introduit les hypothéses complémentaires suivantes :

1. La section plane avant déformation reste plane apres déformation de flexion. C’est I’hypo-
thése de Bernoulli.

2. Le déplacement de tout point de la section plane, engendré par le moment fléchissant, est
normal a la section.

Appliquons le principe de superposition des efforts aux contraintes composantes : la con-
trainte résultante au point choisi sur la surface est égale a la somme algébrique des contraintes
normales composantes :

Gy’Z = ny + Ofz.

Introduisons les valeurs des contraintes composantes dans cette somme. La contrainte résul-
tante se trouve par :

Z CoOsa _ySll’lOLJ. (5142)

G”:M{ I I

y z

5.4.1.2 DIRECTION DE L’AXE NEUTRE

Chaque moment fléchissant composant produit une rotation de la section plane autour de
son axe passant par le centre de gravit¢ C, la rotation totale étant ¢gale a la somme des
rotations partielles. Désignons par axe neutre un axe de la surface sur lequel la contrainte
normale de flexion est nulle. En flexion déviée, cet axe passe par le centre de gravité¢ C de la
section plane. La pente de 1’axe neutre se trouve pour oy, = 0 en tout point de I’axe, soit :

zcosa  ysino
1 I

y z

0,

ou encore : z= I_y tana - y. (5.14.3)
Cette relation est 1’équation d’une droite passant par I’origine du systéme de coordonnées C y
z, de pente (/,/I,)tana . Comme généralement les moments quadratiques de la surface par
rapport aux axes principaux sont différents, la direction de I’axe neutre ne coincide pas avec
celle du moment fléchissant. La pi¢ce se déforme dans la direction perpendiculaire a I’axe
neutre et non perpendiculaire a My.

5.4.1.3 CONTRAINTE NORMALE MAXIMALE OU MINIMALE

La contrainte maximale ou minimale de flexion est située aux points les plus éloignés de
I’axe neutre, figure 5.26 a droite. Si le point 1 est le point le plus éloigné du c6té des fibres
tendues, coordonnées y; et zi, la contrainte maximale de flexion vaut :

5.14.4
7 7 ( )

z, cosa  y, sino
y z

Gfmax = Mf(

Lorsque la section est de forme trés simple, comme par exemple un rectangle, la position de la
contrainte maximale ou minimale se trouve trés facilement tandis que pour les surfaces de
forme compliquée, le dessin de I’axe neutre sur la figure de la section permettra de repérer
plus facilement le ou les points de controle.
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5.4.2 RECHERCHE GRAPHIQUE DE L’AXE NEUTRE

La recherche graphique de I’axe neutre de flexion et le calcul des contraintes par rapport a
cet axe peuvent s’effectuer par la construction du cercle de Mohr-Land. L’avantage essentiel
de cette méthode réside dans la construction directe de 1’axe neutre sans décomposition du
moment fléchissant total en ses composantes rectangulaires.

5.4.2.1 EXPRESSION GENERALE DE LA CONTRAINTE DE FLEXION

Le moment fléchissant total My est décomposé suivant une paire d’axes rectangulaires
quelconques, comme par exemple un repére pour la construction du profil, désignés par C y et
Cz:

M= Mfy + M;, .
En introduisant I’hypothése de Bernoulli dans 1’expression de la contrainte normale aux coor-
données y et z, nous pouvons écrire :

co=my-+tnz,
m et n étant des coefficients de proportionnalité. Exprimons les moments élémentaires
produits par rapport aux axes Cy et Cz par la force élémentaire dF, =ocd4 :
dMy:Zan:myZdA+nZZ da4,

et dM,=-y dF,=-(my*d4d + nyz dA).

Les moments composants valent la somme algébrique des moments partiels, soit :

My =] dM, =m1,+n1,,

et M, =[ dM,=—(m1,+n1,).

Ces deux relations permettent de trouver les deux coefficients de proportionnalité m et n :
M. I +M. I M. I +M, I
= et n=

fy “yz fz *y fy 'z fz Tyz

2 2
IA-1,1, 11,-12,

Introduisons ces deux valeurs dans 1’expression de la contrainte normale :
M I,+M,1I, M. I,+M,1I,

c,,=-— v+
y.z 2 2
[1,-12, 1,1,-12,

Sur I’axe neutre, la contrainte normale est nulle. En partant de cette expression générale de la
contrainte de flexion, exprimée en fonction des composantes rectangulaires, du moment
fléchissant et des caractéristiques géométriques de la surface par rapport au systeme d’axes C

v z quelconque, I’axe neutre est donné par 1’équation de la droite z = (y) :
M, I, + M, I, I,+1,tana

Z_ = .
M, I,+M,, 1 Y I,+1, tano 4

fy *z fz *yz

Le coefficient angulaire de cette droite est donné par une relation tout a fait identique a celle
trouvée pour I’angle B dans la relation du cercle de Mohr-Land (4.3.3).

5.4.2.2 UTILISATION DU CERCLE DE MOHR - LAND

La position de I’axe neutre se trouve en construisant le cercle de Mohr-Land sur la section
soumise a la flexion déviée.
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Axe neutre —A\y Ligne de charge

Figure 5.27 Recherche graphique de 1’axe neutre et des contraintes de flexion

La construction s’effectue de la maniére suivante :

1. Dessiner la section orientée suivant les axes rectangulaires de calcul, calculer les moments
quadratiques Iy, I, I,,, construire le cercle de Mohr-Land a partir de ces valeurs.

2. Représenter le moment fléchissant total en direction et sens, dessiner la perpendiculaire au
moment fléchissant appelée ligne de charge.

. Construire 1’axe neutre de flexion en tragant la corde passant par le centre quadratique.

. Déterminer le moment quadratique de calcul /. entre les points N et T du cercle.

. Calculer les valeurs des contraintes de flexion aux points les plus ¢loignés de I’axe neutre
de flexion par :

[ I SN OS)

M, M

— . —_f .
G1"max - I € et c51"min - I e .

Cette construction permet de trouver simplement et rapidement la valeur de la contrainte de
flexion en un point quelconque de la section, cette contrainte étant proportionnelle a la
distance entre I’axe neutre et le point.

5.5 FLEXION ELASTO - PLASTIQUE

Le calcul des contraintes de flexion dans une section quelconque fait intervenir la loi de
Hooke entre les déformations et les contraintes et I’hypothése de Bernoulli. En flexion
¢lastique, les contraintes et les déformations sont proportionnelles a la distance du point en
¢tude a I’axe neutre de flexion. La contrainte, en tout point de la section plane, doit rester
inférieure ou a la limite égale a la contrainte dite a la limite ¢lastique de la matiére. Dés que
cette contrainte limite est dépassée, la barre subit des déformations permanentes, dites
plastiques. Les relations de la flexion élastique ne sont plus applicables.

5.5.1 ETUDE DES DEFORMATIONS ELASTO - PLASTIQUES

Choisissons le cas d’une plaque d’épaisseur constante sollicitée a ses deux extrémités en
traction simple. Cette plaque, dimensions extérieures 200 mm x 100 mm, est ajourée au centre
par un trou au diamétre de 50 mm. Isolons le quart de cette structure et proposons-nous
d’observer la répartition de la contrainte de traction sur I’axe vertical du trou. Ce genre de
probléme fait intervenir la notion de piéce entaillée car contrairement aux hypotheéses
simplificatrices proposées précédemment, la section n’est pas constante ou légeérement
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variable. Au contraire, la section est fortement variable et provoque une concentration de
contrainte incalculable par les relations simples de la résistance des matériaux.

yr |343 50 100 1
% | T — Bw T E = =
; e L E =
—= ﬁF | = EZ ==
A - _ _ 8 . e L E LN L E L |_L
i - X
[ Déformation Déformation Déformation
] f—— £ * s = .
. élastique élasto-plastique plastique
} Contrainte & la limite élastique : 300 N/mm?

Figure 5.28 Plaque sollicitée par des contraintes €lastique, élasto-plastique et plastique

Supposons de plus que le comportement du matériau est €¢lasto-plastique, la caractéristique
théorique de déformation correspondant exactement a celle de la figure 1.9 se composant de
deux domaines :

1. Domaine élastique : déformation ¢€lastique pour des contraintes comprises entre 0 et 300
N/mmz, module d’élasticité Eqg,s constant.

2. Domaine plastique : déformation parfaitement plastique, la contrainte restant égale a 300
N/mm? quelle que soit la valeur de la déformation, module de plasticité Epjas = 0.

5.5.1.1 DEFORMATIONS ELASTIQUES

Comme représenté sur la figure 5.28, la piece est sollicitée en traction par une charge
répartie uniformément sur la paroi droite de la plaque. La charge correspond a une contrainte
de traction celle-ci pouvant varier seulement de 0 N/mm” a 300 N/mm®. Si I’épaisseur de la
plaque est s et la contrainte cgroite, 1’€ffort normal vaut Fy = 100 mm s c4roite. Cet effort reste
constant dans toute coupe perpendiculaire a I’axe C x. L’étendue de la section située sur I’axe
C y vaut la moitié de 100 mm, soit 50 mm. La contrainte moyenne dans cette section vaut
donc le double de celle placée a I’extrémité droite, S0it Gey moy = 2 * Gdroite- Dans 1’exemple
particulier, il est admis une contrainte de traction de 50 N/mm® sur la paroi de droite, la
contrainte moyenne dans la section entaillée valant 100 N/mm?. La répartition de la contrainte
normale dans cette section n’est pas uniforme puisqu’il y a une entaille.

La recherche de la répartition de la contrainte normale, en particulier le calcul de la contrainte
maximale peut s’effectuer :

1. En recherchant la valeur du coefficient de forme au moyen d’une formule appropriée. Le
coefficient de forme, symbole oy, est le rapport entre la contrainte maximale et la
contrainte nominale. Ce coefficient dépend non seulement de la géométrie, mais de la
précision de la formule. Dans le cas particulier, le coefficient de forme valait 4.32, rapporté
a la section de 100 mm, la contrainte maximale étant 216 N/mm®. La contrainte moyenne
dans la section entaillée est 100 N/mm? et le coefficient de forme rapporté a cette section
vaut oy = 2,16.

2. En utilisant la méthode des é1éments finis. La modélisation du quart de la plaque au moyen
d’environ 200 éléments a permis de trouver une contrainte maximale de 218,3 N/mm® et
une contrainte minimale de 34,3 N/mm’. Ces deux valeurs sont représentées sur la
premiére partie de la figure 5.28.
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5.5.1.2 DEFORMATIONS ELASTO-PLASTIQUES

Doublons la valeur de la force de traction de telle manicre que la contrainte moyenne dans
la section entaillée soit de 200 N/mm?. Si la piéce restait parfaitement élastique, la contrainte
maximale atteindrait 436,6 N/mm®. Or la contrainte maximale supportée par la matiére est
limitée & 300 N/mm’. La piéce se déforme plastiquement dans la section entaillée, la
résultante des forces élémentaires dF, = o d4 devant étre égale a la force extérieure. Une
partie de la section est déformée plastiquement, 1’autre partie élastiquement. C’est 1’état de
contrainte dit élasto-plastique.

5.5.1.3 DEFORMATIONS PLASTIQUES

Triplons la valeur de la force de traction initiale de telle sorte que la contrainte dans la
paroi de droite soit 150 N/mm”. La contrainte moyenne dans la section entaillée atteint le
double de cette valeur, soit 300 N/mm®. Cette contrainte représente la limite supportée par la
matieére de la pieéce. La section entaillée devient enticrement plastifiée. Sous I’effet de la
charge extérieure, la piece s’allonge infiniment dans cette section si le déplacement de la paroi
de droite n’est pas empéché par un dispositif particulier ! C’est 1’état de contrainte plastique
pur caractérisé par /a ruine de la structure.

5.5.2 CALCULS EN CONSTRUCTION DE MACHINES

Les piéces de machines sont trés souvent a section variable et possédent par exemple des
épaulements ou des modifications brusques de section, méme dans les régions les plus
sollicitées. La répartition de la contrainte de flexion n’est plus linéaire, mais présente des
pointes de contraintes atteignant trés rapidement la limite élastique ou dépassant cette valeur.
Si la charge reste constante, il est possible d’admettre une certaine déformation plastique tout
en ne compromettant pas la sécurit¢ et la fonction de la piece. Le calcul des pieces de
machines en charges statique et dynamique sera repris en détail dans le chapitre 13.

5.5.2.1 COMPORTEMENT DES ACIERS

Habituellement, le calcul est basé sur ’allure de la courbe de déformation en fonction de
la charge relevée au moyen d’extensometres de précision dans I’essai de traction ou de
mesures sur la piece définitive sollicitée par une charge identique a celle qui intervient en
service. Supposons cette courbe connue et désignons par :

1. o la contrainte normale au début de la déformation élasto-plastique et eg la déformation
spécifique correspondante : g = op/E, E étant le module d’¢lasticité.

2. op1 la contrainte normale apres déformation €lasto-plastique et e, la déformation spécifique
correspondante.

La courbe 6 = o (g) est constituée principalement par deux trongons, le premier obéissant a la
loi de proportionnalité jusqu’a og, le second s’incurvant vers le bas. Plusieurs auteurs ont
proposé des lois paraboliques permettant de fixer sous forme analytique la loi de Ia
déformation dans le domaine €lasto-plastique.

Pour les aciers de construction de machines, cette derniére déformation spécifique est limitée
a 0,5 % pour la nuance ferritique, a 1% pour la nuance auténitique. La tendance actuelle est
d’augmenter ces limites, jusqu’a 5%, en oubliant malheureusement la fonction de la piece.
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Figure 5.29 Courbes de déformation d’aciers pour construction de machines (selon Dietmann [2])

La contrainte nominale dans la section entaillée étant définie par of pom = (My/;) ~ emax €N
flexion, la contrainte normale maximale probable est égale a cette valeur multipliée par le

coefficient de forme oy :
M,
Gfmax:ak.cfnom:ak 'emax .

Le controle de la section sollicitée en flexion statique est basée d’une part sur la notion de
coefficient de sécurité Sg, d’autre part sur la possibilité de déformation plastique de la maticre
par I’intermédiaire du chiffre de soutien désigné par np,.. Nous obtenons ainsi deux versions de
contrdle :

1. Sous la contrainte nominale, calculée au moyen des relations fondamentales de la
résistance des matériaux, par :

O

O =
fnom g
E

2. Sous la contrainte maximale probable, compte tenu de 1’effet d’entaille, par :

G Snpl~Z—E. (5.15.1)
E

Tableau 5.2
Limite élastique og, limite a 0,2% R, et contrainte limite ¢

(Valeurs selon H. Dietmann)

Aciers alliés op Rpo2 o Facteur f

Nuance N/mm? N/mm’ N/mm® | (Rp2/0)™
13CrMo 44 214 395 415 0,976
BHW 38 408 568 576 0,993
34 CrMo 4 656 779 765 1,009
34 Cr NiMo 6 823 1020 977 1,022
X12CrNil88 120 252 310 0,902
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5.5.2.2 CHIFFRE DE SOUTIEN

Le chiffre de soutien intervenant dans le calcul de la contrainte maximale admissible peut
se trouver soit a partir des caractéristiques mécaniques connues, soit approximativement a
partir de grandeurs de substitution si la courbe de la déformation n’est pas connue.

1. Aciers a caractéristiques mécaniques connues

Le chiffre de soutient se trouve par :

€
n, = |——2 (5.15.2)
c$E 8E

Malheureusement, les caractéristiques mécaniques nécessaires a 1’application de cette relation
ne sont généralement pas connues par ’utilisateur !

2. Aciers avec limite apparente d’élasticité bien marquée

Cette catégorie concerne les aciers au carbone a faible résistance statique pour lesquels la
contrainte a la limite apparente d’¢lasticité R est donnée dans les tables. Le chiffre de soutien
se définit par :

n = |-, (5.15.3)

avec g, = R¢/E.

3. Aciers avec limite conventionnelle d’élasticité Ry, connue

Lorsque la limite conventionnelle d’élasticité Ry, est connue, le chiffre de soutien peut se
trouver approximativement par 1’expression :

E-g,
R

. (5.15.4)

p0,2

Le facteur f'de la table 5.2 représente : /= (Rpoaz/c)o’s, c’est-a-dire le rapport entre le chiffre
approximatif de soutien et le chiffre exact.
4. Limite du chiffre de soutien

Le chiffre de soutien ne peut pas dépasser la valeur du coefficient de forme et ne peut pas
étre inférieur a 1. De plus, I’acier doit posséder la possibilité de se déformer jusqu’a la valeur
introduite dans le calcul sans risques de fissures.

5.5.3 CALCULS EN CONSTRUCTION METALLIQUE

Nous voulons présenter le calcul de la flexion plastique introduite dans la construction
métallique sans entrer dans les détails sur les prescriptions des normes en vigueur. Les aciers
utilisés sont les nuances Fe 360 et Fe 510 présentant une contrainte a la limite apparente
d’élasticité R, = 235 N/mm? pour Fe 360, R; = 355 N/mm? pour Fe 510. La déformation et la
contraintes admises suivent le diagramme idéal de la figure 1.9.

5.5.3.1 HYPOTHESES DE CALCUL

Les hypothéses introduites dans le calcul élasto-plastique ou plastique sont :

1. Les aciers utilisés sont suffisamment ductiles et passent par un stade d’écrouissage avant
rupture.
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2. Les déformations de la structure sont suffisamment petites pour que la géométrie ne soit
pas modifiée.

3. La structure travaille essentiellement en flexion et les effets de 1’effort tranchant sont
négligeables.

4. A chaque instant, il y a équilibre entre la charge et les efforts a I'intérieur de la piéce
déformée.

5. L’hypothése de Bernoulli reste a tout moment valable : les sections droites de la poutre
restent, apreés déformation, planes et normales a 1’axe incurvé de la poutre.

L’équilibre entre les efforts extérieurs et les efforts intérieurs impose les mémes conditions
d’équilibre pour la section droite: a chaque instant, la résultante des forces normales
intérieures doit €tre nulle et le moment résultant de ces forces ¢lémentaires doit étre égal au
moment fléchissant.

5.5.3.2 SECTION SYMETRIQUE : MOMENTS ELASTIQUE ET PLASTIQUE

Supposons que la section de la poutre soit symétrique par rapport a 1’axe C z et sollicitée
par une moment fléchissant progressivement croissant. Le moment fléchissant maximal
applicable dans cette section pour que les fibres extrémes atteignent une contrainte é¢gale a Re
se calcule par :

Moment fléchissant maximal €élastique : Mg = Rs W,.

Introduisons e; = e, = h/2 et calculons la courbure de la poutre dans ces conditions. Pour un
trongon de longueur élémentaire dx, ’allongement vaut: Adx = g, dx avec e. = RJ/E et
Adx/(h/2) = dx/p. La courbure vaut :

1_28

— =" (5.16.1)
p. h
Répartition des déformations
e i
1 |
Ec Eemax —‘-Emaxi €=+
Elastique Elasto-plastique Plastique  Section symétrique
S & E
: ~ =
. . - -
= =\ =
—
%Re % Rc | Re

Répartition des contraintes
Figure 5.30 Répartition des déformations et des contraintes dans le domaine élasto-plastique [10]

Augmentons la valeur du moment fléchissant. Les fibres supérieures et inférieures se
plastifient progressivement et les deux zones plastifiées se propagent vers 1’axe C z.
L’équilibre de translation impose que 1’axe neutre reste a mi hauteur du profil comme pour la
flexion élastique. De plus, a tout moment, la courbure de la picce est liée a la distance y. de
I’axe neutre a la ligne de séparation élastique — plastique par la relation de Bernoulli : 1/p =

g¢/Ve. €n €liminant g, de ces deux relations, nous pouvons €crire la proportion :
2 1/
2Ye 2 Pe (5.16.2)
h 1/p
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Lorsque le rayon de courbure de la poutre est nul, la distribution de la contrainte dans la
section plane devient birectangulaire. Le moment fléchissant correspondant porte le nom de
moment plastique. Le moment plastique peut se calculer par une relation semblable a celle du
moment ¢lastique par :
My =Re Z,,

Z, étant le module de résistance plastique. Cette relation représente une valeur limite idéalisée
car le rayon de courbure ne peut pas devenir plus petit que 4/2.11 subsiste donc toujours une
zone médiane élastique.

Pour une section symétrique par rapport a I’axe C z, le module de résistance plastique peut se
trouver trés facilement en remarquant que la contrainte vaut +R. du c6té des y positifs, -Rs du
coté des y négatifs. Nous pouvons écrire :

My=[ Roydd=R] ydd=25,R =R Z,.

ou encore : Z,=28,. (5.16.3)

Pour une section symétrique, le module de résistance plastique est égal a deux fois le moment
statique de surface de la moitié de la section droite par rapport a I’axe de symétrie C z.

5.5.3.3 VARIATION DU MOMENT FLECHISSANT

Examinons la variation du moment fléchissant en fonction de la déformation de la poutre
primitivement rectiligne. Sous I’effet d’'un moment supérieur au moment maximal élastique,
une partie de la section se déforme plastiquement, 1’autre élastiquement, la section droite
restant plane. Désignons par :

- W, le module de résistance ¢€lastique a la flexion de la partie intérieure élastique.
- Zz le module de résistance plastique de la méme portion intérieure.
- Z, le module de résistance plastique de la section entiére.

Le moment fléchissant dans la section déformée dans le domaine élasto-plastique peut s’écrire
sous la forme :

Mf = Ré er + Ré Zz - Ré Zze-
Calculons le rapport entre le moment fléchissant dans le domaine élasto-plastique et le
moment fléchissant maximal élastique :

M, M zZ.-W
Y (1— . ] (5.16.4)

Mfe Mfe ZZ

2,00 I I
Domaines_—g-

o — - A 150
\E\ élasto-plastique plastique
=100
5 /
(=]
& /
] = g
o élastique

A .
o 1 2 3 4 5 & 7 8 9 10

Rapport des déformations spécifiques €may/€e

Figure 5.31 Représentation du rapport des moments fléchissants M/ My,
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La courbure de la poutre déformée est donnée par : 1/p = ¢/(h/2). Quelle que soit la défor-
mation, nous pouvons calculer le rapport des courbures par :

I/p ¢

max

l/p, ¢

e

Pour une section droite donnée, les grandeurs W, et Z,. ne dépendent que de la hauteur y de
chaque coté de I’axe neutre de la partie a déformation élastique. Il est donc possible de tracer
la courbe Mi/M;. en fonction du rapport des déformations spécifiques emax/ce, compte tenu de
la forme de la section, figure 5.31.

Pour une section rectangulaire, W, = b 116 et Z,=28,=2b /8 = b h/4. Le rapport entre le
moment fléchissant plastique et le moment fléchissant élastique vaut : (b W 14)/(b h*6) = 1,5.
Il est possible de calculer le rapport des moments fléchissants en fonction du rapport des
déformations de chaque section symétrique. Le rapport Z,/ WV, est élevé si la section est renflée
au voisinage de 1’axe neutre, comme par exemple la section circulaire ou la section carrée
avec ’axe neutre de flexion située sur la diagonale. Par contre, les profilés utilisés dans la
construction métallique, comme les profilés H ou I, posséde une rapport modeste voisin de 1.

5.5.3.4 SECTION AVEC UN SEUL AXE DE SYMETRIE

Dans les sections a un seul axe de symétrie, la répartition des contraintes dans une section
droite obéit d’une part aux conditions d’équilibre des forces extérieures, d’autre part aux
conditions de déformation ¢€lastique et plastique. Les deux cas limites sont définis par :

1. Tant que la répartition des contraintes est ¢lastique dans toute la section, 1’axe neutre de
flexion passe par le centre de gravité de la section. Le moment fléchissant ¢lastique limite
vaut : Ms. = Rs I,/e;.

2. Quand le profil est compleétement plastifié, ’axe neutre de flexion partage la surface en
deux aires égales. Le module plastique correspondant vaut : Z, = (4/2) (y1 + 2), ou y; et y,
sont les distances de I’axe neutre plastique aux centres de gravité des deux moitiés de
méme aire.

5.5.3.5 VERIFICATIONS

La sécurité d’une construction y est obtenue directement en fonction de sa résistance R,
sollicitation pour laquelle il y a ruine, et de la sollicitation effective F' a laquelle elle est
soumise par :

F*=yF<R, (5.16.5)

avec : F* sollicitation majorée par le facteur de sécurité,

F sollicitation résultant de la charge de service,

y  facteur de sécurité,

R résistance ultime de la structure et de ses éléments.
La wvérification au moyen de cette relation doit étre complétée d’une vérification de la
déformation, de la fatigue et de la stabilité¢ de la construction. Le facteur de sécurité est : y =
1,6 se composant d’un facteur de charge yr = 1,4 et d’un facteur de résistance yg = 1,15.
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CHAPITRE 6

TORSION SIMPLE

Les poutres en torsion simple se rencontrent surtout dans la conception de machines sous
forme d’arbres de transmission, d’arbres dans les réducteurs et multiplicateurs de vitesse a
engrenages et dans certains éléments de machines tels les barres de torsion et les ressorts
hélicoidaux. Les poutres utilisées dans la construction métallique subissent trés souvent de la
torsion qui s’additionne a la flexion.

6.1 EFFORTS ET CONTRAINTE DE TORSION

La valeur du moment de torsion M;, dans une section droite quelconque d’une poutre, est
¢gale a la somme algébrique des moments des forces et charges extérieures par rapport a la
normale a la section, passant par le centre de gravit¢ C, appliquée a I'un des trongons isolé.
Contrairement a la traction ou au cisaillement simples, ou a la flexion simple, le calcul de la
répartition de la contrainte et de la déformation en torsion n’est simple que pour les barres a
section circulaire pleines ou annulaires.

6.1.1 MOMENT DE TORSION ET DIAGRAMME

L’expression générale du moment de torsion dans la section plane, perpendiculaire a la
ligne moyenne de la poutre, est définie par :

n m p
M, =Z;th) +Z;Mtj+;jmtk dx.
1= Jj= =

avec : Myr; moment en torsion des forces extérieures,
M;; moment en torsion des couples extérieurs,
myx  moment linéique extérieur en torsion.

La définition s’étend a la longueur de chaque troncon de la poutre, sollicitée par un ou
plusieurs couples répartis, les sommations a toute la partie de la piece située d’un coté de la
section droite, voir figure 6.1.

6.1.1.1 DETERMINATION DU COUPLE DE TORSION DANS LES ARBRES

Bien que le signe du moment de torsion ne joue généralement pas un rdle prépondérant
dans I’étude d’une piéce soumise a la torsion, nous pouvons adopter la convention suivante :
le moment de torsion est positif lorsque la somme algébrique des moments composants
possede le méme sens que 1’axe de référence de la poutre. Comme le moment de torsion
intervient dans le calcul des arbres de machines, rappelons la relation fondamentale de la
mécanique entre le couple de torsion M, la puissance transmise P et la vitesse angulaire o :

M, - M, [m-N], P[W], o [rad/s].
®

La vitesse angulaire s’exprime par 1’équation de grandeur ® = 2 = n ou n est la fréquence de
rotation en tours par seconde. Le moment de torsion s’exprime alors en meétre — newton.
Comme le couple de torsion est proportionnel a la puissance transmise, le diagramme des
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moments de torsion le long de l'arbre rectiligne représente également la répartition de la
puissance transmise.

6.1.1.2 DIAGRAMME DES MOMENTS DE TORSION

Comme pour les poutres sollicitées par I’effort normal, I’effort tranchant ou le moment
fléchissant, il est utile de représenter la valeur du moment de torsion dans la picce
parallélement a la ligne moyenne. Pour construire ce diagramme, il suffi de connaitre par voie
analytique ou graphique, la grandeur du moment de torsion dans chaque section droite de la
picce.

Exemple

Une piece rectiligne, longueur 5 a, est sollicitée par deux couples opposés de moment M,
par une couple réparti uniformément valant m = M/a, par une couple réparti linéairement entre
0 et 2 m, par un couple inconnu permettant de maintenir cette piéce en équilibre de rotation.

. a , a - a a a 2m
m=M/a <
’ ST N ) W P a0
AN M I &)x
B
Diagramme des moments de torsion
M
) |
M Me

Figure 6.1 Couples sur une piece rectiligne et diagramme des moments de torsion

L’équilibre de rotation de la piéce rectiligne B — C permet d’écrire :
XMyn=0: M+ma-M+2mal2+Mc=0.

Le moment inconnu vaut Mc = - 2 M. En adoptant une échelle convenable pour la repré-
sentation du moment de torsion, la construction part de I’extrémité gauche de la piece. Porter
la valeur du moment en sens et intensité¢ a partir de la ligne de référence et continuer la
construction jusqu’a la fin de la piece. Tous les moments de torsion de méme sens sont placés
dans le sens adopté pour la représentation., soit positif vers le haut, soit négatif vers le bas.

6.1.2 CONTRAINTE DE TORSION
Dans une barre a section circulaire, sollicitée par la torsion simple, toutes les sections

transversales de la barre sont soumises a un moment de torsion variable ou non, les autres
efforts étant nuls.

6.1.2.1 HYPOTHESES INITIALES

Pour simplifier la recherche des contraintes et des déformations dans une piece rectiligne
sollicitée en torsion simple, la résistance des matériaux introduit les hypothéses suivantes :

1. La piéce est constitué¢ par une matiére isotrope et homogene.

-112 -



6. Torsion simple

2. La picce, sollicitée seulement par la torsion, est composée d’un seul trongon a section
circulaire constante.

3. Les déformations restent faibles et ¢lastiques. Les sections droites restent, aprés défor-
mation, planes, parall¢les et circulaires.

4. Les efforts extérieurs se réduisent a deux couples de torsion de sens contraire, placés aux
extrémités de la piece. Dans chaque section droite de la picce, les efforts intérieurs sont :

FN=0.
FTZO.
Mf:O.
M, #0.

5. Sous I’effet des deux couples de torsion, les fibres longitudinales de la piéce, initialement
rectilignes, s’enroulent en hélice circulaire autour de 1’axe. La fibre confondue avec I’axe
de la picce est la fibre neutre de torsion.

6.1.2.2 EFFORTS INTERIEURS ET CONTRAINTE DE TORSION

Sous I’effet des efforts extérieurs, les points d’une section droite subissent une rotation
autour de 1’axe du barreau. Les sections droites sont ainsi tordues et glissent par rapport aux
sections voisines. Le déplacement de chaque point sur la section est proportionnel a sa
distance au centre de la section circulaire.

1. Hypotheses sur la répartition des contraintes de torsion

La contrainte sur une aire élémentaire d4 provient du glissement des sections successives
les unes par rapport aux autres. Cette contrainte est une contrainte tangentielle désignée par ..
En admettant la contrainte de cisaillement proportionnelle a la déformation, nous pouvons
écrire :

w=kr.
La contrainte de cisaillement, appelée contrainte de torsion, est proportionnelle a la distance r
du centre de la section circulaire au point choisi. Cette relation exprime la linéarité entre la
déformation et la contrainte.

2. Equilibre de la coupe

La contrainte de torsion, sur une aire ¢lémentaire d4, est donnée par 1I’expression générale
des contraintes tangentielles :

La force élémentaire dF; et la contrainte t; sont perpendiculaires au rayon r. La résultante des
forces élémentaires dF; doit étre nulle et la somme des moments élémentaires de ces forces
par rapport a I’axe de la piece doit étre égale au moment de torsion M;. Cette condition est
remplie en raison de la symétrie. Calculons la valeur du moment élémentaire produit par la
force dF;. Remplagons cette force élémentaire par son expression, fonction du rayon r et du
facteur de proportionnalité & :

dMy=r dF,=r tdd=rkrdd=kr d4.
Le moment total est égal a la somme des moments ¢lémentaires, soit :
2 2
M =] dM =] krdd=k | r*da=k1,

I, est le moment quadratique polaire de la surface circulaire de rayon r.. Remplagons dans
cette expression k par t/r :

-113 -



Contraintes fondamentales

M, ="t1

t r p°
3. Valeur de la contrainte de torsion

L’expression générale de la contrainte de torsion, calculée au rayon r, situé¢ entre » = 0 et r
=r,, devient :

M

t

Yo T (6.1)
p
Comme la contrainte de torsion est admise proportionnelle au rayon r, la contrainte de torsion

est maximale ou minimale, suivant le sens du moment de torsion, pour les fibres extérieures
de la barre circulaire situées au rayon 7 :

_ Mt . Mt
Ttmax - re - . (62)
I, n,

Figure 6.2 Barre circulaire en torsion simple : répartition de la contrainte tangentielle T,

Dans cette derniére expression, W, est le module de résistance a la torsion d’une section
circulaire. Le moment quadratique polaire [, de la section circulaire pleine ou annulaire est
égal a la somme: I, = I, + [, =2 I, = 2 I,. Le module de résistance a la torsion est égal au
rapport : W, = I/r..

Section circulaire

Section pleine Section annulaire
nd’ T (d: _di4)
Module quadratique : ] =——= /] =—— -
auadtatd Y P 32
3 n(d-d’
Module de résistance : W = m d W = M
P 16 P 16d,

Attention !

Le module de résistance a la torsion d’une section annulaire n’est pas égal a la différence
des modules de résistance des sections pleines de diametre d. et d;.
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6.1.3 ETAT DE CONTRAINTE EN TORSION SIMPLE

Découpons dans la barre cylindrique tordue un volume ¢lémentaire de longueur dx, aux
rayons 7 et » + dr, les autres faces latérales étant a direction radiale, figure 6.3.

Direction des contraintes
principales

Cercle de Mohr

Figure 6.3 Etat de contrainte en torsion simple

6.1.3.1 CONTRAINTES TANGENTIELLES ET NORMALES

La contrainte de torsion au rayon r est donnée par I’expression générale : t. = r M/I,, le
sens étant imposé par le sens du couple appliqué sur la section. Sur la face arriére, la
contrainte a méme module, mais son sens est opposé.

En appliquant le principe de la réciprocité des contraintes tangentielles, les faces latérales du
volume ¢élémentaire sont sollicitées par des contraintes tangentielles t de méme intensité que
les contraintes de torsion. Le corps élémentaire découpé dans la barre cylindrique est en
cisaillement pur.

Le cercle de Mohr des contraintes est centré sur 1’origine des axes de cette représentation. Le
rayon du cercle correspond exactement a la contrainte de torsion a ce niveau. Une rotation des
axes de référence de 45° permet d’obtenir 1’état de contraintes principales avec :

Contrainte positive : o] =Tt

Contrainte négative : Cy=-Tt
La présence de contraintes de cisaillement dans le sens axial est mise en évidence dans I’essai
de mati¢re fibreuse non isotrope comme le bois. Une piéce a section circulaire en bois
présente, lors d’un essais de torsion, des fissures longitudinales provenant du cisaillement
axial et de la faible résistance de cette mati¢re dans cette direction.
Pour un barreau en fonte grise, le plan de rupture est incliné de 45° par rapport a la section
circulaire droite puisque la résistance a la traction de cette maticre est nettement plus basse
que celle au cisaillement ou a la compression.
En torsion pure sur barres circulaires, les lignes isostatiques sont des hélices a 45°.

6.1.3.2 PIECES A SECTION VARIABLE

Si la piece circulaire présente une forme tronconique, la relation générale de la contrainte
de torsion est encore applicable pour autant que 1’angle du cone ne soit pas trop grand. Par
contre, dans les parties de la barre sollicitée par des couples concentrés et aux changements
brusques de section, la contrainte de torsion ne peut plus se déterminer au moyen d’une
relation simple. Il y a effet d’entaille dans ces cas.
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6.2 DEFORMATION EN TORSION CYLINDRIQUE SIMPLE

Sous I’action du couple de torsion sur la piece, la barre cylindrique se tord, les géné-
ratrices du cylindre devenant des hélices.

6.2.1 ANGLE DE ROTATION

Soit une piece cylindrique de diametre d, longueur /, sollicitée par deux couples opposés
de moment M, placés a chaque extrémité de la barre. Supposons la section arri¢re fixe et
calculons la rotation de la section plane avant.

6.2.1.1 DEFORMATION ANGULAIRE

Le déplacement circonférentiel d’un point placé au diamétre d, sur la face avant de la
barre, peut s’exprimer soit en fonction de 1’angle de rotation de la face avant, soit en fonction
de la déformation de la génératrice du cylindre passant par ce point :

s=ro=1vy,
avec r = d/2. La déformation angulaire de la génératrice y entre deux sections droites suc-

cessives peut se donner en fonction de la contrainte tangentielle et du module de glissement
par la relation (3.2) : y = 1/G. L’angle de rotation ¢ de la section avant se trouve par :

avec : T =71 M{I,.

Figure 6.4 Déformation d’une barre cylindrique soumise a la torsion

En substituant cette derniere expression et apres simplification par le rayon 7, la rotation de la
section avant s’exprime par :

M,
GI,

® (6.3)

Le produit G I, se nomme rigidité torsionnelle de la barre.

Cette relation joue un role trés important dans le calcul des vibrations de torsion des arbres de
machines. La raideur d’un arbre cylindrique de section constante est donnée par :

M, Gl
¢ I

k

- 116 -



6. Torsion simple

Dans les grandes machines avec des arbres de transmission treés longs, la rigidité torsionnelle
impose habituellement le choix du diamétre de 1’arbre plutdt que la contrainte de torsion.

6.2.1.2 RELATION GENERALE

Dans le cas général, la section de la barre n’est pas constante sur toute sa longueur, mais
soit progressivement variable, soit constante par troncons. En admettant encore que les
relations trouvées soient applicables sur des trongons élémentaires, la rotation ¢lémentaire de
deux sections droites, distantes de dx, se trouve par :

do = M, dx,
GI,
ou encore sous la forme : do = & (6.4)
dx G,

Cette derniere expression est semblable a la relation différentielle de la déformation en
flexion.

6.2.2 ENERGIE DE DEFORMATION EN TORSION

Calculons le travail a produire pour déformer une barre a section cylindrique constante de
I’angle ¢. Le moment de torsion M, est proportionnel a la déformation angulaire ¢. Le travail
¢lémentaire produit pour déformer une tranche élémentaire d’épaisseur dx dans la barre est
donné par :

2
qu:Mtd_(P:%.Mtdx: M, dx.
2 2 GI, 2GI,
Le travail total est €gal a la somme des travaux ¢lémentaires, soit :
o M} dx
vhaGr,

(6.5)

Cas particulier
Le moment de torsion M;, le moment quadratique polaire /, et le module de glissement G
ne varient pas sur toute la longueur de la barre /. Le travail de déformation, emmagasiné sous
forme d’énergie ¢€lastique, se trouve par :
M}
W= Ey=—.
2G 1,
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6.3 TORSION DES BARRES A SECTIONS NON CIRCULAIRES

La théorie de la répartition des contraintes tangentielles et de la déformation en torsion,
vue jusqu’ici, n’est applicable qu’aux sections circulaires pleines ou annulaires.

6.3.1 TORSION DES PROFILES MINCES FERMES

Si la section annulaire est trés mince, la différence entre les contraintes situées a
I’extérieur et celles situées a I’intérieur du profilé reste faible. Nous pouvons admettre que la
contrainte de cisaillement est répartie uniformément dans la section transversale.

6.3.1.1 CONTRAINTE DE TORSION

Soit un profilé trées mince fermé de type tubulaire circulaire dans lequel une surface
¢lémentaire d4 est découpée. Sur cette surface élémentaire d’aire d4 = s dl, la force
tangentielle ¢lémentaire dF; se trouve par le produit : dFy = t s d/. Le produit t s est appelé
flux de cisaillement et désigné par ®r. Ce flux est constant car, si ce n’était pas le cas, la
section annulaire ne serait pas en équilibre avec le moment de torsion M.

Dans le cas de profilés minces fermés, 1’épaisseur de la paroi est soit constante, soit le plus
souvent variable. Sous I’effet d’un couple de torsion, les sections terminales se tordent 1’une
par rapport a I’autre. Le principe de la réciprocité des contraintes tangentielles exige que la
contrainte de torsion dans la section droite soit ¢gale a la contrainte de cisaillement axial.

Répartition de
la contrainte

Figure 6.5 Profils minces fermés soumis a la torsion : annulaire, tubulaire

Le flux de cisaillement @t reste aussi constant dans le profil fermé : ®t = t s = constant. Soit
une section élémentaire d4 = s d/. La force tangentielle élémentaire vaut dF; =t s d/ = @7 d/.
Le moment produit par cette force ¢lémentaire par rapport a I’axe C x vaut :

dM =¥ A dF..
Comme tous les moments ¢lémentaires de force sont alignés sur I’axe C x, le moment élémen-
taire peut aussi se calculer par une expression algébrique, soit :

dMy=r'dFi=r'tsdl=2 Oy d4dm,

d4,, étant 1’aire du triangle élémentaire limité par les deux rayons issus de I’axe C x et
aboutissant aux extrémités de 1’arc ¢élémentaire d/. Le moment total est égal a la somme
algébrique des moments ¢lémentaires :

M =] dM, =20, [ d4,=2®, 4

m *
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Dans cette expression, 4, est I’aire de la surface plane délimitée par la ligne moyenne du
profil mince. La contrainte tangentielle maximale, dans la partie de la section ou la paroi est la
plus mince, se trouve par :

t
:—JL—. 6.6
¥ tmax 24 s 6.6)

m “min

Posons : Wy = 2 Ay Smin, W; étant le module de résistance a la torsion du profil fermé non
cylindrique. La contrainte maximale de torsion peut se donner simplement par :

6.3.1.2 DEFORMATION

Pour une section annulaire trés mince, le moment quadratique polaire vaut : /, = somme
des?dd=2nr s= W, r avec r le rayon moyen de la surface. Pour ce type de surface, W, =
W,. Introduisons la longueur de la circonférence moyenne /, =2 n r et exprimons la valeur
du moment quadratique polaire :

2
/ :2n7382nr:4Ams.
P 27 r /

m

Par extension. cette relation peut s’appliquer aux profils minces fermés. La déformation en
torsion se trouve alors par :

2
do _ M, avec 1, =4Amﬂ_ (6.7)
& G, I

m

Dans ces deux expressions, /; est le moment quadratique en torsion de la section fermée non
circulaire, [, est la longueur de la ligne moyenne.

6.3.2 TORSION DES PROFILES PLEINS

La torsion d’une barre a section pleine non circulaire sous 1’action d’un couple est
proportionnelle a la valeur du moment de torsion M, et inversement proportionnelle au
module de glissement G. L’expression générale de la déformation en torsion peut se donner
sous la forme :

do _ M,
& GK’
K étant appelée constante de torsion et le produit G K rigidité a la torsion.

6.3.2.1 CONSTANTE DE ST. VENANT

Nous pouvons nous poser la question s’il est possible d’exprimer, sous forme générale, la
constante de torsion K a partir des caractéristiques géométriques de la section :

K=14, 1, I,).
En vérité, comme la déformation ne dépend pas de la position de la paire d’axes C y z sur la
section droite, cette constante est plutdt fonction de I’aire 4 et du moment quadratique de

torsion /;. Appliquons ce principe a la surface circulaire : le moment quadratique polaire vaut :
I,=m d'32=nr*2etK= I, = I, I’aire de la surface étant 4 = & o
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4 3 4 4
K=£r4=l.nr 3Tt4r _ A2 . 6.8)
2 2 Tr 47 Ip

Cette relation approximative a déja été proposée par St. Venant (1855). Elle porte le nom de
constante de St. Venant. Cette expression s’applique aux sections pleines de dimensions
transversales égales jusqu’a des surfaces étroites. Le profil ne doit par contre pas comporter
des angles brusques, mais des arrondis.

6.3.2.2 ANALOGIE DE PRANDTL

La répartition des contraintes tangentielles dans une section pleine soumise a la torsion
peut se trouver par la similitude proposée par Prandtl (1903). L’analogie physique entre une
barre en torsion et la déformation d’une membrane sous pression, fixée sur le pourtour de la
section, fait apparaitre les propriétés suivantes :

1. La trajectoire des contraintes tangentielles t; dans la barre en torsion est identique aux
courbes de niveau de la membrane déformée sous I’effet de la pression.

2. La grandeur absolue de la contrainte de cisaillement est égale a la pente de la membrane au
point homologue.

3. Le couple de torsion M,, appliqué sur la barre, est représenté par le double du volume limité
par la membrane et le plan du contour :

M2V

Cercle Ellipse ﬂ]ﬂ% Profilé enT

b
Rectangle
Figure 6.6 Analogie entre la contrainte de torsion et une membrane sous pression

Cette analogie permet de trouver le module de résistance a la torsion d’une surface rectan-
gulaire trés étroite donné par : W, = b* h/3.

6.3.2.3 CALCUL PRATIQUE

Pour les sections pleines usuelles, le tableau de la page suivante donne la valeur du
module de résistance a la torsion W; et celle du moment quadratique /; = K. Les calculs et
contrdles se réduisent a :

Contrainte maximale de torsion : T i = AV? . (6.9.1)
t
. . M
Déformation en torsion : do =—=L, (6.9.2)
dx G,

Le tableau indique également le ou les points de la section a contrainte de cisaillement
maximale.
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Tableau 6.1
Modules de résistance W; et moments quadratiques /; a la torsion

Module de résistance

Moment quadratique

Position de la
contrainte max.

W, = (n/16) &

I,= (v/32) d*

Tout point de la
circonférence
extérieure

Tout point sur la

W, =(m/16)(d.* —dd. | I,=(n/32) (d.' —di*) circonférence
extérieure
W, = (n/16) a b* I,=[(n/16) (a’ b)]/ .
8 \.k M pour / (a* + b%) Au point M
@ alb>1
N/Ib
A\ = It = _
- ]:‘u [(/16)(be -bi")/be|n (/163 (b b))/ Au point M
b; avec (1 + n?)
(ae/be) = (ai/bi) 21
bﬁ
\I 5 , Au point M
% Wi=(ci/c)) h b L=cihbd Aupoint N, ona:
= —Q\SM TN = C3 Tem
, &N b= 1 | 15 | 2 3 4 6 8 10 | o
N/b ¢ =0,1411 0,196 | 0,229 | 0,263 | 0,281 | 0,298 | 0,307 | 0,312 | 0,333
— ¢, =0,675|0,852 | 0,928 | 0,977 | 0,990 | 0,997 | 0,999 | 1,000 | 1,000
c3=1,0001 0,858 | 0,796 | 0,753 | 0,745 | 0,743 | 0,743 | 0,743 | 0,743
M \ M Aux points M
NN Wi=a’/20 I,=a"/46,19 =~ h*/26 Dans les angles,
\\ la contrainte
M est nulle
A -
M
w.=0,1894 s 1,=0,1152 st Aux points M
M/1
_a
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Tableau 6.1 (suite)
Modules de résistance W; et moments quadratiques /; a la torsion

Surface Module de résistance Moment quadratique Posm.on de la
contrainte max.
b
-~ M W= (b*—0,636°)/3 | L~(b—0,63b%3 Au point M
= hN Au milieu du c6té du
-~ 1 R W=1[1,3/(3 bmax)]’ L=0133)"2 b hy) profil composant
= __~; _bz X (b ) ayant la plus grande
o \ épaisseur
£
I hy
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CHAPITRE 7

DEFORMATION EN FLEXION DES POUTRES
ISOSTATIQUES ET HYPERSTATIQUES

La recherche de la ligne élastique ou ligne déformée d’une poutre primitivement rectiligne
a section constante ou variable, sollicitée principalement en flexion, constitue un des pro-
blémes fondamentaux de la résistance des matériaux. La fibre moyenne de la poutre, lieu
géométrique des centres de gravité, située dans le plan des fibres neutres, fléchit et subit une
déformation sans variation de longueur. Les déformations dues au cisaillement sont
habituellement trés faibles et négligeables vis a vis des déformations de flexion.

7.1 DEFORMATION PAR INTEGRATION ANALYTIQUE

Apres déformation, la ligne moyenne de la poutre est une courbe plane dans le cas d’un
probléme dans le plan, une courbe spatiale dans le cas de la flexion déviée ou quelconque.

7.1.1 EQUATION DE LA LIGNE ELASTIQUE

La déformation de la poutre provoque un déplacement transversal de la ligne moyenne
dans la direction y ainsi qu’un déplacement longitudinal de second ordre qu’on néglige le plus
souvent. Deux sections droites successives, primitivement parall¢les et distantes de dx, restent
perpendiculaires a la ligne élastique et forment entre elles un angle ¢lémentaire de.

7.1.1.1 EQUATION DIFFERENTIELLE

Considérons deux triangles semblables de la figure 7.1, le premier formé par la longueur
¢lémentaire dx et le rayon de courbure p, le second par allongement extérieur Adx de la fibre
placée a la distance e; de 1’axe neutre C z et par la distance e;. Nous pouvons écrire :

dx Adx M 1 M
T2 avee Adv="idx=—tedr = —=—L,
p 2 E E p EI,

z

Pour une courbe plane donnée sous la forme y = f(x), le rayon de courbure en un point
quelconque peut se calculer en fonction de ses dérivées premiére et seconde par :

(1 +yv2 )3/2
p="—="i.

y

La dérivée premiere y’ reste toujours trés petite dans les poutres déformées, primitivement
rectilignes, et le terme y** peut étre négligé vis a vis de 1. Le rayon de courbure vaut donc
approximativement p = 1/y".

En partant de la convention de signe adoptée pour le moment fléchissant, les fibres situées du
coté des y positifs sont tendues et la pente de la déformée diminue en fonction de 1’abscisse x.
La dérivée seconde est donc négative. L’équation différentielle de la ligne élastique s’écrit :
2
"_ d y — Mf

dx? EI

z

(7.1.1)
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Centre de courbure /

K?S"_\f |

Figure 7.1 Déformation en flexion et rayon de courbure

L’¢équation différentielle de second ordre se résout par double intégration :

y:mmzj—gﬁ-w+q. (7.1.2)
' Mf
y:jyazjj—EI«n+q-w+g. (7.1.3)

Les constantes d’intégration C; et C, sont a déterminer a partir des conditions d’appui ou de
continuité de la poutre. Le moment fléchissant M; et éventuellement le moment quadratique
de surface I, de la section doivent s’exprimer en fonction de 1’abscisse x. Chaque nouvelle
expression du trongon crée une équation différentielle de second ordre contenant chaque fois
deux constantes d’intégration.

7.1.1.2 POUTRES SOLLICITEES PAR UNE FORCE CONCENTREE

Montrons le principe de calcul de la ligne déformée pour deux cas de charge concentrée
sur une poutre en porte-a-faux et sur une poutre sur deux appuis, la section transversale de la
poutre restant constante.

1. Poutre en porte-a-faux avec charge concentrée a l’extrémité libre

La force concentrée F est appliquée verticalement vers le bas, dans le sens de I’axe C y
positif, figure 7.2 a gauche. Si ’encastrement est placé a droite, le moment fléchissant vaut :
Me= - x F, les fibres tendues sont dessus, L’équation différentielle s’écrit : y" = x F/(E I,).
Les conditions particulieres sont : déformation angulaire et déformation lin€aire nulles au
droit de I’encastrement pour x = /. Intégrons cette équation différentielle :

M Fx’ F I F I ?
y=—" dex: Y 4CavecC =- / = y'= / (i) —1.
EI 2E1 2E1 2E1 |\

z

3

F 2 n F [x 2 FI
= x =[")dx= ——-I'x|+C, avec C, = s
=g JE ) 2E5[3 j : *T3E1,

z

3 3
d’ou : P 1—L51+0§(1j .
3E L ! !
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7. Déformation en flexion de poutres rectilignes
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Figure 7.2 Poutres rectilignes sollicitées par une force concentrée

Cas particulier : Pour x = 0, la déformation linéaire est maximale et la déformation angulaire
minimale, compte tenu du signe adopté. Ces deux grandeurs valent :

_FP _f_‘FP
261 O T 3EL

La déformation maximale ou fléche est désignée le plus souvent par f.

tan(P x=0 ~ (Px:0 =

2. Poutre sur deux appuis avec force concentrée en un point quelconque

La force concentrée F' est appliquée a I’abscisse x = b, figure 7.2 a droite. Cette force
défini deux trongons : entre x = 0 et x = b, entre x = b et x = [. Le moment fléchissant pour x
compris entre 0 et b vaut: My = x Fg = x F ¢/l. Pour faciliter la mise en €quation et la
solution, nous admettons des abscisses négatifs sur le deuxiéme trongon, le point origine étant
confondu avec I’articulation en C. Le moment fléchissant sur le second trongon s’écrit : Mp =
x1 Fc=x1 F b/l. Soient C; et C; les deux constantes d’intégration dans le premier trongon, C;
et C4 les constantes dans le second trongon. Ecrivons les intégrations dans le premier trongon :

M ~F- ?
y'=—" Ix dxz—c”-x—+Cl,aucune valeur de 1'angle n'est connue.
EI EI 2
—~F-c/l ¢ x* ~F-c/l x°
=—|—dx+|C,-dx=————+Cx+C,.
YTTEL JFa+]a El, 6 "T7

Comme la déformation linéaire est nulle pour x = 0, alors la constante C; = 0.

Pour le deuxiéme trongon, les deux relation sont semblables a celles du premier trongon car il
suffit de remplacer le rapport c¢// par b/l. La constante d’intégration Cy4 est aussi nulle puisque
au point C, I’articulation est a y = 0. Exprimons la continuité de la poutre sur la ligne d’action
de la force F par: y,” = - y.’ et y», = y.. En éliminant la constante d’intégration C3 apres
substitution, la constante C; vaut :

Fbcll
=———— (I+0).
1 6E L (I+0)

Introduisons cette valeur dans I’expression de 1’angle et de la déformation linéaire dans le
premier trongon :

. Fell(PP-¢ Fcll
ybzzElz( 3 —ij et yb:6Elz[(12_cz).x—x3].

Valeurs particulieres intéressantes : la déformation est maximale lorsque y’ = 0, soit a
I"abscisse [(7*-¢*)/3]" La fleche ou la déformation maximale vaut :

_Fcoll o o\ [ 2
ﬂm—9EL(l )P =) /3.
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Les angles de pivotement de la poutre aux appuis se trouvent par :

Fcll Fbll
tang, = (P=c*) et tang.=-——--("-b").
P TCET (=) Pc=T6E T (7-07)
La déformation lin€aire sur la ligne d’action de la force F se calcule par :

2 2
b c”.

fF:yF:3Elzl

3. Poutre sur deux appuis avec force concentrée a mi distance des appuis

Ce cas particulier présente un déformation symétrique par rapport a 1’axe de la force
concentrée F. Pour le premier trongon, soit pour 0 < x < //2, les déformations se trouvent par
les expressions :

FI xY Fr (x) (XT
= 11-4|— et = A3 =[-4l=] |

T 16E12[ (z)] Woger |\)TU

Valeurs particulieres : La déformation est maximale sur la ligne d’action de la force F :
Fl
f= :
48 E I,
La déformation angulaire aux appuis B et C de la poutre se calcule par :
FI

16E1,

tang, = —tang . =

Remarques

1. Le calcul de la poutre sollicitée par une ou plusieurs forces concentrées nécessite la
solution simultanée de deux ou de plusieurs équations différentielles de second ordre.

2. Les constantes d’intégration sont trouvées a partir de la continuité de la poutre en relevant
les mémes déformations linéaire et angulaire sur les lignes d’action des forces concentrées.

7.1.1.3 POUTRES SOLLICITEES PAR UNE CHARGE REPARTIE CONSTANTE

La charge répartie est représentée par une charge linéique constante sur la longueur totale
de la poutre : ¢ = constante. La charge totale sur la longueur / vaut : F=¢q [.

1. Poutre en porte-a-faux

En partant de I’extrémité libre de la poutre, figure 7.3 a gauche, nous pouvons calculer
successivement 1’effort tranchant Fr et le moment fléchissant M; par intégration en
remarquant que 1’effort tranchant et le moment fléchissant sont nuls pour x =0 :

Effort tranchant : F = J.—q dx=-gx+C, avecC, =0, pourx=0.
2

Moment fléchissant : M, =J—qxdx=—qx7+C2 avec C, =0.

Les déformations angulaire et linéaire se trouvent par une nouvelle intégration en remarquant
que pour x =/, ces deux déformations sont nulles :
3 3

2 3 3
pe [ g avee 6 == Lo y= (2] 1)
ELY 2 EI, 6 6EI 6EI|\I

z

4
q q [x q!
y= J(x3—l3)-dx -(T—l3xJ+C4 avecC4:8EIZ,

4
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7. Déformation en flexion de poutres rectilignes

Figure 7.3 Poutres rectilignes avec charge répartie uniformément

Valeurs particulieres : Pour x = 0, la déformation lin€aire f est maximale et la déformation
angulaire ¢ est minimale. Ces deux grandeurs valent :

ql’ ql*
et = = .
6EI S = Vi 8E I

an@y, ~ @y ~—

2. Poutre sur deux appuis articulés

La charge totale sur la poutre de longueur / étant F' = g [, les réactions d’appui sont : Fg =
Fc =F/2 = q /2. L’effort tranchant, en fonction de 1’abscisse x varie linéairement et passe de
Fg a- Fc. Son expression devient : Fr = ¢ (/2 —x). Le moment fléchissant devient :

M, =[Fydx=[q(/2-x)dx=(q/2)-(Ix-x")+C, avec C, =0.

Le moment fléchissant My est une fonction continue de x sur la distance / entre les points B et
C. Il est possible de trouver I’expression de I’angle et de la déformée par double intégration :

y'zLJ-(x2 —lx)dx :L(x—}—ij—i-(%.

2E1 2EL\3 2
3 2 4 3
q x Ix q x* Ix
SR B Y S L T et B EARRLE 2 MG eN
g 2EIZ'[(3 2] e 2E12(12 6] AT

Pour x = 0 et x = [, la déformation linéaire est nulle. La constante C4 est donc nulle et la
constante C; vaut g */(24 E I,). Les relations se simplifient et deviennent :

qgl’ x Y XY gl* [x ) (xY
y'= 1-6|—| +4|— et y= —=2l=1 4= |
24 E I, / [ 24E1 (1 ) /

Valeurs particulieres : La déformation est maximale a mi distance soit pour x = //2 et la
déformation angulaire est maximale pour x = 0. Pour ces deux cas particuliers, les grandeurs
des déformations sont :

ql’ 5¢1°
ymax :yx:l/Z :f:

tan =tan@, = et U E—
 max v 24E 1, 384 E I,

Remarque

Ces deux exemples montrent que la recherche des déformations angulaire et linéaire a
partir d’une charge répartie nécessite au moins quatre intégrations. L’équation différentielle
est du quatriéme ordre et peut s’écrire sous la forme générale suivante :

y27 =dYdxt = g/(E L).
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7.1.1.4 POUTRES SOLLICITEES PAR UN COUPLE

Le couple de moment M est supposé appliqué a I’extrémité des deux poutres rectilignes.

1.Poutre en porte-a-faux

Le moment fléchissant est constant sur toute la longueur de la poutre, figure 7.4 a gauche.
Il vaut M¢= - M. La premicre intégration permet de trouver la pente a la déformée :

M M Ml M
'= dx = -x+C,avec C, =———d'ou y'=—(x-1).
4 EIZJ. El e TR (x=1)
2 2 2 2
y=£ (x—l)dxzi X o Ix +C, avec C, = M1 douy= M1 (l—i).
EIL EL\2 2E 1 2EL I

Valeurs particulieres : Pour x = 0, la déformation linéaire est maximale et la déformation
angulaire minimale selon la convention des signes :

(pB (pB E IZ ymax 2 E IZ °
& Fé ’/—-:-‘/*—" e G C
M B b..:“- C & M -‘}’/ ' >, 7 -_.__‘_\ N
T'E: : =— X ‘g ; T X
FNT It §\ N LFcte SRS
» -V1/3)
1L Npéformee B

X X "E
( = (

Figure 7.4 Poutres rectilignes sollicitées par un couple pur

2. Poutre sur deux appuis articulés

Le couple est appliqué au point B a 1’appui gauche. Les réactions d’appui forment un
couple de forces opposé au couple donné M. L’intensité des réactions d’appui est : Fg = - F¢
= M/I. Le moment fléchissant est négatif. Il s’exprime par : My=- M (1 — x/[) = M (x/[ — 1).
Intégrons 1’équation différentielle :

2
EI I EIL\" 21

2 2 3
y:l x— dx+'[C1dx:l r_r +C x+C,.
EI, 21 EI\2 6l

Pour x = 0 et pour x = /, la déformation linéaire est nulle : y = 0. Il en résulte que C, =0 et C;
=-M1/ @3 E I,). Les expressions deviennent :

2
yo ML _2+65_3(£] ,
6E 1 1\
2 2 3
-t -)
6EI\ 1 "\ !

Valeurs particuliéres : Déformation angulaire aux appuis B et C :
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M M

et tan =
3EI, Pe 6E I,

La déformation angulaire a I’appui ou agit le couple, au point B, est deux fois plus grande
qu’a I’autre appui C.

tanp, =—

La déformation lin€aire est minimale pour y’ = 0, c’est-a-dire a I’abscisse x = / [1-(1/3)*].
Cette déformation minimale se trouve par I’expression :

-MP
ymin _|f|max 9 \/_E IZ .

7.1.2 SUPERPOSITION DES DEFORMATIONS

En tout point du centre de gravité des sections planes de la poutre, le moment fléchissant
total est égal a la somme des moments fléchissants partiels dues aux forces concentrées, aux
charges réparties et au couples appliqués sur le trongon isolé. Les contraintes de flexion,
normales aux sections planes perpendiculaires a la ligne moyenne, sont également la somme
des contraintes engendrées par chaque moment composant. Enfin, dans le domaine des
déformations linéaires, les déformations totales sont égales a la somme des déformations
partielles. C’est le principe de la superposition des déformations.

Poutre encastrée avec un porte-a-faux Poutre sur deux appuis articulés
Schéma Déformations Schéma Déformations
[ =t =Ml l _ M1 —_-ML
=~ Tmin"Ep, | ¥873Er, $c BEL
MY =T AR NS M2
1 2| |12 ® ° "‘9\/“51
y-2 [1-4T° [21-3( 1)
y 2E1, { SE[ l
-F(2 Fo o2 2
l ;= ) =
Pmin=7ZE] FaTFEE L e
e _FB szcz
F==—T" 7 =38 fe= 3EL,l
FBr_3.x, 1(x)3 2 3
=337 + %] ((%chx-x3]  (0<x<b)
{ 3 3
_-q! 2
q Pmin= 6EI, 78 2LET,
I — / ._.gﬁ \ . =—5g—{£.——-
l ’/QM 4 1/ 4 - SEL L H‘h_'#'/ x} : BLEL,
g noax 11X X2 (X
BEL; 131 " Zl.EI aeer, -2 +F))

Figure 7.5 Déformations angulaire et linéaire des poutres rectilignes simples

7.1.2.1 APPLICATION DU PRINCIPE DE SUPERPOSITION

La ligne courbe résultante de la poutre déformée est €gale a la somme des formes
courbées provoquées par les charges concentrées, charges réparties et couples. En supposant
la pente a la courbe tres faible, y’ << 1, la somme des courbures peut étre remplacées par la
somme des dérivées secondes. En appliquant le principe de superposition, il s’ensuit que la
déformation de flexion en un point quelconque peut s’écrire sous la forme générale :
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1 m n
y:ZyFi+quj+ZyMk' (7.2)
i=1 j=1 k=1

En utilisant les diverses relations trouvées précédemment pour les déformations des poutres
sollicitées par des charges simples, il est possible d’exprimer la déformation résultante par
superposition des déformations partielles.

Application du principe de superposition

Soit a trouver la déformation au milieu d’une poutre rectiligne a section constante placée
sur deux appuis articulés, sollicitée simultanément par une force concentrée F placée a la
distance b > [/2 de I’appui B, une charge répartie uniformément ¢ sur toute la longueur /, un
couple de moment M placé a I’appui C.
La déformation résultante est égale a la somme des déformations partielles.
1. Déformation due a la charge répartieg :  fq=5¢ I'/ (384 E ).
2. Déformation due a la charge concentrée F : fi= {F I ¢/(48 E I, 1)} " {4[1-(c/)*]-1}.
3. Déformation due au couple M en C: =M P/ (16 E ).
4. Déformation totale :

fosi=5q '/ B84 EL)+H{F P /(A48 E L, 1)} {4[1-(¢/I)*]- 13+ M I*/ (16 E L).

7.2 METHODE DE LA POUTRE CONJUGUEE

Cette méthode permet de calculer simplement, dans le cas de charges concentrées ou
réparties uniformément, ou de couples, la déformation linéaire et la rotation de la poutre en
des points particuliers sans utiliser les sommes intégrales. Le principe de ce calcul a été
développé par Mohr et porte le nom de méthode de la poutre conjuguée.

7.2.1 EXPOSE DE LA METHODE

Cette méthode est basée sur 1’analogie existant entre les relations différentielles du
moment fléchissant et de la déformation linéaire :

1. Moment fléchissant d’une poutre 2. Déformée d’une poutre soumise
sollicitée par une charge continue ¢ a un moment fléchissant My
d*M d’ M, (x)
Lo 400 st (7.3)
dx dx E I,

Ces deux relations différentielles de second ordre sont de méme type, leurs solutions sont
donc semblables.

7.2.1.1 PRINCIPE

Le calcul de la déformée y(x) peut étre remplacé par celui d’'un moment virtuel M, d’une
poutre dite conjuguée sollicitée par :

1. Pour les poutres rectilignes a rigidité flexionnelle constante, £ I, = constante, par le
moment fléchissant réel M;.

2. Pour une poutre a rigidité flexionnelle variable, £ = constante et /, variable, par le rapport
du moment fléchissant réel au moment quadratique de surface My, de la section
transversale.
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7. Déformation en flexion de poutres rectilignes

Poutre réelle Poutre conjuguée Aire Surface

B C
1 l . (D ‘%”f‘ <
1 | _0 -x*—
g B c%ﬁ : x. V= [tk2h)30keh
B G 1
0 ] [ 0 5lh -
0 / 0 AN S TR
1 B ZZ (+b)/3 _| (kc)/3
B C 2% degré
0 == ( SR [ 21
1 1 y :
0 £ , -l . LeEae Mt
11 B ¢ D 1 | 51/8 3/
D, G 2%degré
1)y b [ c_. (o b ( c i y
0 73 b 1 AN
o o, B c D1 Oy By Cy Dy BLETZ
B € 1 3¢ degré
0) [ c 1) | l - - z(h [
- N AL R

? 7 == N
vK4 c ol B, &, D, L Vs /s
Remarques

Les vecteurs B et C des appuis donnent sous forme logique 1 = vrai, 0 = faux : Déformation linéaire,
Déformation angulaire, Moment fléchissant, Effort tranchant.
Les deux dernicres surfaces paraboliques sont limitées par des courbes a tangente initiale nulle.

Figure 7.6 Poutres réelle et conjuguées usuelles, position des centres de gravité

La méthode de la poutre conjuguée est surtout utilisée pour calculer les déformations des
poutres a section constante. La poutre virtuelle est chargée par ¢, = M;. Les efforts dans la
poutre seront divisés par le produit E I, pour trouver les déformations linéaire et angulaire.

7.2.1.2 APPUIS DE LA POUTRE CONJUGUEE

La poutre conjuguée doit présenter des articulations ou des encastrements correspondant
aux conditions de déformation imposées par la poutre réelle. Les régles a observer pour
obtenir un poutre conjuguée conforme sont les suivantes :

1. Un appui articulé a 'extrémité de la poutre réelle reste un appui articulé sur la poutre
conjuguce.

2. Un appui articulé avec un porte-a-faux se transforme en une articulation.

3. Une extrémité encastrée sur la poutre réelle devient une extrémité libre sur la poutre
conjuguée.

4. Une extrémité libre sur la poutre réelle devient un appui encastré sur la poutre conjuguée.

. Une articulation, sans appui, sur la poutre réelle se transforme en un appui sur la poutre

conjuguce.

9]
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7.2.1.3 CENTRE DE GRAVITE DES SURFACES

Lorsque la poutre rectiligne est sollicitée par des forces concentrées, le diagramme des
moments fléchissants est constitué par une ligne polygonale. Si la charge est répartie
uniformément, soit par trongons, soit entrecoupée par des forces concentrées, le diagramme
des moments fléchissants se compose d’arcs de parabole du second degré. Enfin, si la charge
est répartie linéairement, le diagramme des moments fléchissants présente un ou plusieurs
arcs de parabole du troisieme degré.

Les positions des centres de gravité pour les cas fondamentaux sont données sur la figure 7.6.
La décomposition de la surface du diagramme des moments fléchissants en surfaces
fondamentales permet de trouver facilement les efforts sur les lignes d’action des forces ou a
I’extrémité de la poutre, sur les appuis réels ou éventuellement la position de la déformation
maximale.

7.2.2 POUTRES A SECTION CONSTANTE

Les exemples proposés sont des applications simples et fondamentales de la méthode dans
des cas de charges sur les poutres rectilignes.

7.2.2.1 POUTRES ENCASTREES AVEC PORTE-A-FAUX

1. Force concentrée en un point quelconque
Effort tranchant virtuel : Frv=a Fal2=F a*2.
Déformation angulaire correspondante : or=op=Fd’ /(2 EL).
Moment fléchissant a I’extrémité libre : My =(-al3) F a*2.
Déformation linéaire a Uextrémité libre :  fy = [F a*/(2 EL)] (I - a/3).

4 B]j e

POUTRES CONJUGUEES ET EHARGESI

aF

Figure 7.7 Poutre encastrée n porte-a-faux et charge virtuelle

2. Plusieurs forces concentrées quelconques

Effort tranchant virtuel : Frv=Frqt+Frot+.. +Frn,= ZE -al /2.
i=1
Rotation a I’extrémité libre : o =Fr/(EL)=[1/(EL)] z FE -af /2.
i=1
Moment fléchissant en B : M,=My +My,+ ...+ M,
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Fléche a I’extrémité libre : =M,/ (EL)=[lU/QEL)] Z(Z—ai /3)-Fi -al.
i=l

3. Charge répartie triangulairement

Le moment fléchissant a I’encastrement vaut : g /6, la ligne de charge virtuelle étant une
courbe du troisieme degré avec tangente initiale nulle.

Valeurs a I’extrémité libre B de la poutre :

Effort tranchant virtuel : Fry = (I/4) (q ’/6) = q /24,
Déformation angulaire : os=Fr/(EL)=(q )/ (24 E L).
Moment fléchissant virtuel : M, =4-(/5) (q '124) = q I'/30.
Fléche maximale : 15 =Ymax = MU(E I) = (¢ ') (30 E L).

7.2.2.2 POUTRES SUR DEUX APPUIS SANS PORTE-A-FAUX

Le calcul commence toujours par la recherche de I’équilibre de la poutre rectiligne en
déterminant les deux réactions d’appui Fp et F, figure 7.8
1. Deux forces F équipollentes a égale distance des appuis

Les réactions des appuis valent : Fg = Fc = F. Le moment fléchissant est constant entre les
deux lignes d’action des forces Fs et Fc. Il vaut : My=a F.

Réaction d’appui virtuelle : Fegv=Fcy=[aaF+(-2a)aF]2=Fa(l-a)2.
Rotation aux appuis : op=-oc=FpJ/(ELL)=[Fa(l-a)]/Q2EL).
Moment fléchissant virtuel sur la ligne d’action des deux forces équipollentes :
My =a[Fa(l-a)2]-(al3)(a/2)a F=F a* (31-4a)l.
Déformation linéaire sur £ : yp=[F & (31-4a)]/ (6 EL).
Moment fléchissant virtuel au centre :
Mz, = {(12) [F a (I-a))/2} — (I/2 - 2a/3) F a*/2 — [(I - 2a)/4] [(I - 2a) F a/2],
My=[Fa@BPF-4d")/24.
Déformation maximale au centre : y,—» =f= Mn/(E 1) = {F a P 1 —4(a/ly/ 31} / (8 E L).
Remarque : Dans la partie centrale de la poutre, le moment fléchissant est constant et 1’effort

tranchant est nul. La déformée est un arc de circonférence de rayon : a F/(E I,). Ce cas de
charge s’utilise dans I’essai de flexion pure dit sur 4 points

1 { 2 {
| T e Bl l c

POUTRES CONJUGUEES ET CHARGES VIRTUELLES| '°

aF / 171
I

YAl !2
// v3: qc

Figure 7.8 Poutre sur deux appuis sans porte-a-faux et charge virtuelle correspondante
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2. Force concentrée F en un point quelconque entre les deux appuis
Les réactions d’appui sont g = F ¢/l et Fc = F b/l. Le moment fléchissant est maximal sur
la ligne d’action de la force F et vaut : Mgmax = F b c/1.
Réactions d’appui virtuelle :  Fg, = (/) [({+¢)/3] (l/2) Fbc/l=[Fbc/(6 )] (l+c),
Feo=QQ/D)[(I+b)3)U2) Fbcll=[Fbc/(6D](l+b).
Angles de la poutre : es=[Fbc/(6EL,D](+c),
oc=[Fbc/(6 EL,D](l+D).
Moment fléchissant virtuel :  Mug = [b F b c/(6 D)](I + ¢) — (b/3)B2)(F b )/l = F b* */(3 ).
Déformation maximale : ve=f=F b/ GBELI.

3. Charge répartie constante sur la moitié de la longueur de la poutre

Pour résoudre ce probléme, nous nous servons du principe de la superposition des aires
virtuelles. La charge appliquée vaut Fy = g I/2. L’équilibre de la poutre permet de trouver les
deux réactions d’appui : Fg = 3 ¢q I/8 et Fc = g I/8. Le moment fléchissant & mi distance des
appuis se trouve par : Myy=2) = (I/2) Fc = q I*/16. Si la réaction d’appui était la seule force
appliquée sur le trongon gauche, le moment fléchissant en ce point serait : M2y = (//2) Fg =
3 ¢ I’/16, valeur représentée par la ligne pointillée. En vérité, ce trongon est encore sollicité
par une charge répartie g. Calculons les aires virtuelles correspondantes :

Aires virtuelles : Ay =(1/2) (I12) 3 ¢ /16 =3 q I’/64,
A= (1/2) (I12) q /16 = q I'/64,
Ay =-(1/3)(12)2 g P/16 = - q I/48.
Réaction d’appui virtuelles :  Fgy = [(2/3) [ Ay + (1/3) [ Ay — (5/8)  A3)/1=9 F /192,
Foy=[(1/3) 1 Ay + (2/3) 1 Aya— (3/8) 1 Ay3)/l =T F I*/192.
Rotation aux appuis BetC: o@s=9 FI*/(192 EL)=9 q P/(384 E L),
oc=-TFPI(192EL)=-17q P/(384 E I).
Moment fléchissant virtuel :
Déformation linéaire a x = /2 : My, = (1/2) [ Fey— (1/6) [ Aya =5 q I'1768 = 5 F °/384.
La fleche au centre de la poutre sollicitée par une charge répartie sur //2 est égale a la moitié
de la déformation de la poutre sollicitée par une charge répartie sur toute sa longueur, soit :
Yoy =f=5q I'/(768 EL)=5F /(384 E I,). Ce résultat est évident !

7.2.2.3 POUTRES SUR DEUX APPUIS AVEC PORTE-A-FAUX

1. Poutre sur deux appuis avec porte-a-faux et une charge concentrée

Les réactions d’appui sont g = F b/l et Fc = F (I + b)/l. Le moment fléchissant minimal
est situé au droit de I’appui C. Ce moment vaut: Mg = - b F. La poutre conjuguée se
décompose en deux trongons articulés au point C : le trongon BC a gauche et le trongon CD
encastré a droite.
Réactions d’appui virtuelles :

Trongon BC : Fgo=-Fbll6 et Fco=-Fbl3.
Trongon CD : Foo=Fbl3+({1/2)bbF=(Fbl6)21+3Db).
Angles de rotation : os=(-FbDI(6EL), oc=EFEDbD/I3EL),

op= [(FbD/I(6EIL)]Q2+3b/).
Dans le trongon BC, le moment fléchissant virtuel est minimal a ’abscisse x = //(3)"” et sa
valeur se trouve par :




7. Déformation en flexion de poutres rectilignes

Figure 7.9 Poutres avec un porte-a-faux et poutres conjuguées

A T 05 Fbl’
Fleche a I’abscisse x =//(3)™ : f=——F"7.
9V3EI
Moment virtuel en D : Miy=b Fbl3+(CB3)b('2)bbF=Fb (I+b)3.
e 3 1P et Fb’l b
Fléche a ’extrémité D : fo = A 1+—= .
3EI I

2. Poutre sur deux appuis avec porte-a-faux et un couple a l’extrémité libre

La solution est semblable pour cette poutre dans le trongon BC, le moment fléchissant
minimal valant M. Il en résulte les déformations suivantes :

Angles de rotation : op=(-MDI(6 EL), oc=MID/3EIL).
Déformation a x = 1/(3)* f=MPF/[903)°EL].

L’effort tranchant virtuelen D :  Fpy=M /3 + M b= (M/3)(l+ 3 b).

Moment fléchissant en D : My =bM13+(/2)bMb=(MDb/6)(2 [+ 3b).

Les déformations angulaire et linéaire se calculent finalement par :

M b Mbi b
= | 14+3— t = 12431
ey N2 ( zj Ly ( 1)

7.2.3 PIECES A SECTION VARIABLE

Si la poutre rectiligne est a section variable, la charge virtuelle a appliquer sur la poutre
conjuguée est donnée par g, = My/l, c’est-a-dire par le rapport du moment fléchissant réel
divisé par le moment quadratique de surface. Le principe de la solution reste le méme que
précédemment. Mohr avait proposé une méthode graphique pour trouver la valeur des
déformations angulaire aux appuis et linéaire maximale ou minimale. Cette méthode utilise le
polygone funiculaire. Une des difficultés majeure d’appliquer cette méthode est de trouver
correctement la grandeur des déformations compte tenu des échelles introduites pour la
représentation de la piece, des charges et des distances polaires.

7.2.3.1 METHODE DE MOHR NUMERIQUE

Nous proposons d’adapter la méthode fondamentale de Mohr aux conditions actuelles de
calcul numérique. La piéce a section variable est représentée a une échelle convenable et
I’équilibre de la piece permet de trouver la grandeur du moment fléchissant dans chacune des
sections. Pour une piéce isostatique sur deux appuis articulés B et C, sollicitée par des forces
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concentrées appliquées entre les appuis, la méthode numérique consiste a calculer succes-
sivement les grandeurs suivantes :

1. Charge linéique virtuelle : elle se trouve en divisant le moment fléchissant réel par le
moment quadratique de surface de la section considérée : gvi = My/L,i.

2. Décomposition de la piece en trongon a moment quadratique constant, en moment
fléchissant linéairement variable. Le point initial a gauche est désigné par 0, I’extrémité de
chaque trongon étant numéroté en ordre croissant, voir figure 7.10.

3. Représentation de la poutre virtuelle avec la charge linéique virtuelle : sur chaque trongon,
la charge lin€éique virtuelle vaut : a gauche gy, a droite gyiq.

4. Calcul de la charge virtuelle sur chaque trongon : elle se trouve par 1’aire de chaque
trapéze : Fyvi = Avi = (xi — xi-1)(qvie T qvia)/2. La charge virtuelle totale est la somme
algébrique des charges virtuelles composantes X F;.

5. Détermination des réactions d’appui virtuelles : en nous servant de la relation pour le
calcul de I’abscisse du centre de gravité du trapeze, selon figure 7.10 a droite, la réaction
d’appui virtuelle Fc, est égale a la somme des moments statiques de surface par rapport au
point B divisée par la distance a 1’appui / :

F., = lz X _,_(xi _xH).M .(xi _XH)'M- (7.4.1)
I3 3(qvig + qvid) 2

La réaction d’appui Fgy se calculera par la méme relation en adoptant des abscisses
positives vers la gauche a partir du point C. Le contrdle de la somme X Y, = 0 permettra de
vérifier la justesse du calcul.

6. L’effort tranchant virtuel dans la poutre conjuguée est proportionnel a la déformation
angulaire de la poutre. Dans une section située a 1’abscisse x;, la déformation angulaire se
trouve par :

1 k
P, = E-[FBV —Z Angj. (7.4.2)
Jj=1

7. Le moment fléchissant virtuel dans la poutre conjuguée est proportionnel a la déformation
linéaire en ce point. Dans une section située a 1’abscisse x;, la déformation linéaire peut se
trouver par I’expression :

1 k
Vi = E-[xi Fy, —Z:(xi —x;+ xcj)-Ang]. (7.4.3)

J=1

avec x la distance au centre de gravité de la surface partielle, comptée vers la gauche.

7.2.3.2 EXEMPLE NUMERIQUE

Soit a trouver la déformation d’un arbre de machine, placé entre deux appuis articulés sans
frottement, sollicité par deux forces concentrées :

F1:16kN et F2:6kN

La piece se compose de sept trongons cylindriques selon figure 7.10. L’application des deux
forces concentrées et des deux réactions d’appui Fp et Fc défini neuf trongons de calcul. Le
module d’élasticité de I’arbre en acier vaut £ = 210 000 N/mm?.

La mise en équilibre statique de I’arbre permet de trouver les deux réactions d’appui :
Fg=14,08kN et Fc=7,92kN.
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Figure 7.10 Calcul de la déformation d’un arbre de machine par la méthode de Mohr

Résultat du calcul numérique

Calcul d’un arbre en flexion par la méthode numérique de Mohr

(Valeurs numériques tirées de la figure 7.10)

Point  Diameétre d |Moment Charge sur la poutre conjuguée Effort Effort
No| 9 I, M Ovig Ovid L; Ayi Fryi My
mm| Cmé4 mN N/mm’ N/mm’ mm N/mm? N/mm” N/mm
0 290,66 0,0
1 |50 30,68 140,8 0,0 0,4589 10 2,29 288,36 2 899,0
2 | 60 63,62 1126,4 | 0,2213 1,7706 70 69,72 218,65 212773
3 165 87,62 1689,6 | 1,2855 1,9282 40 64,28 154,37 28 823.4
4 |65 87,62 1612,8 | 11,9282 1,8406 40 75,38 78,99 334789
5 | 80| 201,06 | 1363,2 | 0,8021 0,6780 130 96,21 -17,22 37 3274
6 | 65 87,62 1267,2 | 11,5557 1,4462 50 75,05 -92,26 34 567,4
7 | 65 87,62 871,2 1,4462 0,9942 50 61,01 -153,27 28 334,5
8 |50 30,68 79,2 2,8997 0,2582 100 154,89 -308,16 3102,7
9 |40 12,57 0,0 0,6303 0,0 10 3,15 -311,32 0,0
Point 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
een®|0,0793 | 0,0787 | 0,0597 | 0,0421 | 0,0216 |-0,0047 |-0,0252|-0,0418 | -0,0841 | -0,0849
y(mm)| 0,0 0,014 | o,101 | 0,137 | 0,159 | 0,178 | 0,165 | 0,135 | 0,015 0,0

Nous avons laissé¢ de coté le détail de toutes les opérations effectuées et tous les calculs ont
¢été entrepris avec deux chiffres de plus que ceux indiqués dans le tableau.
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Déformation angulaires aux deux appuis B et C de I’arbre :
_F,, 2907 N/mm’
®» = "F T 210000 N/ mm

F,, 3113 N/mm’
E 210000 N/ mm’

La déformation linéaire devient maximale entre les points 4 et 5. Elle vaut approximativement
0,18 mm.

>=0,001384 rad ou 0,079°.

=-0,001482 rad ou —0,085°.

Pc =

7.3 POUTRES CONTINUES HYPERSTATIQUES

Si toutes les réactions d’appui d’une poutre rectiligne sollicitée principalement en flexion
se trouvent a partir des équations d’équilibre statique, le probléme est dit statiquement
déterminé et la poutre est dite isostatique. Lorsque les équations de la statique ne permettent
pas de trouver I’équilibre de la picce, le systéme est dit hyperstatique et le probleme
statiquement indéterminé. Le degré ou l'ordre d’hyperstatisme s’établit par le nombre
d’inconnues qui ne peuvent pas se trouver par les conditions d’équilibre statique.

Rappelons les propriétés suivantes : un appui articulé impose seulement une force concentrée
comme réaction d’appui, un encastrement faisant intervenir simultanément un couple et une
force. Pour trouver 1’équilibre d’un corps sollicité seulement par des forces parall¢les, il faut
poser deux équations d’équilibre, soit une ou deux sommes de moments, soit une somme de
forces et une somme de moments.

7.3.1 POUTRE RECTILIGNE SUR DEUX OU TROIS APPUIS

Pour résoudre un probléme de poutre continue statiquement indéterminé en flexion,
plusieurs méthodes sont a disposition de I’ingénieur. Dans ce sous-chapitre, nous traiterons le
principe de superposition des déformations et des efforts.

7.3.1.1 POUTRE ENCASTREE SUR DEUX APPUIS

La poutre rectiligne, a section constante, est encastrée a I’une de ses extrémités, soutenue
a ’autre par un appui articulé indéformable. La charge sur la poutre peut étre quelconque :
forces concentrées et / ou charges réparties.

La méthode de résolution comporte les opérations suivantes :

1. Recherche de 1’équilibre statique.

2. Suppression de I’appui articulé et calcul de la déformation linéaire au droit de cet appui
sous I’effet de la charge appliquée sur la poutre.

3. Application de la réaction d’appui de fagon a éliminer la déformation au droit de I’appui
articulé.

4. Superposition des efforts et des déformations pour trouver les grandeurs résultantes.

Exemple 1

Soit une poutre rectiligne de longueur / entre appuis, sollicitée par une charge répartie
constante ¢, appui B articulé, appui C encastré. Trouver les efforts et les déformations
résultantes, figure 7.11 a gauche.
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1.1 Equilibre statique :
XY=0: Fg+Fc—ql=0.
XMce=0: ql2—1Fz—Mc=0.
C’est un probléme hyperstatique du premier ordre a trois inconnues : Fg, Fc et Mc.
1.2 Déformation de la poutre isostatique sans [’appui B
La déformation linéaire a I’extrémité libre de la poutre isostatique sous ’action de la charge ¢
[ setrouve par: fz1 =g I' /(8 E L,).

1.3 Valeur de la réaction d’appui Fs

Sous I’effet de la réaction d’appui F, pour ’instant inconnue, la poutre se déforme au point B
vers le haut de : fg, = Fg I3/ (3 E I,). La déformation au droit de I’appui articulé B devant étre
nulle, les fleches Fs; et Fs, doivent se compenser. Il en résulte :

P ql . 3 5
= dou F,=—ql et F.=—ql.
3EI 8EIL v =g c=g1
1 2
s q ty g E
B aty o ye -MC
7 [VAle 720 4 /,é
L { C-—=‘./ 1. e ve |

L -
b

Diagramme des M; - Diagramme des 4
all"e 2l||||e
[ :
i i 2
Deformée Déformée
=< - e - =
T~ _./"/ \'\________/'/

——

Figure 7.11 A gauche : Déformation d’une poutre sollicitée par une charge répartie
A droite : Déformation d’une poutre sollicitée par une force concentrée F
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1.4 Efforts dans la poutre

Le moment fléchissant dans I’encastrement vaut : Mc) = ¢ P12 —3 q /8 = q I*/8. L effort
tranchant a I’abscisse x se trouve par : Frx = 3 g I/8 — x g. L’effort tranchant devient nul pour x
=3 //8. Le moment fléchissant maximal dans cette section vaut M. = 9 g I//128 soit ’aire
du diagramme des Fr jusqu’a x =3 //8.

1.5 Ligne élastique

L’équation de la ligne élastique peut s’écrire en calculant la différence entre la ligne élastique
d’une poutre en porte-a-faux avec charge répartie uniformément ¢ et la méme poutre avec la
force concentrée F de sens opposé :

_ql' x 1_3(1)2 +2(£)3
YOTRETL T ; 1))
La déformation maximale se trouve par : f= ¢ I*/(185 E ) a I’abscisse x = [1 + (33)*]/16.

7.3.1.2 POUTRE ENCASTREE AUX DEUX EXTREMITES

La poutre rectiligne a section constante est encastrée aux deux extrémités. Toutefois, ces
deux encastrements ont seulement pour but de maintenir la direction de la déformée suivant
I’axe primitif en ces points. La poutre peut donc se déplacer dans le sens axial. La charge sur
la poutre peut étre concentrée et / ou répartie. La méthode de résolution consiste en :

1. Recherche de I’équilibre statique et détermination du degré d’hyperstatisme.

2. Suppression des deux encastrements et recherche de la déformation angulaire aux deux
appuis supposés articulés sous 1’effet de la charge.

3. Charge de la poutre par les deux moments d’encastrement et calcul des déformations
angulaires correspondantes afin d’éliminer celles produites sur la poutre articulée.

4. Superposition des efforts et des déformations pour trouver les grandeurs résultantes.

Exemple 2

Soit a trouver 1’équilibre et la déformation d’une poutre a section constante, encastrée aux
deux extrémités, sollicitée par une force concentrée F placée au milieu des appuis, figure 7.11
a droite.

2.1 Equilibre statique :

2Y=0: Fg+Fc—F=0.

ZM(B):(): MB+IFc—ZF/2—MC:O.
C’est un probleme hyperstatique du deuxiéme ordre a quatre inconnues : F, Fc , Mg et Mc.
2.2 Déformation de la poutre isostatique sous I effet de la force F
La rotation des sections terminales supposées articulées vaut : o = F lz/(16 E I,) et oc = - ¢p,
car la charge est symétrique. Comme la recherche des moments d’encastrement fait intervenir
les efforts tranchants virtuels sur la poutre conjuguée, nous pouvons utiliser directement ces
efforts dans le calcul des moments d’encastrement.
2.3 Moments dans les encastrements
L’équilibre de la poutre conjuguée, sollicitée par un moment fléchissant linéairement variable
de My a Mc, permet de trouver toutes les réactions d’appui virtuelles : Fg, =1 (Mg + 2 Mc)/6
et Foy=1(2 Mg + M¢)/6. Egalons les déformations angulaires :

FIP I1(My+2 M) . FIP 1(2My+M,)
= c =
16 6 16 6
avec |Mp| = |Mc| par raison de symétrie. Il s’ensuit que :

b
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7. Déformation en flexion de poutres rectilignes

2.4 Efforts dans la poutre
Les réactions d’appui force étant égales, on obtient évidemment Fg = Fc = F/2 et un moment
fléchissant maximal au milieu des appuis, sur la ligne d’action de la force valant :

Mfmax =F 1/8

2.5 Ligne élastique

Elle est donnée par la différence entre les deux lignes ¢€lastiques composantes. Comme la
poutre est encastrée des deux cotés, la poutre conjuguée est une poutre sans appui! La
déformation linéaire maximale a lieu sur la ligne d’action de la force F et se trouve par :

P 1.1.1,F_1(51 lj_ FI
f 12E1,°

12 12

7.3.1.3 POUTRE SUR TROIS APPUIS ARTICULES

La poutre a section constante sur trois appuis articulés, le premier pouvant étre fixe, les
deux autres sur rouleaux. La charge sur cette poutre continue peut étre soit concentrée et / ou
répartie. La méthode de résolution consiste a :

1. Trouver I’équilibre statique de la poutre hyperstatique.

2. Supprimer ’appui central et déterminer la déformation de cette piece sur deux appuis
articulés, sur la ligne d’action de 1’appui central, la charge primitive étant conservée.

3. Calculer la déformation de la poutre sous I’effet de la réaction d’appui centrale afin de
redresser la picce et lui imposer sa forme primitive.

4. Superposer les efforts et les déformations pour trouver les grandeurs résultantes.

Exemple

Soit une poutre continue a section constante, longueur totale 2 /, distance entre les appuis /
dans chaque trongon, sollicitée par une force répartie uniformément ¢ sur la longueur totale de
la poutre.

g =constante

X((ﬂ\[)iagramme des M;
¥

Figure 7.12 Poutre sur trois appuis avec charge répartie uniformément

1. Equilibre statique de la poutre continue
XY=0: Fg+Fc+Fp—-2¢q[=0.
ZM(B)=OI ch+2lFD-2qlz=0.
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Contraintes simples

Les trois réactions d’appui Fs, Fc, Fp sont inconnues. C’est un probléme hyperstatique du
premier ordre.
2. Déformation de la poutre sous charge répartie 2 q [ sans [’appui C

La déformation linéaire au centre de la poutre continue sollicitée par une charge répartie se
trouve par I’expression :

_5q(2l)4 B 80g 1"
384 E1, 384E1I,

fe

3. Force concentrée comme réaction au point C
La déformation linéaire au centre des appuis vaut :

fer=[FQIVVA8EL)=(8 Fc ')/ (48 E I).
4. Réactions d’appui et équilibre total
Comme les trois appuis sont supposés alignés, la fléche au centre doit rester nulle. La somme
des deux valeurs précédentes, compte tenu du sens des déplacements, doit permettre d’écrire
I’égalité :
80gql* 8F.I
384 EI, 48E 1,

Comme le systéme est symétrique par rapport au point C, les deux réactions d’appui Fp et Fp
sont égales et valent :

dou F, :%ql.

FB:FD:3/8 q l.
5. Moment fléchissant
Le moment fléchissant est maximal ou minimal lorsque I’effort tranchant est nul. En partant
du diagramme des efforts tranchants Fr, il est possible de calculer :

2 2
fmanggl et Mfmin:_ﬂ'
128 8

7.3.2 EQUATION DES TROIS MOMENTS

L’¢équation des trois moments, démontrée par Clapeyron, est applicable aux poutres
continues a rigidité flexionnelle constante dans chaque travée. C’est une méthode trés
¢légante pour calculer les moments fléchissants au droit des appuis et trouver les réactions
d’appui successives.

7.3.2.1 CONVENTIONS ET SUBSTITUTIONS

Une poutre rectiligne sur deux appuis articulés est statiquement déterminée. Une poutre
continue rectiligne sur n appuis articulés est hyperstatique d’ordre n-2. Pour résoudre ce genre
de probléme hyperstatique,